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iCco  alla  luce  il  secondo  Tomo  del  mio  Corso  di  Ma- 
tematica  Sublime .  Si  contengono  in  esso  il  Calcolo  Differen- 
ziale 3  le  Applicazioni  alla  Geometria ,  alla  Meccanica  ^  ed 
una.  porzione  dell'Integrale. 

Calcando  le  orme  di  La- Grange  Principe  dei  Geometri 
del  Nostro  tempo ,  ne  ho  sbarazzati  i  principi  da  ogni  idea 
d* iniinitesimi 5  d*  evanescenti ,  di  limiti  e  di  flussioni.  Non 
altre  che  verità  di  definizione  e  di  convenzione  servono  ad 
essi  di  fondamento .  Alla  fine  di  questo  Tomo  ho  posta  un* 
appendice  sopra  le  curve  a  doppia  curvatura  ^  e  sopra  le  su^ 
perficie ,  onde  non  obbligare  i  miei  Lettori  a  cercare  altrove 
alcune  nozioni  Geometriche ^  delle  quali  ponno  abbisognare. 

Seguendo  poi  quanto  ho  praticato  nel  Calcolo  delle  Dif- 
ferenze finite ,  ho  contrassegnati  con  l' asterisco  (  *  )  quei  Pa- 
ragrafi i  quali  non  debbon  leggersi  da  chi  brama  soltanto. un 
Corso  elementare  di  Calcolo  Difterenziale  ed  Integrale.  7. y 
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$■  iT'Ii  Calcolo  cui  ho  4ato  (a)  il  nome  ^Analisi 
JL.  Derivata  >  compreade  tutti  quei  rami  cU  AnaH- 
si ,  |>er  i  quali  in  stabilito  un  nimixylo  d' operazione ,  e  fissa- 
to nn  algoritmo  per  calcolarli .  Questi  trovano  in  essa  la  sor« 
petite  comuoe  ed  il  loro  puoto  i  per  dir  così  i  di  contatto  ;  di 
^odo  che  il  calcolo  differeazìal^e  ed  il  calcolo  degli  Esponenti  t 
jnòn  sono  che  branche  di  Scienza  diramate  dallo  stesso  priocipio  • 

Il  principip  fondamentale  di  una  tale  Analisi  >  e  che  si 
chiama  Principio  di  derivazione  (ò)  >  consiste  nel  considerare 
nna  quantità  qualunque  semplice  o  composta  in  diversi  stati  di«- 
pendenti  uno  dall'  altro  per  una  medesima  Ij^gg®  ; .®  il  ^o  V^TV> 
cipalie  oggetto  è  ,di  rintracciare  le  proprietà  di  questa  medesima 
quantità  relativapiente  ai  suoi  stati  »  pier  quindi  fare  uso  delle 
stesse  proprietà  nella  solazioqe  dei  problemi . 

Rappresentiamo  per  y  nna  quantità  qualnnqne  »  e  facendo 
sopra  di  essa  una  determinata  oi)erazione  >  snpponghìamo  d' pt' 

Tom.  IL  §  § 
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(a)  Apaliffi  derivata:  Pavia   1802. 

{h)  Il  contesto  spiega  assai  chiaraiQepce  1*  idea  che  vaolsi  esprìme-^ 
re  jpon  la  parola  principio .  Mi  è  necessaria  questa  avvertenza  per  scan- 
sare le  questioni  grammaticali  che  taluno  ba  fatte  sopra  qaell»  parola 
medesima . 
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tenerne  per  risultato  un'  altra  quantità  Y .  F  manifesto  che  Y  di- 
pende da  jf  >  e  che  ogni  rapporto  tra  j' e  Y  consiste  neir  opera- 
zione y  per  cui  abbiamo  derivato  una  di  quelle  quantità  dall'  altra  « 

La  y  si  chiama  Quantità  o  Funzione  Derivatrice ,  Dice- 
sì  derivare  il  fare  la  prescritta  operazione;  e  con  la  lettera  d 
messa  a  vanti  alla  Derivatrice  9  sì  indica  il  risultato  Y  di  questa  ope- 
razione medesima,  che  è  dunque  rappresentato  per  dy.  Chiama- 
si infine  Quantità  o  Funzione  derivata  questo  stesso  risultato  dy. 

Se  ora  trattando  dy  come  y  »  si  deriva  da  dy  con  la  mede- 
sima operazione  un'altra  quantità  d{dy)y  chp  pos3Ìama  indi- 
care per  d^y ,  si  avrà  una  seconda  quantità  derivata  da  dy,  co- 
inè questa  da  j^;  e  così  se  ne  avrà  una  terza ,  una  quarta,  ec  , 
di  modo  che  secondo  questo  principio ,  la  seguente  serie  yydy^ 
d*y  »  d^y  j  ..*...  d'y  ci  rappresenta  col  suo  primo  termine 
la  quantità ,  dalla  quale  si  deducono  t^tte  le  altre  9  e  che  ab- 
biamo chiamata  funzione  derivatrice  •'  col  suo  seconda  termi- 
ne! la  derivata  prima  o  di  primo  ordine  ;  col  suo  terzo  la 
derivata  seconda  0  ài. secondo  ordine  ec.  ec.  e  col  suo 

(  77^  H-  1  )         la  derivata  m        di  ^  . 

§.  2.  La  legge  di  derivazione,  la  quale  ci  prescrive  Y  0- 
perazione ,  che  deve  farsi  per  dedurre  o  derivare  una  quantità 
da  un* altra 5  potendo  essere  qualunque,  non  è  possibile  in  con- 
5egupn?a  trattare  delle  proprietà  di  quella  serie  di  quantità  de- 
rivate che  nelle  sue  applicazioni ,  nelle  quali  sia  individuata 
quelita  legge  medesima  ;  pure  sarà  utilissima  cosa  considerare 
nella  legge  di  derivazione  due  casi . 

1*.  Può  la  legge  di  derivazione  essere  tale,  che  ogni  de- 
rivata ottenuta,  diventi  la  derivatrice  per  la  derivata  successi- 
va, senza  ave; e  alcun  riguardo  alla  prima  quantità,  dalla  qua- 
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HI 

le  tutte  le  altre  si  deducono ,  e  che  si  può  considerare  come  la 
kise  del  sistema . 

a*.  Pilo  la  legge  di  derivazione  essere  tale ,  che  nel  pas- 
sare da  una  deriyata  air  altra ,  richieda  che  abbiamo  riguardo 
alla  derìvatrice  9  base  del  sistema  >  perchè  obbligata  nella  stes- 
sa operazioBe  di  derivazione . 

Di  qui  nasceranno  due  rami  generali  di  sistemi  di  deriva- 
zione)! quali  avranno  proprietà  distinte  unp  dall'altro.  Ma 
ritornando  a  considerare  il  principio  generale  delle  derivazioni  » 
è  facile  concepire ,  che  preso  questo  in  tutta  la  sua  estensione  t 
r  Analisi  cui  Aìl  >orìgine ,  è  per  dir  così  infinita  ^  poiché  essa  ha 
tante  branche  particolari  j  quante  fiono  le  operazioni  che  posso-* 
no  immaginarsi  indicate  ésL  d^  le  quali  sono  all'  arbitrio  del 
Geometra  9  e  però  infinite  di  numero . 

1/  Analisi  derivata  adunque  abbraccia  in  generale  qualuo- 
que  ramo  4' analisi)  che  «i  raggiri  sopra  la  maniera  di  dedurr* 
una  quantità  da  un'  altra^  e  scd  determinarne  le  propnetà .  Co- 
sì tutti  quei  rami  di  caloolo  per  i  quali  {m  stabilito  un  algorìt- 
mo ,  cioè  la  Teoria  degli  Esponenti  ;  il  caloolo  delle  difierenze 
finite  i  quc^o  delle  funzioni  analitiche^  snl  quale  è  basato  il 
calcolo  dìfiferenziale )  je  il  calcolo  jdeUe  variazioni;  la  Teoria 
delle  facoltà  numeriche  y  formano  tante  parti  il'  analisi  deriva- 
ta 9  e  dipendono  dallo  stesso  principio  :  di  modo  che  tali  rami 
si  possono  considerare  come  compresi  tatti  ia  questo  Calcolo 
generale . 

§.  3.  L'  Analisi  derivata  ha  due  parti .  Tutto  ciò  che  si  è 
detto  fin' ora  appartiene  alla  prima  parte,  che  si  chiama  Anali* 
Mi  derivata  diretta  >  perchè  e'  insegna  a  passare  dalla  Derìva- 
trice alle  sue  derivate:  l'altra  parte  a  chiama  Analisi  deriva^ 
ta  inversa ,  e  4  questa  appaitiene  tutto  ciò ,  che  ha  rapporto  a 
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ritornare'  da  una.  proposta  derivata  alla  sna  Derivatrice .  Tro- 
vare- la  Derivatrice  di  una  quantità  z,  considerata,  come  una  de- 
rivata deir  Oidine  n ,  vuol  dire  trovare  quella  quantità  x ,  so- 
pra la.  quale  eseguita  n  volte  T  operazione  di  derivazione ,  tor- 
ni pcH'  risultato  z.. 

U  operazione-  che  deve  farsi  sopra  una  funzione  derivata- 
per  ottenerne  la Derivatripe,.  s'indica  per  D.  A  questa  lettera 
si  dà  un'indice  eguale  al  numero^  delle  volte >  che-  deve  xipé- 
tersi  la  detta  operazione  >  ed  il  risultata  h:  rappresentato  simbo^ 
licamente^  per  la  quantità  stessa  ^  su  cui  dobbiamo  operare ,  pre^ 
ceduta  dalla,  caratteristica  D  affetta  dal:  detto  fndicé .. 

Se  dunque-  riguardiama  z,  come  una  derivata  prima  della 
quantità:  incognita  Xj  V  operazióne  da  farsi  sopra  z  per  ottener- 
ne la  Derivatrice  a ,.  ci  darà,  il  risultato  simbolico.  Dz  >  che 
ci  rappresenterà  la  medesima  incognita  ;  axiiemo^  perciò  x= Dz . 

Egualmente  se  consideriamo^  come^  una  derivata  seconda 
di;  una  funziòne^  Derivatricet-  incognita  jc^,  sarà  a;=J3*2;  indi-- 
cando  pec  D*  V  operazione^  ripetuta  due  volte  primieramente  so- 
pra z  per  averne  Uzi  e  poi  sopra  questo<  stessa  risultato  Dz 
per  averne  DD2J  ovvero.  D*s .  Infatti  sia  u  la  derivata:  prima 
di  Od  yZ^  Sarà  allora  là  derivat*  prima,  di  ur^  delle  tre*  quantità: 
XyU^  z.  sarà  a?  la  Derivatrice  di  uy^  ed  u  la^ Derivatrice:  dii 3 :. 
Dunque  avremo  x.  s^  Dm>  u,  =  Dz  y  dalle  quali  si  ricavar  x^st. 
DDi3  =;D*2; \.  Nella  stessa^  guisa  rappresentando  per  z.  una  de- 
rivata terza  y,  la  sua  derivatrice.  sarà,  rappresentata  simbolica- 

mente  per  D'a;  ed,  ia  generale,  èe  z  h  una.  derivata,  n/     Isu 

Derivatrice  x.  sarà.  =  D"j» .. 

Siccome  una  stessa,  quantità  z  pn5  essere-  riguardata-  come? 
una^  deiivata  prima ,  seconda  y  ec-  ',  cosi  la.  Derivatrice.  x  di  unai 
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^antità  z  ^  chiamasi  la  Derìvatrice  prima  ^  seconda ,  terza  ^ 
ec-  secondo  che  z  ò  una  derivata  prima,,  seconda,  ecr-^napdo 

poi  si  dice  che  D  z^  rappresenta  la  Derivatf ice*  n        di  x ,  vo- 

gliamo  signifTcare-  che  D  z  rappresenta  quella  quantità  x ,  dalla 
quale:  per  mezza  di  rt  opeiiazioni  di  derivazione  si  ottiene  z . 

§1  4.  L*  operazione  indicata  per  D  è  precisamente  T  inver- 
sa di  quella  indicata  per  d^  in  quanto  che  essa  disfà  ciò  che  h^ 
fatto  Ta  prima^  Nella  seriey ,  dy ,  dy ,  d^y^  ec;  si  passa  da  un  ter- 
mine A  al  sua  successivo  K  per*  mezzo  dell*  operazione  indica-, 
ta  per  cC  fatta  sopra,  it  primo^  A  ;  e  si  passa  da  un  termine  B  a 
quello  che  lo  precede  A ,  o  si  torna  indietro^  per  mezzo  dell'  o- 

perazione  indicata  da.  D  fatta  sopra  lo.  stesso?  B . 

• 

Delle  due  quantità  ar ,  z:  essendo  z  là  derivata  n        dìXf 

5Jira  viceversa  x  la  Derivatrice  n         dì  z..  Considerando  il 
primo  rapporto  abbiamo,  fra  di  esse:  questa,  equazione  (i  )  . . . .  ^ 

&=zd  X.. 

È  considerandone  il'  secondar  abbiamo^quest^'altra  equazio- 

ne-  (2) a?  =  D  z.  Così  le  due  equazioni  (i)  e  (a)  sono  una 

r  inversa  dell*  altra  ;:  sussistono  nella  stesso  tempo  >  p  non  di- 
cono in  sostanza  che  là:  stessa  cosa  .^ 

Prendiamo  ora  là  derivata  tl        deU*  equazione  a?=  T)  Zy 

cdl  avrcma»  d  a?  =  dD  z\  ma  d  x  =  2; ,   dunque-  dTi  z  —  z\ 

Cioè,,  la  derivata:  n.        dellai  Denvatrrcen.       di  z  e  e- 
gjiale:  alla  stessa  z . 

Se  facciamo  i^ = d*2;,  avremo  z=D*k=D*cì  z  :  dunque^ 
<in)^z=cD  d  z,  cioè; 
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Vi 

^  La  Deiivatrice  della  derivata  dello  stesso  ordine  di  un.a 
y,  quantità ,  è  sempce  .eguale  ^la  derivata  della  Derivatrìce  delr 
}9  lo  stesso  ordine 9  appartenente  alla  medesima  quantità. 

§.  5.  Nella  derivata  qualunque  d  y  deli'  prdiae  n ,  T  in- 
dice n  ci  dice  quante  volte  si  è  ripetuta  r  operazione  di  deri- 
vazione sopra  la  cjerivatiice  y .  ^  %\  aggiunge  una  ainità  ad  n 

avremo  a  y  ^  che  sarà  una  derivata  d*  un  ordine  maggiore 
di  una  unità  ^  p  una  quantità  la  quale  ayr^  subita  una  opera- 

zione  di  derivazione  di  più  ^ày.  Egualmente  d  y  ^ indi- 
cherà  una  quantità ,  che  ha  fubita  una  operazione  di  deriva^- 

zione  di  meno  di  dy!,  9  che  dòpo  av4^r  subite  n  operazìoui  di 
derivazione  $  ha  subita  un'  operazione  contraria  9  la  quale  di- 
struggendo ciò  che  aveva  fatto  T  ultima  >  Tha  ridotta  a  non  esr 
sere  il  risultato  che  ói  n-i  operazioni  fatte  sopra  la  derivar 
trice  y, 

ISTella  serie y^dyyd^yjdy^fic (fy  si  passa  da 

ÌOL  termine  all'  altro  verso  la  destra  »  faqendp  S9II'  uno  T  ope- 
rjBizione  di  derivazione  >  che  si  rappresenta  con  V  aumento  dell'  «r 
nità  neir  indice  ;  e  si  toma  da  un  termine  all'  altro  verso  la  si- 
nistra  ,  facendo  mf  operazione  opposta  alla  prima  j,  o  che  di- 
strugga ciò  che  quest'  ultiijja  ha  fatto  $  il  che  $j,  r^appresenta  col 
diminuire  di  una  unità  1'  indice . 

L' indice  e  ci  mostra  nessuna  operazione  fattg  ^op;:^  h- 
4erÌ7atii,ce  9  p<er  il  che  restando  essa  inalterata  ^  fd  hi, 

d''y  —  <f"'y=y, 
In&tti  nella  citata  serie  da  una  derivata  qualmique  si  ginn* 
gè  al  primo  termine ,  quando  sopra  di  essa  si  fanno  tante  ope- 
razioni inverse,  quante  essa  ne  conteneva  delle  dirette,  ciò 


VII 

che  si  rappresenta  col  dìmiauire  V  indice  di  mia  quantità  egua- 
le ad  esso  medesimo. 

§.  6.  Ma  cosa  indicheranno  le  derivate  ad  indici  negativi  ? 

La  derivata  deir  indice  -  i  di  nna  quantità^,  cioè  d  y^ 
deve  e^ssere  a  riguardo  di  y  ovvero  d^'y^  ciò  che  è  questa  a  ri- 
guardo di  j^  :  esprimerà  dunque  d  y  quella  quantità ,  sopra  la 
quale  eseguendo  T  operazione  di  derivazione  ^^che  faceva  pas« 

sar?  y  a  divenire  dy  ^  làccia  passare  d    y  ad  essere  y  • 

La  derivata  d  y  sarà  riguarda  ad  j' ^  ciò  che  è  questa 
riguardo  ad  y  ^  ovvero  ciò  che  è  y  riguardo  a  c£y ,  e  cosi  di  se-» 
guito  :  le  derivate  adunque  ad  indice  negativo  s*  otterranno  per 
una  operazione  inversa  a  quella ,  per  la  quale  si  ottengono  le 

derivate  ad  indice  positivo:  cosi  per  ottenere  d  y  dovremo 
fare  sopra  j^  una  operazione  inversa  a  quella  che  facevasi  per 
ottenere  dy:  intendendo  per  operazione  inversa  un'  operazio- 

ne  che  porti  per  d    j'  un  tal  risultato,  sopra  cui  eseguita  V  ope- 
razione diretta  di  derivazione ,  se  ne  ottenga  la  stessa^  di  nuovo ^ 
In  alcuni  sistemi  le  derivate  ad  indice  negativo  sono  la 

stessa  cosa  che  le  Dcrivairrici ,  cioè  d   ^y^Tfy . 

Accade  ciò  in  quei  sistemi  >  nei  quali  la  legge  di  deriva- 
zione appartiene  al  coso  espresso  §-  a-  N*.  i.  Al  contrario  le 
Derivatrici  sono  ben  diverse  dalle  derivate  ad  indice  negativo 
in  quei  sistemi  >  la  cui  legge  di  derivazione  è  contenuta  nel  ca- 
so §.  2.  W.  2. 

Le  derivate  adunque  ad  indice  negativo  sono  i  termini 
della  serie  formata  dalle  derivate  ad  indice  positivo  prolunga- 
ta indietro ,  di  modo  che  in  generale  la  serie  sarà 

• d^*y^d'^^y^d^^yyd^^y^d"yjd'yjdy^d^y 


vni 

» 

§.  7.  Una  unità  dell'  indice  ci  mostra  nna  operazione  di 

derivazieiie  da  eseguirsi  ;  conserveremo  Y  analogia  se  per  un 

•       •  ,  ... 

indice  iche  sia  una  frazione  della  unità ,  noi  indiciieremo  una 
corrispondente  porzione  d'  operazione  di  derivajiione  da  ese- 

guirsi;  così  d^  ci  indicherà  che  sopra  y  dobbiamo  fare  nn 
mezzo  d'  operazione ,  cioè  fare  una  tale  .operazione  sopra  y 

per  avere  d^^,  che  ripetutala  stessa  sopra  d^^,  abbiasi  il  me- 
desimo  risultato  jche  nel  fare  una  intera  .operazione  ,di  derivar 

zione  sopra  y  ,  di  modo  che  «ia  d^d^y  =  dy . 

m 

Egualmente  d "y  ^essendo  n>my  e' indicherà  che  sopra y 

•  ■ 

dobbiamo  fare  una  porzione  —  d' operazione  ,di  derivazione  ;  ciò 
che  otterremo  facendo  prima  sopra  y  una  porzione.-^  d*opcra- 


n 


zione  e  xipetei^dòla  ttz  volte  • -Questo  tz  ;d'  operazione  deve 
essere  tale  che  se  fosse  ripetuto  n  volte  >  dovrebbe  dare  lo 
stesso  risultato  dy ,  che  ci  dà  uria  intera  operazione  di  deri- 
vazione. 

NgUsl  «tessa  manicrk  d     '  '  y-  ;essendo  p  <  ti  sarà  .-^uale 

ad  d  y  ^txÌA  indicherà  .che  sopra  y  Jiisogna  eseguire  ra  vol- 
te r  intera  operazione  di  derivazione  >  e  sopra  il  risultato  di 

essa  bisogna  eseguire  la. porzione  (^)w«4  d'operazione  di  de- 
rivazione, 

§.  8.  Le  derivate  ad  indice  frazionario  ci  indicano  adun- 
que delle  quantità  derivatfe  dall;^  funzione  Derivatrice  per  un 
certo  numero  d'  operazioni .  di  derivazione  intere  ,  e  per  una 


porzione  della  detta  operazione  indicata  dalla  frazione  f  che 
si  contiene  nel!' indice:  saranno  adunque  da  esse  rappresentati  i 
termini  intermedi  fra  quelli  della  serie  del  §.  6  :  così  se  fra  dy 
e  d^y  si  volessero  tre  termini  intermedj ,  qtiesti  sarebbero  indi- 
cati come  segue 

dy  ,  é^y  ,  d^y  ,  d^y ,  d^y  =  d^y\ 

Così  gr  indici  essendo  in  progressione  aritmetica ,  i  termi- 
ni sono  legati  fra  loro  per  la  legge  di  derivazione  del  sistema. 

Si  ricava  da  tutto  questo  un  Teorema  ini  portante  : 

9)  Qnando  la  legge  di  derivazione  è  tale,  che  Toperazio- 
,t  ne  per  mezzo  della  quale  si  deriva  una  quantità  dall' altra , 
,,  può  essere  fatta  a  porzioni  in  pili  volte,  allora  le  derivate  a 
,,  indice  ùztxo  sono  quantità  reali ,  perchè  esistenti  in  natura  ; 
,9  se  al  contrario  quella  operaz:jone  non  può  essere ,  per  dir  co- 
,,  sì,  divisa  o  concepirsi  divisibile  in  porzioni,  l'aggregato  del- 
9,  le  quali  renda  la  stessa  operazione  intiera ,  allora  di  natura 
,,  sua  non  possono  esistere  termini  o  derivate  a  indice  frazio- 
„  nario,  ed  un  problema  che  in  un  tal  sistema  di  derivazione 
„  conducesse  ad  una  derivata  ià  indice  fratto,  dovrebbe  aver- 
,,  si  per  impossibile,  e  converrebbe  riguardare  quella  derivata 
„  come  una  quantità  immaginaria,  che  non  può  esistere  in  na« 
„  tura. 

L'  enunciato  teorema  ha  un  uso  immediato  nella  teoria 
delle  interpolazioni  per  decidere  a  priori  se  Y  interpolazione 
può  aver  luogo  fra  i  termini  di  una  serie,  della  quale  si  cono- 
sce la  natura  o  la  legge  che  lega  i  termini  stessi . 

yy  §•  9-  Proposta  una  qualunque  quantità  o  una  funzione 
„  composta  di  più  quantità,  se  essa  è  di  tal  natura,  che  non 
„  abbia  delle  proprietà  contrarie  a  quelle  portate  necessaria- 
„  mente  dall' operazione  di  derivazione  nelle  derivate,  questa 


99  quantità  potrà  seropris  coiisidei'arsi  come  capace  fli  forinare 
9,  parte  di  qael  dato  sistema  di  derivazione  9  essendo  essa  pns| 
99  derivata  se  non  ad  indice  intero  9  almeno  ad  ìndice  fratto  ^ 
99  e  perciò  se  di  nna  tal  qnaqtità  fbsae  ricisrcata  la  Deriva-» 
99  trice  9  si  può  concepire  esistere  in  natnra  nna  quantità  ch^e 
99  questa  stessa  Derivatrice  rappresenti  e  che  soddisfaccia  alla 
99  nostra  ricerca .  AI  cpntrarip  se  la  prpprietà  di  nna  data  qnan- 
99  tità  saranp.Q  incompatibili  con  quelle  che  necessariamente  de- 
99  yono  avere  le  derivate  in  un  dato  sistema ,  allora  questa  qnanr 
99  tità  non  potrà  mai  considerarsi  icome  una  ilcrìvata  del  mcr 
99  desimp  sistema  9  e  perciò  Y  indice  che  segnerebbe  V  ordine 
99  della  derìvata  9  non  potrà  esistere  in  natnra  :  non  si  potrà 
99  dunque  immaginare  una  quantità  che  rappresenti  la  Deri* 
99  vatrice  di  quella  quantità  proposta  9  e  sarà  in  conseguenza 
9^  la  ricerca  dì  una  tale  Derivatrice ,  una  rìc<erca  impossibile  i 
99  e  quella  Derivatrice  una  quantità  immaginaria . 

In  questo  e  nell' antecedente  paragrafo  è  contenuta  la  sor^ 
gente  generale  degli  immaginar) .  Ciò  che  ^'  intend.e  comune* 
mente  per  quantità  immaginarie  non  è  che  una  classe  partico* 
lare  di  quantità  appartenenti  ad  un  sistema  particolare  d'  angi^ 
}ìsi  derivata. 
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TRTNCIPJ    FOT^DAMENTALl 
DEL    CALCOLO    DIFFERETJ2IALE 

^Differenziali  *deUe /funzioni  'di  una  -sola  Variabile  ^ 

-, 

§•  I.  X?  Appresentando  T>cr  ^  («)  una  qualunque 

jL\^  ne  dì  :x  e  di  altre  quantità  indipendenti  ^  ei^ 
'sa»  pongasi  ria  «seguente  legge  'di  denegazione. 

9,  Presa  'p{x)  per  ;fn azione  Dentatrice 9  la  varìàbile  x  Tt 
')v  aumenti  ài  una  ^qualunque  \a)  quantità  indeterminata  'io 9  -di- 
99  modochè  si  rabbia  una  ^simil  funzione  di  x  ^^a^^  p(;)c^4«<o): 
>9  si  trasformi  ^questa  funziono  in  una  serie  ordinata  per  .le  po- 
),  tenze  della  -stessa  u»  -ed  ottenendo 


.,9  si  prenda  ^di  tutta  questa  serie  ^il  solo  coefficiente 'di  ìo;  ^ 
questo  coefficiente  p  *sarà  evidentetnente  una  santità  derivata 
da  (f>  {x^  -per  mezzo  'di  tale  ^operazione  ;  -e  se  rappresentiamo 
jper  d  questa  operazione  di  derivazione ,  ^e  per  dp{:x)  il  rìsul» 

tato  simbòlico  *o  indicato  ^di  -questa  «operazione  ^medesima  9  avremo 

< 

9,  Sopra  questa  prìma  «derìvata  <d^  (  »)  »  «cons^^rata  come 
Tom  II  Jl 


'{a)  Noi  supponiamo  tshe  la  «attira  della  fiinzìboe  ip(^)  sia  tale  che 
)a  Tanabilità  di  x  non  sia  soggetta  ad  alcuna  legge»  o  che  la  detta  varia* 
3>ile  possa  prendere  tntti  gli  annienti  possibili  • 


t  MATEMATICA     SUBLIME 

„  lina  nuova  funzione  ^' («)  di  .r,  si  faccia  la  sfessa  operazio- 
'„'  fiem  tìerivaz]0ne  che  è  stata  fatta  sopra  p(x),  ed  avremo 
„  una  quantità  dp'{x)  derivata  da  (p'(x)t  come  questa  a' (x) , 
„  ovvero  d^(jp) ,  era  derivata  da.  ^(a;^  „:.-  bbiameremo  adun- 
que dp'{x)y  ovvero  ddp{x),  ovvero  d"<p{x)  la  derivata  se- 
conda o  di  secorvio  ordine  di  ^(o?).. 

„  Sopra  quésta  derivata  secondai  •d*^(*)',  considerata  co- 
„  me  una  nuova  funzione  <p"{x)  d!  a?,  si- ripeta  la  stessa  ope- 
„  razione  di  derivazione  che  am.iani  fatta  sopra  <f>{x)  e  sopra 
„  dp{x),.  ed,  avremo  un.  simile,  rieultato  dp-'i-x),  ovvero. 
„  d'p{x)  che  sarà  la  derivata  terza,  o  di; terzo  ordine  di  ^ r a; ) ,. 
„  e  così  di.  seguitò.,,....    .  \  ^.W       ■  \       !   •      '"  .  r. 

Avremo  in  questa  guisa  una  serie  di  quantifa  ottenute  tut- 
te lìor; la  ripetizione  d^lla-  n^edes^ima.  oj.J<5rc«iaÀe.v  e  simbòlica- 
mente rappresentate  da 

^i^}}  dp{x)y  d:p{x)y  d}<p{x),  (^p(x)  ec.r 
in;  «jaesta . 8©ri$  •  di  quantità,   p{x)  è  la  funzióne  derivatrire  ;  le- 
altre  sono  successivamente  la-derivata  prima',  sej^ofula',  tjé:'Z;i  ec.', 
&  tiJtti.Ii  di  Ifci  •tei-mini  dipendono 'ia-  coM&ghétiVM.   uno'  d.iH'  al- 
tro per;,  quella  operazione  dr  derivazione'  ehe  'lilegfi  j^er  dir  co- 
■«ì' insieme'.  •  •    -  ••       ••    •  '  :■   •.-.    ;  •,;   •    ";,     •-    •  '    . 

•„  Ciascuno-  è  il-  -coefficiente  ehe  avrebbe  Tà*  f)riftra  potenza 
di  una  quantità  indeterminata  nello -^viltìppo  duB'suo  termine 
antecedente  »  qnaqdo  Ja,  ya^iahiie.  cjie,  .questo .  stes.^io..  ^ujfecedenr. 
„  te  contiene,  aumenta  di  qiiella   indetcrminata'  medesima/  Co- 

pi,M\d  p'{x,)  p,  egqple  al  leoefEcÌDiite  che  «vrebbe  ila  prima  poi- 


V,  tenzà  fli  co  nello  sviluppo  di  d         p  (a?);,/nuanilo  cavi  dìvìé- 


,,  ne  X  -4-  w  . 
<j'n  ij 


Uaudo  poi    a  <p(a;)  thversi  valori    particoliri    si  hanno  di- 
verse es[)rcssioni  per  esprimere  le  derivate  che    vi.  jJ©ms^(>Hdo% 

tioi'cOsi  se  •fÀbCiamo-;©T«Ti^*'' V  afljUfaiiio^-''- P   i. '->■*.  •. 

/  \«  ^  m—I         ^  f„(fff^i)     m  —  2     z  "  '     .N« 

(jc^w)    =z  X   -{- /7z^        WH ^^-^c         CO   H-ec. ,  e    perciò 

secondo  la  leMe  qui  gopra.  prescritta  ,  sarà  .t . 

Hp{d[iy±:^^dx^^'^y^^?i.y:^^'\  óìór^é^iWé  iir cocfncfrcntd't^/vó 
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nolljD .  sviluppo  di  J  a?'-^-  co  )   . . 


W  — I 


Per  avere  ]a  derivatja  sepondar,  cQnyiea  trattare  7/za?  /  '\    co- 


I. 


me  abbiamo  trattato  a?   >  cioè  prendere,  il  coefficiente  di  w  dellQ 
iSviluppo  (li  ra  (  a?  -t-  w  )        ,  cioè  della  serie     .     ,     . 


f/2jc*"      -j-^ (/»  —  i)a7        wH-ec;  avremo  allora 


d{mx'"      )  =  dd{'x   )  =  d* (  a:  )  =  n^{m  -7-  i  )  a?,       ;  egual- 
mente troveremo.      "  ;' 


/      x"    '    'J      - 


.1 


t  ^ 


m .  ■  ^ ,  .     »  — 3 


4'(a>   )  =  wi(7n — i)(m''— 3)a?        1  e  cosi  di  seguito: 
dttnqae  ponendo  per 

Derivatricé  a?   ,*  avremo  per  la'' 


/ 


—  I 


Derivata  prima  mx        ,  per  la 


IjJ.        •  •     •^-      /.      -     '    >      » 


Dedvata.,  seconda  ,7j^(,mT^i)  x.^. .. .  .,  per ,1^         ,    .    ,  •       j 

Deiùv^ta  tei3».»z(;m-j-r  i)(jn:-Va)4»'.'  •  -,v   -.      >       •  ■  .  o      f  •■ 

ec.  .  ep. .  , 


Poniamo  ora  p{x)=a  ;  per  avere   la  derivata   prima  di 
«{  y  QÌoh  il  vaj4?f^  di  da  ,  /accis^Qic^iM/SP  i^r  Wi  ÌRy,?!Ge,v.d^  ♦«>   ed 

avremo  a         =ia  a  :  ora  la  TeoVia* idé(flo   svilùpjia  delle '  fati- 
zioni  in  serie  ci  dà  i  due  primi  t'ermirii  tiel la  serie  ch«  esprìtri© 

a**»  e  questi  sono  ì -{- w fo^a r ' dunque  i  due  primi  termini  del- 
lo sviluppo  <li  «t  saranno   a   ^a  log au i   dunque  da  = 


'  '-    \'      \  i  '•    •■•   r .,    •      .    ,      .  •  ^  » 


a  Ioga. 

Di  qui  si  ricaveranno  le  derivate  dfegli  ordini  superiori 

XX  XX  X  X     '  ' 

da  =^  a  .loga-j  d'a  =a  {logaf;  d^a  ==a  (/o^a)*  ec. 
Sia  ^  {  x)  =  logx,  e  si  avrà 
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~ ;  —  ~  —  ^^^eci.  dunque; 

/o^(«H^w)=;=  Zo^a?H-i- w-t-ec;  dunque 
d  /qg-a?  ==:-!  ;  e.  quindi 

•   •  • 

drlog:x=.  d{±)  =  ~ ^;  d'%a;  =  d(  _  J.  )  =  ^  ec. 

Facendo  ^(af)=se«a;,.  abbìamo^^(^.-,.{o  )=  se/iC*?^ 
w)  ^senxco&MH^senj^cos.x:  la.  Teorìa;  delle  serie  dandoci». 


«*       .       _  t*I 


co«  (0;=  1  —  -  -4-.ec..,^5en  w  ==  u  —  ^  Hreo.,.  saii.  se/z  (  x  h-- 

w  COS.  x:  H--  ec.  ;  :  dunque 

dsenx,=  cos  X.  ' 

Egualmenter  se  ^(x)  =  €OS».„  d  ha,  ^  (  Jt;^(o )  =  cb5(a?Hr. 


w> 


—  H-  ec.  )  senx=  cosce. —  (asenx^.  ec. ,  dunqne 

*  • 

dco$x=t='^senx. 

•  Gott©sc^da  le  dciiyatc  prime  di.  senx,  eos.à?,  avi^mo.  Ite 
derivate  4cgli  ordini,  superiori 

4^;s^n^=F^dcos^^^ — senxr,.  d*cos  x=  ~  cos  fn 

^'^^^=^^GOsx    „  -  .        i.d^cosx..=  senx. 

'''    r      ce.  ►.  fìc       .  . 

Le   funzioni  di  una  sola,  ^sanabile   x"'ya  ,  tàg Xy.  sen  x  y, 
cosxy  si  chiamano  funzioni  semplici,  perchè  di.  queste  «i.  con- 
siderano com^àtuf)  tilw^^le?  sto  i  gioAfejcà,  fiiftett«r0;  ^tto  Qpchio 
le  derivate .  prime  qui  siapra-  trovate 

ax    =  mx 


....  t.  j  I 

X 


da  =:  a  log  a 
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d.senx=cosx, 

dcosx.=:'^senx: 

§.  »,  Riprendiamo,  la  considcrazioner  geuBcalei  del  sistema  di 
ferivate.  lappreseatato,  dalki  nostra,  serie, 

(i) <pix)^,dpix)yd*<pix)t,d}p{x)y d'(p(x) 

e  dimostriamo  un  Teorema  che  è  il  fondamento  di  tutte  le  pro- 
prietà, appartenenti,  a.  questo  sistema:' 

T.   K  O   R   E.  WL  A. 

„.  ^appTjiBseotaxidp^pK''  ^{») -i^pw  -^.^w*  -(•  rw*  •+  w* 
„.  co.  Io  sviluppo,  in  serie  di.  una.  qualunque,  funzione  ^(  « 
„,  w  )  di.  a?  H?  w  >.  è  sempre, 

n  P=^d<f>{x) 


v  ? 


w  r 


»»  « 


££(_#] 

«.3. 


a. 3, 4- 

■ 

ce      ec»      ec 

,,  di;  modo,  che  abbiamo.     . 

„  ^!?i.l:  co*  -(-  ec. , . qualunque  sia  d*  altr* onde  p{x). 

„  Cioè  le  diverse- derivate  èéììa^  funzione  P{xy  ottennte 
>9.  con  la,  legge  dì  derivazione  qui  sopra:  stabilita. 9  e  divise  per 
99.  i.  prodotti  dei  numeri  naturali  iy2y^y4.  e&  iìno.  ali!  ordine 
91,  della  derivata  9  sono  i  coefficienti  delle  diverse  potenze  dì  co 
99.  nello  sviluppo,  di  f  (a?.H-  (0)9  di.  modo  che  in.  questo,  svilup- 

9,.  pò  il.  coefficientcj  di  w"  è  sempre  — ^!?^J 

•  Dalla  legge'  stessa  di  derivazióne  si  ha  p  =  d<p{x):  Per 
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ili  mostrare  che  2  =  — -~  rappresentiamo  gr  per  <f>"(jx)j  e(3  a-- 


vrcmo 


Ora  se  iu  (juesta  efjjLiaziorie- si  sostituisce  a:H*w  invece  di 
X  ,  potrà  nel  secondo  inombro  farsi  questa  sostituzione  in  ,du.e 
maniere,  o  ponendovi  210  invece  di  co,  ovvero,  sostituendo  ef- 
k-ttivaoiente  5PH-W  pero;  nelle  quafitità  <p(a?),  d(p[x)j  ^'^(tr)  ec.: 
i  risultati  di  .queste  due  -  sostituzioni  dovranno'  essere  identici  vC» 
perciò  i  coefficienti  delle  potenze  ^gìV  indjeterminata  w  in  uà- 
risultato  ,  dovranno  essere  eguali  ai  coefficienti  delle  simili  po^ 
tenze  neir  altro .  '      '      '       . 

Facendo  la  sostituzione  nella  prima  maniera,  avremo 

e  facendola  nella  seconda 


<  ■  I 


<P(a?-4-jì'-»))=^(-iy-h.w)-i-ci!^(«-f-w).w  H-  ^  (»-> 
w  ) .  w*  H*  ec. 

« 

d(p{x  ^  ià  )  =  d(p{x)^d^p{x)  .ha  -j-  .ce* 
<p'' (  a?  H-  w  )  =  (p" (a?)  -h  ec.  ; 
dunjne  questo  secondo  sviluppo  diverrà 


l^d'Mx) 


(f>{x^2hò)=:(p{x)^2dp{x).hò^  /2(p"  (x)  -+  d'p  {x)K  <x)"  H-.€.C.  ^ 

il  quale  paragonato  cpn  il  primo 

ci  dà  ^" {a:)  =  2p" {xy-t- d'ip  {x);  daofps 

Per  dimostrare  che  r  =='^—  rappresentiamo  r  per  p"{x)i 

*  •  3  I 

,  .      j  '  l'i      '*  .  •  '  '^  .  f  . 

ed  àvi-eiuo  ,  ,.   ,  .  ,^,>  .  .      ■  .■  .■^..  ■■     .   .  .  :  •       .   •: 

Ora  ponendo  in   (jue^t'  ultima  equazione  a?  -i-  w  per  a?. ,  e 
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iacea^p  la  sostituzione  celle  due  maniere  sopra  indicate ,  avremo 


(J)"' (  aa-ì- w  ) .  w' -4- ec: 


d^( jc -4- w ),=  £f<ì' ( a;) H- «i*^ ( ») •  <B  H- ~-^- w' -4- ec. 
d*^ ( a: -f.  w  )  =  a  ^  (  a; ) -H*  a'^  (  ar) . ca  H-ea 

dunque  il  secondo  sviluppo  diviene,  facendovi  le  ppportune  sq- 


stituzionL  ^ 


«4 


p{oa^^ 2W )  =: (p(x) H- acfp ( a? ) . co H-  arfV ( « ) .  w* H*  -f  aip'"(a?) 


le  paragonato  col  primo  ci  dà  '  - 

6(})"'Ca;)==cZ>Ca?);  dunque  cf>'"(jc):p=r=^^;' 
nella  medesima  maniera  si  dimostrerebbe  che- 

•  •  • 

■«  =  ——,, 'ed  ih  cénéiàle  che  it  coefffciénte  di  w*  nello  svilup- 

a.3.4  .    ^       .■..:.•        •  •      •:  ,.    ■  • 

PO  di  (p(wV-^(\>))  è-:^  '  ff'^^.*^    ,  come  richiedeva  il  Teorema*. 

$.  ^.  Noi  abbiamo  indicato  per  dz  la,  derivata  prima  della 
fónzionè,  z  ,  vale  a  dire  il  coefficiente  che  ha  la  prima  •  poten- 
,za^_d;.una  indet.erruinaji'i  w,  neljò  ^^i In p^o* della  stessa  quantità  a^ 
secondo  le  potenze  di-  w,  quando  x  vi  diviene  x-hw:  ora  sic- 
come la  funzione  z  può  contenere  oltre  la  x^,  altre  quantità, va- 
riabili j^ ,  m  ec,  rapporto 'tflle -quali  potrebbe^  farsi  la. stéssa  o- 
perazione  di  derivazioiie  che  abbiamo  fatta  rapporto  ad  Xy  per- 
ciò è  necessario  che  neir  indicare  le  derivate,  abbiasi  la  trac- 
'cia  di  quella  quantità  rapporto  alla  quale  è  stato  operato  .  Noi 
otterremo  1*  intento  se  dovendo  prendere  la  derivata  prima  dèl- 
ia fijnzione  a^.vappòrto  ad  »,  invece  di  scrivere  d*  >  sprivere- 
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ino  d  t,  ponendo  la  variabile  ùo  id  luogo  di  divimré ,  ma  pèt 

non  coiifondeila  con  esso»  separandola  tjon  "ona  lineetta  récur- 
va  che  rivolti  la  sua  convessità  in  basso:  egualmente  per  .'la  de- 

rivata  n        invece  di  scrìvere  (d'z , -scriveremo  d"^-  dando  ;al- 

la  TT  un  esponente  egnàle  all' indice  della  derivata.. 

Rappresentando  adunque  per  .z%  ;ciò  .che  diviene  2  quando 
:x  vi  diventa  *h*  »,  .avremo 


'egualmente  se  ru  fosse  una  funzione  di  jr  e  di  altre  quanlS^  jq- 
dipendenti  da  essa  e  s' indicasse  ^per  u  .ciò  .che  diviene  'Zc .^quan- 
do y  i  diventa  3'  •<•  w ,  avfeóimo 

j>       »    y      a. 3    y 

queste  fuozioni  derivatrice  -e  :  derivate 


Z)  c2  '  )  d*  ^ ,  d*  ^  ec.  I  sono  chiamate  .da  Xa- Grange  funzio- 
m  Analitiche:  ti  è  chiamata  funzione  primitiva;  d  ^  ffunzione 

pa  4 
#5 


prima  dS  s;  d*  -^  funzione  seconda  >  '6  ood  delle  altre . 


'Tali  coefficienti  di'^%}  nello  «viluppo  dì  ^  ( «h-u) -sono  quan- 
tità finite  e 'determinate  funzioni  'di  x  dipendenti  da  <p{x)  per 
mezzo  <déir  opei^azione  che  abbiam  fatta  per  -ottenerli . 

§■  4.  Hiprendiamo  la  formula 

inétifre  ù  è  -Y  anmeilto  della  variabile  «  >  sai'à  ;(  ^scrìvendo  {^ 
Ter  >(«)) 

j^  .  W*     a  *'     2.3 

r'anmTérito  che  riceve  la  /unzione  p  in  ^conseguenza -déir  aumen- 
to della  0?:  si /dia  a  questi  :  aumenti  il  nome  di  diiFerenze  )  ^ 
chiami  1  cioè  \»  'differenza  vdella  'variabile  Xj  e  si  fchiami 


d  ^.'(a^d^^  .^  «<H6&  differensa  ^elk  faoziontB  p.  Ai  «di  ver- 
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'SÌ  teritìini  che  compongono  questa  differenza ,  astraendo  dai  divi- 
sori numerici  .che  essi, hanno,  si  dà  il  nome  particolare  di  diffe- 
renziali 'di  (p:  il  primo  termine  cZ  ^ .  co  si  chiama  differenziai* 
yrimo  .  11  -secondo  d*  >^  .  oo^  -differenziale  secondo  ^  ed  in  ^enq- 

X 

Tale  il  termine  n  '    »d[*  ^ .  w"  si  chiama  il  differenziale  n       di  <a. 

,,  Dunque  il  differenziale  n  di  una  funzione  qualunque  p 
>,  è  eguaJe  alla  sua  derivata  dello  stesso  ordine  moltiplicata  per 
>,  una  simil  potenza  dell' aumento  indeterminato  di  x ,  cioè  per  to* ,, . 

•Oltre  a;darerun  nome  particolare  ai  termini  che  compongo- 
np  la  differenza  di  una  funzione  (f>{x)j  quando  ^  aumenta  di  w, 
è  stato  ancora  fif5sato  un  algoritmo  particolare  per  scri^^erli.  S' in- 
dica per  il  semplice  ,cZ,  |)osto  avanti  .alla  fnnzionei  pj  il  di  lei  dif- 
ferenziale primo ,  e  i  dijffbrenziali  degli  ordini  superiori  s*  indicano 
con  lo  stesso  ,d  dotato  d'nn  indice  eguale  all'ordine  del  differen- 
,ziaJe:  così  scrivendo  con  questo  nuovo  algoritmo  >  avremo 

=.d^  =  Differenziale  primo 
=  d^p  =  Differenziale  secondo 

z=.,d?p = Differenziale  terzo 

léc.  '  -ec. 

^  -d*^  7^  Differenziale  tz  *    i  -e  lo  sviluppo  -di  ?)  (  x  h*  w  ) 
prenderà  la  forma 
<p(a?H*w)=5  p-^'dp-^  ^  ^  ^.^  ce 

La  'differenza  :adunque  <ii  una  qualunque  funzione  p  sarà  i== 
dp  H-  —  H-  —  H*  «e,  ^ 

Cioè  9>  la  differenza  di  una  qualunque  funzione  cj)  della  va- 
>9  riabile  a?,t>vvero  l'aumento  che  questa  funzione  riceve  quando 
„  X  diviene  a?H- w,  è  eguale  al  differenziale  primo  di  p^  più  la 
„  metà  del  di  lei  differenziale  secondo  i  piii  la  sesta  parte  del  di 

Tom.  IL  B 


d 

.sr- 

■       A 

w 

v5 

.w' 

*   0 

^ 

V 

.w' 

1 

w-  = 

i 
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• 

„  lei  differenziale  terzo;  piìlla  24^'^"^  dèi  cKfferenzrale  quarto,  e 
„  così  di  seguito  secondo  i  prodotti  ly  r.2r  i^.3-.3>  i  .25  4-  ec.  ,y. 
§•  5*  Quando  <p{x\  è  eguale  alla,  sua  stessa  variabile  Xy  si 
ha  ^(3C  ^u))  =  a?  H-  00 ,  ed  in  questo  caso  si  ha.  dò  =  da?  ==  w  ;. 
r  auììiento  adunque  indeterminato  della  a?  è»  il  differienziale  priv- 
ino medesimo  di  x  ;  per  questo  motivo  rappresenteremo  d*  ora. 
in  avanti  per  dx  1^  aumenta^  indeeeraiinato,  della,  variabile  cr. .osar- 
la pertanto 

d^K?.  .  w*=  d'vS  .cZof  ^sd'^j  e  di  qui  si  deduce; 
^"  ^  ^'^ .. 

Cioè  ,r  la'  derivata'  ;i         di'  ^  per  rapporta,  ad  x  è  eguale  alla 

« 

9,  sua  differenziale  n       '  presa  parioiente  per  rapporto  ad^  Xy  o# 
9>  considerando  solo  a?  variabile  ,  e  divisa  per  dtxT  ^y. 
Avremo  adunque  (  ^  è  Io  stesso  che  p\xy) 


J 


ora  avvertendo  che  i  coefficienti  delle  diverse  potenze  delf  2M^~ 

mento  indeterminata  dx ,  cioè  ^  »  r^  ec. ,  sono  espressióni  sim- 

boliche  y  nelle  quali  eseguendo  I*  operazioni  per  ottenere  1  dif- 
ferenziali ,  e  dividendo  quindi  per  dx^  dx^  ec. ,  svanisce  affatto* 
r  aumento  dxj  si  comprenderà  facilmente  che  quei  coefficienti; 
sono  funzioni  di  x  totalmente  indipendenti  da  dx;  essi  ririiangono 
adunque  i  medesimi  qualunque  sia  dx ,  e  perciò  potranno  questi 

essere  rappresentati  dalle  medesime  espressioni  ^  >  jt  ^^  v  ancora: 

che  si  prenda  per  dx  un'  altra  quantità  qualunque  t:  dunque  $e 
nello  sviluppo  superiore  si  fa  da?  =  fi ,  avremo 


4»  dx*      a         dx^  '  3*s 

Questa  forinula  contiene  il  Celebre  Teorema  di  Tàjlòr  che 
è  nell'Analisi  Sublime  di  un  uso  così  esteso,  come  nell'Alge- 
bra Elementare  il  Binomio  di  Neuton. 

§.  6.  Noi  abbiamo  detto  che  dp  il  .quale  esprime  la  dtiferen- 
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2iàle  ^nra  di  .^  >  è  égaale  a  d  w  .  cZx  >  iral«  a  tlii%  9  alla  derivata 
jnriiBa  di  p  presa  -per  rapportò  ad  jc,  «  moltiplicata  per  dx:  ab^ 
l)iaino  anche  veduto  al  §•  antecedente  clie  cf  ^i  =  -^j  sarà  dun- 
<pie  dp  =  — .  do?:  sarà  cioè  la  .stessa  cosa  scrivere  dp^  ovvero 

~*dx^ 

U  dif&renzìale  adunque  del  prioio  ordine  dì  una  funzione  p 

sarà  espresso  da  —  .dx .  Scrìvendo  un  tal  differenziale  in  questa 

^sa  9  abbiamo  il  vantaggio  ài  vedere  rapporto  a  qual  variabile 

dev€  farsi  Y  operazione  <li  differenziazione;  così  ^-  dy^  conside^ 

rando  z  <)ome  una  funzione  di  y  9  ci  indica  il  differenziale  del 
primo  ordine  pr-eso  per  rapporto  ad  j,  cioè  il  primo  termine  del- 
la serie  datoci  dallo  sviluppo  della  funzione  ^ ,  quando  y  vi  evie- 
ne y  ^  dy  j  indicando  per  dy  un  aumento  indeterminato  ed  in- 
<Jipèndente  da  y ,  come  era  dx  rapporto  ^d  x  ;  an?i  per  non  con- 

fondere  ^  che  è  puramente  una  espressione  simbolica^  col  rap- 
porto di  dcp  :  dx  >  abbiam  fissato  di  scrivere  (  ^  )  ponendolo  fra  due 

parentesi;  eoa  (^  )  significa  che  j^,  riguardato  come  funzione  di  Uy 

e  differenziato  rapporto  a  questa  variabile,  è  stato.tliviso  per  du^ 
onde  averne  il  coefficiente  àìdu  nello  sviluppo  di  j^  il  quale 

coefficiente  è  lo  stesso  (^  ). 

Nella  stessa  maniera  invece  di  scrivere  cZ"^ ,  (  il  quale  ci 

indica  in  v^ro  il  differenziale  n  di  0,  ma  non  si  conosce  rap- 
porto a  qual  variabile  si  deve  fare  la  differenziazione  )>  scrive- 
remo {j^)dx''y  se  la  differenziazione  dee  &rsi  rapporto  ad  x. 

Questa  maniera  di  scrivere  i  differenziali  non  è  necessaria 
quando  le  funzioni  contengono  una  sola  variabile . 

§•7.  L' espressione  (  ^  )  significa/  come  abbiam  detto  >  la 
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esima 


differenziale  n        di  p  presa,  per  rapporto,  ad  a? ,  e  divisa,  per 


fSifua 


la  potenza  n  di  dx;  in  una  tale^  espressione-  il  denominatore- 
fa  due  veci:  prima  ci  indica  quale  è  la  variàbile  rapporto  a  cui 
deve  differenziarsi)  e  il  nuraero  delle  vòlte  che  l'operazione  de- 
ve essere  ripetuta:  poi  egli  è  divisore  del  risultato  ottenuto  per 
mezzo  della  differenziazione:  egli  adunque  è  destinato.a. svanire  dal 

calcolo,  ad  operazione- eseguita.  Così  T  effettiva  espressione  (—), 
óoa  contiene  e  deve  riguardarsi  come  non  contenente 'il  dx . 
jr  Dunque  le  quantità:  (~  )^(0)  ec.  sono:  tante-  funzierai 

,y  della  variabile-  x  indipendenti  affàtto^  da  dXy  e  non  lo   con- 
>t  tengono-  in   modo  alcuno  ;  qualunque  operazione  adunque  do- 
^j  vesse  farsi,  sopra  di  esse,,  non. può  riguardare  il  rfjc  „  . 

Ma  in  che  consiste  questa  operazione  di  differenziazione  ? 

m 

Essendo  (^)«?^*=  d'' w  .cfof  si  vede  che  ,^  per  aviere  ildifferen- 


esima 


,9  ziale  n         di.  una:  funzione  p   bisogna  prendere  la.  derivata 
9,  n         della^  detta  funzione  ^  e  moltiplicarla  por,  una  jiotenza. 


estmn 
esima 


,9  n        deiramoentO'delIa  Xr  da  nor  indicato  per-dx>»^^^ 

Trovate  in  conseguenza;  le  derivate  prime  e  moltiplicate  per 
dx  ottengonsi  i  differenziali  primi  :  le  derivate  seconde  moltipli- 
cate per  dx^  ci  daranno- i  differenziali  secondi,  e  cosi  di  seguito . 

Questa  regola  per  avere- i  differenziali  di  una  funzione,  si: 
riduce  anche  alla  seguente  che  ci  sarà  piii.  utile  nella,  pratica  di. 
differenziare . 

„  Per  avere  il  differenziale  primo  dcp  di  ^  funzione  di  c$ 
„  poniamovi  x^dx  invece  di  a?,  quindi  sviluppata  la*  quanti- 
„  tà  p  secondo  le  potenze  di  dx ^  se  ne  preudà  il  termine  ove 
„  dx  è  aUa  .prima  potenza  >>  il  quale  avrà.  la.  forma.  PdTo?,  e  sa- 
„  rà  dp  =  Vdx  . 

„  Per  avere  il  differenziale-  secondo ,  non?  facendo  alcuna* 
„  operazione  sopra  dx  che  noi  supponiamo^  aumento  indetermi- 
„  nato  indipendente  da  a?,  si  prenda  il  differenziale  primo  del 
.,  coefficiente  P,  cioè  sostituendo  x  ^  dx  per  x  nella  funzio- 
„  ne  P,  e  sviluppando  secondo  le  potenze  éi  dxy  si  prenda  il 
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,)  termine  Q<ia?  ove  da?  è  alla  prima:  potenza>  ed"  avremo  cfP  = 
„  QdSc,  e  perciò  (T^.  =  dfP .  dx  =±:^(&' ,-  e  cosi  di  seguito  „ . 

OsserviàraOi  che  essendo-  (— ?)  il  risaltatói,  il  qnalc  otteniah 
mo.  differenziando.  0.  doe  volte,,  e.  dividendo^  successivamente  per 

d3c,  esso.  s»rà.s=r (——-):  dunque-,  dovendo,  dìfferenziai-e.  (£) 

non  faremo,  alcuna:  operazione-  sop»^  d&c,  6  solo»  prenderelrao<  il 
differenziale,  di.  d[$ .  Non  deve  farsi,  alcuna,  operazione:  sopra,  il 

do?,  che  è  in  C?)»  poiché"  effettivamente  questo^  risultato.  (  ^  )  de- 

■ 

ve  riguardarsi  come-  uoq^  contenente*  il  dx.  Vale  lo*  stessa  per 
i  differenziali  degli  ordini:  superiori ..  '  .        ' 

'    §;  8.  Da.  ciò  che  è  detta  nellf  antecedente  §.,  e  nel  §.  \.  si 

vede  cbe  le  differenziali^ delle^  cinque*  funzióni!  semplici  x   %  a  y 
logXi$enxs43QS^Xs*vxxmmì^\^^ 

f 

d»(a?-)==(-^^)da?^==»i(»t-~i)(/7z;~a)à^^^ 

cc;.  co..-  ec. 

d\a)=={^ip^)dx:=zaHogad^^ 

à^\^  )  =^i^^)dxr=.a'ilòg,aydx- 

ec  ec  ec 

dlàgx  =  (  -^-^  )  dx=^ 

dsenx={-^~L)dx.=  cosxdx  -  *, 

I 

d^cosx  =i  (JSÌL}L)dx=z  —  senxdx. 

d''senx:=^(^lJ^)dx^  =:  dcosxdx^:  —  senxdx"" 

d^senxz=:^(^^^)dx^=i—'dsenxdx^=z^cosxdx^ 

ec.  ec.  ec. 


^ 
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d'cos  X  =  (_f!?if  )c&;-  =  _  dsehxdx^r--  cosxdx* 


dx' 


d^  cos  x^-{  ^^j^l  f  )  djc^  =  —  dcos  xdx^ = senpcdx^ 

Queste  cinque  funzioni  semplici  poasone  ^considerarsi  come 
componenti  qualunque  data  funzione  per  complicata  elle  sia ,  e  le 
loro  ditì^er^iziaii  ci  •seiviixLaaG  per  jitcovar  quelle  delle  funzió- 
ni pompose^ .  . 

^.  9.  Rappresentiamo  per  p  9  9  >  r  ec. ,  delle  fuqzioni  ^em- 

pliddi  X  :  le  difFereoziali prime  di  esse  saranno  (J^)dbe>  {j^)dx^ 

(~)dx  ee.  ' 

ludichiamo  ora  per  y  una  funzione  qnalonqae  composta  ifi 
p^q^r  ect  €  vogliasi  il  differenziale  primo -di  jf,  cioè  (^)dx. 

Quando  x  diviene  x  -^dx  y  la  funzione  y  diviene  (  5  ) 


6  le  funzioni  pìqtV  ec.^  divengono  nello  stesso  tempo 


dx^  ^4x^  ^  a  ^dx^^^,z 

^^\4x^        ^^^dx^^   a    ^^^4^«»^  a.3  ^^ 
dr  \   T^    .  fd^r\dx^    .   /dVxrf*' 


^e.  ec  «ce. 

« 

Dunque  basterà  «ostituire  queste  espressioni  di  p  ,  5  ,  r  ec. 
nella  funzione  y  *  sviluppata  -secendò  le  potenze  di  dsctC^  allo- 
ra il  termine  di  quello  sviluppo  ove  il  dx  si  trova  alla  prima 


potenza ,  sarà  il  valore  di  {^)dx:  cosi  se  jf  ==  qp  -f  &? H-  cr 

ec. ,  a ,  6  ,  e  ec  >  essendo  dei  coefficienti  costanri ,  avremo  so- 
bito 

■  » 

('JL)dx==ai'Jj)dx^b{'£)dx^c{'£)dx^ee. 


dx'  ^dx^  ^dx 
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Se  y  =zapqr  a  essendo  una  qiaaatità  costanter  la  quantità 
pq  diventa 


jp(^)^  da;-|-cc.>  e  quindr 


Se-  y  =  opjr  troveremo  egnalmentfr 

Ì%)d^=^aqr{'£)cbc^apri^)<lx>^:apii^)dxr  e  così  di 

seguito .. 

Sé  jy  ==^,  la.  quantità  ^>  quando  x  diventa.  K:-^dx  y  si 

cangia  in 

era  sviluppando  ir  denominatore  in  serie  per.  le  regole  conoscìu* 
te ,  abbiamo  ' 


(È)^ 


«■♦(it)  *'***■ 


{pH.(g)d«H.«c.}  (1  _(g)  *^ec.> 


7  -*■■  {7  •  ^2>-  ^  •  (*^>  '^  -*'^  '  ^"""P" 


(.?Jrf* 


Mt)"-fif.)*' 


dK  '  i' 

Facciamo  an  qualche  esempio.  Si  ricerchi. 


m 


1^  Qaale  è  il difFerenziale  àì.aa}" '^cb'''^es€ruc-ifhlogxf 

Chiamando .y,  questa  espressione,  avremo 

«»  - 

dy  =  (g)  <£a? = d  (  ax  »  -^-ci'-ì-  e  sen  a?  h-  ^  logx). 

-  m 

Ora  facendo  p  =  »•  ,  ^  =  i%  r=:senxt  s=ilogXy  saia 


t6  MA  TBW  A  TfCA   .;SUB  L  I  MI 

^  =  apH-cgr*4-erH-^*»  «  siccome  ^§.  8)  è 


m  — • 


(~)«?wr  =  da;co.sa7;  (^  )dx^  =  —i  dunque 


«I  — n 


f^)dx  =  —ax    •    :d.TH-cZooS,S'dxH-'^co5a7d^H^i^^ 
a"*.  Quale  è  il  difFerenziale  >di  ;y  =.«e/zaa??  ^siccome, 

p  =zs€n  a? ,  ^  =  cos  0? ,  sarà 

^  =  2p5:  ;ora  dal  citato  §.  si  ha 

(  -^ ) cZa:'>=: .dx cos x;  {^)dx  =  — Ksen x dx ;  adunque 

(  ^  )  da?.'=  2C05  jc  da;  cos  x  —  2S€n  x  sen  xdx  .z=  2C0S  x*kdx 

■ 

Q^sen  a?*  dx  >  che  può  ridursi  a  2C05  2xdx. 

3*.  Quale  è  il  difFerenziale  di  y  ^=Xangx^. 

•  »  •  • 

siccome  tàngx  =  — — ,  jperò  facendo 


cosx 

p  =  senxy  q  =  co5x,  sVavrà 


y=t^^it  guin^ii 


'(S)^^-^(£)'' 


i/4f  -^     .      ^^  dx^       <àt  x^  dx  ^  Sem  x^4x  *dx 


l*A\àx- 

^dx^  f*  rt/**  .^9ix^ 

4^  Quale  è  il  .differenziale  di  j^=^ec  oc  ? 
Dalla  Trigonometria  .sec  a;  =  — 1— ;  dunque 

idy\  ^^ 'Sen  x  dx fang  x  dx 

^dx^     -  ,cas  x^  .C0SX 

§.  ro.'Sk  ora  j^  =  ^  (p) ,  indicando  ^er  p{p)  una  fun- 
zione .4}ualuoque  di  p ,  ^essendo  la  stessa  p  .una  .funzione  di  a;  ^ 

e  si  yoglia  il  valore  .di  (  ^  )  dx ,    cioè  elei  differenziale  primo 

di  ^(p)  preso  per  rapporto  -ad  x .  (  Si  scrive  ìndietintamente 
P  pei-  ^(p)). 
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Essendo  p  come  ^Lbìam  detto-)  una  funzione  di  x  ^  quando 
X  diviene  x  -t-  dx  y  p  diverrà 

p^(^^)dx^(^^.  ^V  (^')  .^H-ec,  €  la  funzione  ^(p) 

si  cangierà  in 

^  (p  ^  (  ^  )  dx  -4-  (  j  ^  )  .  —  -^-  «e.  )  :  tralascìama  in  tjuesta  ultima 

iiX  4iX  2 

«Spressione  i  termini,  nei  quali  il  dx  è  ad  una  potenza  maggio- 
re  deir  unità,  poiché  non  avendo  noi  bisogno  nello  sviluppo  che 
del  termine  ove  il  dx  è  elevato  alla  prima  potenza  9  si  rendo* 

no  inutili  i  termini  (  j4  )  —  ec  >  ed  avremo  • 

mX    ^     % 

P{p-^{%)àx^. 

Ora  tDonsiderando  la  quantità  (^)  djc  t»me  T  aumento  che 
riceve  la  p,  e  che  noi  possiamo  indicare  per  dp  >  avremo 

•ove  (^),(j|)  ec. ,   sono  le  difFerenziali  prima,  «econda   ec. , 

op  up 

di  cj)  prendendo  per  variabile  p ,  ovvero  differenziando  rappor- 
to ad  'essa  ,  divise  per  dp^dp"  ec;  esse  sono  funzioni  di  p  che 
non  contengono  dp . 

Poniamo  nel  secondo  membro   dì  questVnltima  equazione 

{•j)dx  invece  dell' aumento  dp^  ed  avremo 

ec.  ;  sarà  dunque  il  differenziale  primo  di  ^(p)»  cioè 

^dx^  dp'^dx^  ' 

^,  Dunque  per  avere  la  differenziale  prima  di  una  funzio- 
5,  ne  qualunque  ^(jp)  dijp,  e<^sendo  anche  p  una  funzione  di 
„   Xy  bisogna  prendere  la  differenziale  prima  di  (p{p)  rapporto 

,,  a  py  e  dividerla  per  dp  per  avere  (^)>  quindi  moltiplicare 


% 


Tom  II  C 


/ 


\ 
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„  qnesta  trovata  espressione  per  il  differenziale  primo  di  pf  cioè 

Sia  y  z=  (p(^pjq)  essendo  <p^{pyq)  nua  funzione  qualunque- 
delle  due  quantità  p^q  che  sono  considerate  funzioni  di  x.^  %: 

vogliasi  il  differenziale  primo  (  ^  )  dx.. 

Siccome  le  due  quantità  p ,  5.  sono  riguardate  indipendenti 
fra  loro  ,  giacché  per  quanto  siano  ambedue  funzioni  della  stes- 
sa ar>  pure  non  è  stabilita  alcuna  relazione  fra  esse,  così  è  chia* 
ro  che  deve  aversi  lo  stesso  risultato  >  sia-  che  si  sostituisca  a;-K 
dx  invece  di  a?. nello  stesso  ^tem pò  iu  p  e  g>  sia  che  queste  so* 
stituzioni  si  facciano  successivamente.  Sostituendo  prima  a: H**c2afi 
per  X  nella  funzione  p,  poi  x  ^  dx  per  x  nella  funzione  qy 
la  funzione  ^{p^^q)  considerata  come  sola,  funzione  di  jp,  di- 
verrà 

Poniamo  adesso  in  questa  serie  x '^  dx  per  jc  nella  ftin-. 
zione  q  j  il  termine  <p  (p  >  9  )  1  diverrà 

^(p.?)H.(fp(g)d:r-|.eo.:     . 

quanto  al  termine  {^){j^)  dx  è  chiaro  cHe  se  noi  lo  rappre- 
sentiamo per  Vdx)  diverrà  in  virtiì  di  quella  sostituzione 
(  P  ^  (  ^P  )(  g  )  da? -^.  ec.  )  da? ,  ovvero 

Vdx  -4.  ( ^  )  (^  )  da;* -i-  ec.  :  dunque  la  proposta  funzione  ^'(p»?) 

quando  x  vi  diviene  a:  H-  da?,  diventerà 
0(P.?)-«-{(i°)(*)-KÌ;)(f:)><f«H-ep.: 

dunque  (*)<ix  =  (l')(g)<<^H-(^^)(g)rfx. 

Nella  stessa  maniera  se  fosse  ^  =  ^(jp,9>r),  rappresentan- 
do per  Pip^q-^r)  una  qualunque  funziono  di  p,9,r,  ed  essendo 
p^q^r  tante  funzioni  di  x ,  avremo 


»9 


•    0 
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{(.7H^)-*-(|)(:S)^{f:)(£)><i«. 

ie  così  di  seguito  T 

E  di  qui  si  deduce  un  importantissimo  Teorema  Generale  .     . 

^  li  differenziale  primo- ^i  una  funzione  composta  di  diffe- 
^,  renti  funzioni  particolari ,  è  la  somma  dei  differenziali  primi 
^,  relativi  a  ciascuna  tli  queste  funzioni  medesime  considerate  se*» 
-,,  paratamente  ed  indipendentemente  V  una  dair  altra  „ . 

Questo  principio  combinato  con  i  precedenti  serve  a  trova- 
re le  differenziali  prime  di  qualunque  funzione  >  egualmente  che 
le  differenziali  degli  ordini  superiori . 

Le  espressioni  formate  dap,j  ec,  C^)  i(j^)ec.,  si  soglio- 
no  chiamaFe  Funzioni  Differenziali  del  primo  Ordina  «e  di 
più  si  trova  in  «sse  (  J^)»(t?)  ec..  Funzioni  Differenziali  del 

^econdo^  e  così  di  seguito  • 

§.  II-  La  ^gola  generale,  qui  sopra  dimostrata,  per  di^- 
renziare  una  funzione  comunque  composta  di  altre  funzioni  ^  ci 
dà  le  seguenti  regole  particolari  che  appartengono  a  certe  funzio- 
'  ni  di  natura  determinata  . 

Indicando  perp,  5,  ree*  tante  funzioni  composte  di  x^  e  fa- 
cendo ^  =  ?)(p,g,  r  ec.  )  ^  Ap  H-  Bgr  —  Cr  h-  ec.^  essendo 
A,B^G  ec.  quantità  costanti^  avren»  (§10.)  il  differenziale  di 
y ,  C05Ì  espresso 

($)<i»  =  A($)<fe-^-B(|?)c^«-C{?.)cte-^ec. 


dx  ^  ^  dx\  ^  dx  ^  _       dx 

i'.  ,)  Dunque  per  differenziare  una  somma  composta  di  ter- 
^,  mini  positivi  e  negativi,  prendete  la  differenzia  di  ciascun  ter- 
^^  mine  conservandovi  i  medesimi  segni,  e  formatane  còsi  un'altra 
9>  espressione  ,  essa  sarà  la  differenziale  cercata  „ . 

Facendo  y=<(>{p)  =  Ap    si  ha  (  §.  io  ) 

2*.  99  Dunque  qualunque  sia  V  esponente  m  intero  o  rotto  ^ 
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,)  positivo  o  negativo ,  la  differenziale  di  una  potenza  p*  di  una 
„  qualunque  funzione  p  della  vaiiabile  a?  ^  si  ha  moltiplicando  la 

„  potenza  di/)  inferiore  di  una  unità  della  proposta,,  cioè  p"^\ 
„  per  r  esponente  m  e  per  il  differenziale  medesimo,  di  p ,  cioà 

Facendo  j'  =  ^ (p, 5, r)==p5r,  jsi  ha  (§.  io) 
(g)d«=Sr(g)<i»H-T,(£)<ix-^-;,j(£)Ac. 

•  » 

3\  „  Dunque  la  differenziale  di  un  prodotto,  di  molte  fun- 
„  zioni  pyq  ec.  comunque  composte  della  variabile  a? >  è  la  som- 
„  ma  dei  prodotti  della  differenziale  di  ciascua  fattore  maltipli- 
„  cata  per  il  prodotto  degli  altri  fattori  „  . 

Da  queste  due  ultime  regole  se  ne  ricava  una  quarta  ;  se  si. 


-^i 


fa  y=.-ty  abbiamo  y  =pq     ,  e  quindi 

m 

4*.  „  Dunque  per  differenziare  una  qualunque  frazione  ^  con- 

,,  viene  prendere  il  differenziale  del  numeratore  e  moltiplicarlo 
^,  per  il  deoominatprp  ;  sottrarne  la  differenziale  del  denominato- 
5^  re  mojtiplicata  per  il  numeratore  >  e  dividere  per  il  quadrato. 
9,  del  denominatore  ,>. 

Facendo  y  =  (p{p)  =  log Pj  si  ha  (§  io) 

5*.  )>  Dunque  il  differenziale  di  una  qualunque  quantità  lo* 
„  garitraica  è  eguale  al  differenziale  della  funzione  .posta  sotto 
,,  il  segno  logaritmico  diviso  per  la  quantità  rfiedesima  yy. 

Noi  tralasciamo  di  dare  altre  regole  particolari  di  differen- 
ziare ,  poiché  quella  data  al  §.  antecedente ,  da  cui  queste  di- 
pendono ,  serve  per  la  differenziazione  in  tutti  i  casi  possibili . 

Sarà  utile  esercitarsi  adesso  sopra  alcu;ii  esemp) . 

.Quale  è  il  differenziale  di  y  z={^a'^bx   ^  c(logx) 
e  )  ? 
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Facendosi  p  =  a^bx  Hr c{logx)  -ne  ,  s'avrà  y  =p  ; 
e  perciò  per  la  regola  a*.,. 

Ora  la  regola  i*.  ci  dà  (^)cZoc  =  /7z6x        dx  ^ 


fi  "^  I        J  X 

cn{logx).       .— r-h  e  dxi  dunque 


(^)c£ac  =  fA(a-h6«  ^c(Jogx)  H-e  )'*"'  .(wójc*      dx    h- 

^liMlf—él^e'dx). 

Quale   è   il  differeoziale  di  y  =z  log  {a  -f.  6^  H-  cx^  ^ 

Facendo  a  Hr  ^-^  H-  ^«a;*  H-  ex'  -+•  ec.  =  p  si  ha  j^  =  /ogrp , 


6  quindi  per  la  regola  y.  (^)da?  =  -l.(^)da?.  Ma  (^)da? 


II 
I 


(OH-  acjc Hr  ^eoti  -tyCC.  )  (ia? ,.  dunque  ^ 

(  *  )  aa7  =.  JL-^^f JJ^f^'SL- eia; ,. 

Quale   è  il   differenziale   di  j'=  ^'(aHr^'^H-  ca?*  h- 
ex^  -h  ec.  )*  V 

Facendo  a^bx  ^  ex*  -h  ex'  h-  ec.  =  p  >  s*  avrà  y  =p  '"^  ; 

n 

.      Quindi  (g  )  dx.  =^p^    '  (  £  )  ^^  '  ®<^  ^°^°® 
(^ )  <iae=  —  v'  ( a^bx-^ ex"  H- ea* H-  ec.  )*       .(OH-  ac* 


f     i 


3ea?*  Hr  ec.  )  cZjc  • 

§  I  ».  I  differenziali  delle  funzioni  espònenziaji-  e  circolari  ^ 
si  ottengono  con  la  medesima  facilità.  Rappresentando  perp^gr 
due   funzioni   complesse    in   a?  r   quale   sarà   il    differenziale  di 

Alla  nne  del'§.  io.  abbiamo  dimostrato  che  essendo 
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^(p>?)»è(|)da?  =  (f)(|)<fo^H.(|)(g)d«;;  dunque, 


facendo  ^  =p  ,  avremo 

\^)=p  log  Pi  e  fatte  le  opportune  sostituziooi 

Per  avere  il  differenziale  di  y=p    )  esseado  anche  r  una 
funzione  complessa  iu  jx t  facciasi  q  =Zy  ed  avremo 

y  =p  :  dunque 
{%)dx^^p'-\fjd^^p''logp{^^)dx. 

Ora  (5)<?ar  =  r/'"'(^)x2a;-i-/Z©^^C^)dri  dunque  ] 

P»IW  .^P^  •••W 


0^^= — ^ ^P    ^p- V  (g)^*-*-P*  Mpx 

q  logq  Cr*  )  ^^-  ovvero 


•         •         •        » 


(Jii' 


Facciamo  y  ■=€  ,  (  essendo  é  il  numero  ii  coi  logaritmo 
iperbolico  è  1*  unità  )  i  allora  p  =  e,2  =  e>r  =  ap,  logp  =  i 
logq  =  I , 

(él)dxt=^o,{^)dx  =  o,  e  perciò 


</*-'  '■^z* 


e      X 


(^  )cfa:  =  e    e  dx. 

Rapporto  alle  funzioni  circolari  abbiamo  (  5-  8  »  9  )  trovato 
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(  ^*''L  )dixr=  —  dx  sen  x: 


— - — jax==:  — ' — ■  = r-  =  cLx  tans  X  sen  X  • 


d  stcx   N  j     _^  tnns  X  dx ten  xjlx 

dx       ^  C€S  x  tvsx' 

Cerchiatilo  ora  i  diifFerenziali  di  altre  funzioni  circolari. 
Sia  y  =  cotx.   Per  avere  il  suo  diiFerenziale,  io  osservo 


che  cotx  ==  ^ — ,  e  perciò  y  = ;  sarà  pertanto 

Cf^)dx=.(i^'i^)dx=:'^^''^''±^l'''^'^'^''  =  -^J^. 

^dx^  ^    dx     ^      •  seax*  sm  x^ 

Sia  y.  =  cosce  x .  Siccome  cosce  x  =  — !!—  ì  avremo 
(^)dx  =  (i'-^i'^)dx  =  —  '-^dx  =  dxcotxGosecx. 

^  dx^  ^      dx       ^  sen  x* 

Sia  y  =  sen  VX.  Siccome  scnvx=^  i  —  cosx^  avremo 
céy)dx.=  C—J^^)dx  =  dxsenx. 

^dx  ^  ^      dx       ^ 

§,  13   Passiamo  a  cercare  f  differenziali  delle  fhnzioni  che 
sono  le  inverse  di  qpella  già  differenziate  • 

Sia  y  =  A  sen  x  .  Siccome  si  sa  dalf  introduzione  ali*  Ana- 
lisi sublime  che  supposto  il  raggÌQ=  ^, 

I 

A  sen  X  =  -tt^Y)  ^  (V  C  *  ~"  *  )  *^'  * v^  (  —  »  )  )  »  così. il  differen- 
ziale dì  Asenxy  sarà  egnalè  al  diffecenziale  di 

r 

- —  Z'(  \/  (  1  —  a?'  )  H-  «v^  ( —  *  )  )  »  poniamo  danqne 


V(-i)  ^ 


^  =  .     '      .Z'((  1- — X*)  «4-acv^( — i)),  ed  avremo  per  ciò  che 
è  detto  al  §-.  1 1' 


—  xjic 


rf*(*V(-i)-+V(i-«'))       ''* 


rf*(* V(-i)-+v(i-«-))      --       <*      .  dunque 
(Vli-**)-^*V(-i))V(»-*')       Vii-**)*         ^ 
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Egualmente  se  fosse  y  =  Asenp^  essendo  p  una  funzione 
di  vT,  ricaveremo  e  -da  ciò  che  è  detto  qui  sopra,  e  dalla  rego- 
la generale  del  §.   io. 

Sìa  y  =i  Acosx:  essendo  x  il  coseno  dell*  arco  y^  sarà 
V'C  I  — x^  )  il  suo  seno,  dunque  y  sarà  ancora  eguale  all'arco 
che  ha  per  seno  V  (  ^  —  a?'  )  »  cioè 

y  =  A  se/z  v^  (  i  —  a?*  ) .  Facendo  ora  p  =  y  (  i  —  a?*  ) ,  tavremo 

Sia  ^ = A  tangx .  Essendo  a?  la  tangente  dell*  arco  y ,  il  sno 

seno  sarà    ,,  *    .,  ;  dunque 

Vii-*-*)  ^ 

y^Ksen :j~^^ >  e  quindi 

■Nella  stessa  maniera  vedremo  che  essendo 
j  =  Acof«,  sì  ha  (^)dx=(il^)<te=_-r^; 

=  A«ec»r, ....  (*)<i»=(.£A^)d«=— i? 


J*  '  ^        </*        -^  JfV'  («*  —  1  ) 


Acoseca:,.  . .  ( ^ ) da?  =  (  1^'"^^ ) <f a? 


—rf* 


*/«"'  ^        dx        '  «ve**  — 1) 

•^  VJjT''  ^        dx       ^  V(-i*  — *   ) 

se  questi  trascendenti  invece  di  contenere  x  >  contienest;ero  una 
quantità  p  funzione  di  x ,  allora  nei  differenziali  dovremmo  por* 

re  (p  per  re  ,  e  (  ^  )  da?  per  éjx  ;  e  «e  poi  vogliamo  i  differenziali 

•     •     <     ■ 
dei  medesimi  trascendenti  quando  il  raggio  è  =  a  >  allora  con- 
siderando che^ 
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A  se/2  X  per  il  raggio  :=  a ,  è  eguale  ad  a .  A  sen  —  per  il  raggio 
=  I ,  moltiplicheremo  per  a  i  differenziali  trovati  >  qniodi  inve- 
ce di   a?  e   di  dx  porremo  in   essi  — ,  e  — .  E'  inutile  farne 

qualche  esempio . 

§.  14.  Abbiamo  detto  (§-7>8)  che  per  mezzo  della  diffe- 
renziazione dei  differenziali  prìmi  t>tteagoo8Ì  i  differenziali  se- 
condì:  che  i  terzi  s'  ottengono  per  la  differenziazione  dei  secon- 
di 9  e  così  di  seguito.  Per  quanto  tutto  questo  non  abbia  diffi* 
colta,  pure  non  sarà  inutile  farne  alcuni  esemp)  che  serviranno 
a  renderci  familiare  Y  operazione  di  differenziare  •  ^ 


Sia  y  =  — ^ —  e  si  dimandino  i  di  lui  diffarenziali  primo , 
secondo  ec. 

Avremo  {^)dx  =-=l'Jt^^dx 

.  ^  dx  ^  (sa^  XX  )• 

«c.  ec. 


i^)dx 


xJx 


dx 


^ 
(!-*#)* 


(^)<Z«'  =  .l±«flrf:r* 


(1-**)* 


(I  -  **  )* 
ec.  ec. 

Sia  y  =  hìgoi  >  ed  avremo 
Tom.  IL  D 


/  • 
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ec.  ec. 

HX 

Sia  y  =  e    ,  ed  avrema 

^  dx' 


(^)dx^  =  e*n'dx'^ 


dx^ 

ec.  ec. 


Sia  j^  =  A  sen  x  >  ed  avremo 


dx' 


3** 


ec.  ec. 


r 
\    - 


Sia  infine  y  =  fawgac  =  '£-'»  ed  avremo 


COS  X 


e  • 
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^  dx  ^  eos  X* 

«*     ^  COS  Of  » 

^  dx^  ^  ^  c<is  x^  COS  X*  ^ 

ec.  €C. 

Non  aggiungiamo  altri  esempla  ma  raccomandiamo  ai  nostri 
Leggitori  d'  esercitarsi  nella  differenziazione  delle  funzioni  che 
essi  medesimi  avranno  la  coirà  di  proporsi  . 

Un'  osservazione  importante  nella  diflèrenziazione  delle  fun- 
zioni è  la  seguente  .  ^ 

il  differenziale  primo  di  una  funzione  può  fare  svanire  u- 
na  quantità  costante  dalla  funzione  medesima  ;  il  differenziale  se«- 
condo  può  fame  svanire  due;  il  terzo  tre,  e  così  di  seguito- 

Sia  infatti  da  difi^renziarsi 

y  =  (f>{x)^a^bx^cx'^ ^ex^  ^+fx^  H-  ec- 

essendo  p{x)  una  fimzione  di  x\  a^byC  ec,  quantità  costanti- 
Avremo  allora 

(^)dx  =  {j^)dx^b^ 2CX H* Sex'^  \fx'^  H- ec, differenziale 
primo  che  non  contien  più  la  costante  a\ 

(  ^  )  do^  =  (  ^  )  dx  -h  2C  H-  (^ex  H*  i  ^^*  ^  «e. ,  differenziale  se- 
condo che  non  contien  più  le  costanti  a ,  6 ,  e  così  di  seguito . 

§.  15.  Siano  ora  y  ,  zz  ,  w  ec  ,  tante  quantità  variabili ,  fun- 
zioni determinata  o  indeterminate  di  a?,  e  dipendenti  in  conse- 
guenza dalla  stessa  x  ,  per  quanto  non  sia  stabilita  cosa  alcuna 
sopra  questa  dipendenza  . 

11  differenziale  primo  di  una  funzione  qualunque  ^(jc,^, 
u  ec.  ),  delle  variabili  x  ^y^u  ec,  è  (  §.  10  ). 

d^  =  (g)d*H.(*)(f^)d«H-(g)(;g)d*H-ec.: 

ovvero  facendo  p  =  (*)H-{g)(g)H-(£)(g)-«.ec., 

dp  =  ^dx  :  questo  differenziale  primo  esatto  fidx  ha  ,  come  si 
vede ,  per  /3  una  forma  determinata  . 
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Proponiamoci  dunque  il  Problema. 

),  Essendo  la  quantità  |3  di  questa  forma 

,)  mHrn{-^)^l(Jt)^  ce,  quali  sono  le  condizioni  cui  deb- 


„  bono  soddisfare  le  quantità  m  ,  ra ,  Z  ec. ,  acciocché  §dx  sia  il  dif- 
„  ferenziale  esatto  di  una  funzione  (p{x,y,u  ec.  )  delle  varia- 

„  bili  x^y^uec,  ovvero  acciocché  m  possa  esser  preso  per  {^)i 

„  /2  per  (^);  Z  per  (g)  ec.  „ 

Siano  due  sole  le  variabili ,  x  cioè  ed  j^  ^  e  si  dirnandina 
le  condizioni  che  debbono  avere,  i  coefficienti  /tz  ,  /z ,  acciocché  mdx 

n(^^)dx  sia  un  differenziale  esatto»  ovvero  acciocché  m  possa 
esser  preso  per  ( ^ )  i  n  per  (^), 

Supponiamo  per  un  momento  che  x  ed  y  siano  due  varia* 
bili  indipendenti  :  è  allora  manifesto  che 

p^x^dx^y)  —  PÌoc^y)f  trascurando  nello  sviluppo  le  poten- 

ze  di  dx  superiori  alla  prima ,  è  il  differenziale  di  p ,  quando 

si  considera  x  variabile,  cioè  è  =  (~)cfa;.  Egualmente ,  ponen- 
do in  guest'  ultima  espressione^  h-  dy  per  j^,  la  quantità  <p(x^ 
dx.y^dy)---  (f>{xyy  H-  dy)  —  (f>{x  ^  dx,y)  ^  (i>{xry), 
(  se  si  trascurano  nello  sviluppo  le  potenze  di  dy  superiori  alle 

prime  )>  è  il  differenziale  di  (^)dx  considerando  y  variabile. 


Dunque  p^x^dx^y^dy)  —  <f>{xyy^dy) —  (f>(y^x^ 
dx)^i-  <f){x^y)y  trascurandovi  le  potenze  di  dx  e  di  dy  supe- 
riori alle  prime  ,  è  il  differenziale  secondo  di  p ,  preso  prima 
per  rapporto  ^d  x  y  poi  per  rapporto  ad  y .  Indid^amo  questo 

differenziale  secondo  per  (/^)d^ci!y- 

Nella  medesima  guisa  se  prendiamo  prima  il  differenziale 
rapporto  ad  y ,  poi  rapporto  ad  x  >  avremo  la  stessa  funzione 
per  esprimere  il  differenziale  secondo  di  p  preso  prima  rappor- 
to ad  y  j  poi  rapporto  ad  a?,  che  noi  indichiamo  per  (^  )  dydxì 

sarà  dunque 
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l£^)dxdy=.{£^Jdydx;  e  perciò  (£|)  =  (|f,). 

Óra  C-^)  è  la  difFeren25Ìale  rapporto,  ad  x.  di  (^)  divisa 
per  dx\  e.  (  —-  )  è  la  differenziale  rapporto,  ad  ^  di  (  ^  )  divi- 
sa  per  dy ;  dunque  dovendo  essere  ot.=  (^),  ;2  =  (^),  sarà 
(i(^)  la  differenziala  di  n  rapporto  ad.  x  divisa  per  da,  cioè 


sarà 


^£V^^r.y*''^^h)  ^  differenziale  di  m  rapporto  ed  j^  e 
divisa  per  dyy  cioè  sarà 

{—)  =  (^)  J  dunque  acciocché  m  ed.  rt  possano  essere  presi ,  il 
primo,  per  (^)  ed  il  secondo  per  (  j^)i  dovrà  essere 

(^)  =  (^):  cioè  sarà  sempre  mdx^^n  {j)dx  una  differen- 
ziale esatta ,  se  la  differenziale  di  m  preso,  per  rapporto  ad  j^  e 
diviso  per  dy  ,  sarà  eguale  alla,  differenziale*  di  n  preso  per  rap- 
porto ad  a?  e  diviso  per  dx . 

Se   le  variabili  sono  tre  ^  se  si    dimandano,  cioè  le  condir 

zioni  >  perchè  mdx  H*^  (  ^  )  d^  -+•  Z  (  ^)  dx  rappresenti  la  diffe- 
renziale esatta  .di  una  funzione  (f>{x^y^z)r  è  facile  vedere  che 
le  dette  condizioni  saranno  espresse  da  queste  tre  equazioni 

infatti  la  proposta  espressione  sarà  una  differenziale  esatta ,  quan- 
do ciascuna  delle  tre  combinazioni  binarie 

mdoc  ^  n  {j^)dx^ 
mdx  ^  l  (^p)dx 

dx 

«(£)c£a;H-Z(g)^* 
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^  che  possono  farsi  con  i  tre  termini  di  essa  ,  è  anche  una  diffe- 

renziale esatta ,  ed  in  conseguenza  quando  hanno  luogo  le  tre 
equazioni  suddette  . 

§.  ì6.  Ma  generalizziamo  il  problema  ,  e  proponiamoci  di 
trovare  le  condizioni  (he  deblibno  aver  luogo,  perchè  una  funzio- 
ne d' un  ordine  qualunque  comprendendo  un  numero  qualunque 
di  variabili ,  sia  una  ^differenziale  esatta  . 

Siano  questo  vai'iabili  x^y^u  €c. ,  e  sia 

ec.  ec. 

Indicando  per  ^  una  funzione  ài  x  ^y  ^u  ec^  p  ^^q^  .  .  .  .  / 

t 'ip^qi  ^ t'  supponiamo  che  ^x  sia  la  diftèrenziale  di 

una  funzione  z  dell'  ordine  immediatamente  inferiore ,  ed  avremo 
^dx  =  dz  {  per  dz  noi  vogliamo  intendere  la  differenziale  del- 
la z  presa  rapporto  a  tutte  le  quantità  che  essa  contiene  ;  cosi 
in  generale  se  M  è  una  funzione  delle  quantità  x^y^u  ec.^per 
cZM  indichiamo  la  differenziale 

(  — )dwTH*  C^)  (^  )<i*H- ec.  )  ;  ^  percliè  z  non  contiene  f, 
t'  ec. ,  sarà 

■ 

-«.(g)(i)d»-i-.(|,)(^^)dxH-....-K|i)(^)d« 


ec 

e  quindi 


ec. 

Io  faccio 
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d^^Mdx'h'N(^)dx'hV{^)dx^ ^T  (J^)dx 


dx*  ^dx  '  ^dx 

N'(?)(ia;H-F(^')cZa;H- H-T'(^)(fa? 

^  àx  ^  dx  ^  ^  dx  ^ 

ec. 
ed  è  Ghiaro  che  sarà  (  avvertendo  che  (-^4r-)  =  (-—-)) 

^  ^  dmdm  *  ^  dndm  *  ' 

N=(f)=(i;5)-^(4>)i'-<-(^:5r)s-^--^(;^K 

ec=i.<i(f), 


^U^P^(mP^--Mjp'^)^- 


H.ec.  =  C,^)H.ici(g); 


^2  \     .     l   Jt  fd% 


H-  ec.  =(ff)-i.±d(«) 


Si  troverà  nella  medesima  mapiera 


dz 


T'  =  (^)ec.; 


se  ^  non  è  funzione  che  di  y  j  x  ^p^  p  non  entrerà  in  z >  ed  a 
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Gigione  di 

N— i.<rp=o. 

dx 

Supponiamo  /3  funzione  di  j^,a?,p,g;  g  non  entrerà  allora 
in  z,  ed  a  cagione  di 

dx  dx^        *- 

In  generale  /3  essendo  una  funzione  di  un  ordine  qualunque 
e  comprendendo  un  numero  qualunque  di  variabili ,  come  abbia- 
mo supposto  in  principio,  avremo 

N  —  i-  dP  H-  T^d^Q  — ^.«TR  H-  -^-A^S  —  ec.  =  o 


dx  dx*       ^         Àx*  dx* 

dx  dx^    ,  ^         i/jT*  ^** 

>ev*  -ep" 

E  vi  saranno  tante  di  queste  equazioni  di  condizione  quan- 
te sono  le  variabili  meno  una  ^  che  è  quella  della  quale  si  con- 
siderano funzioni  tutte  le  altre  >  e  rapporto  alla  quale  si  fanno  le 
differenziazioni . 

Questo  bel  Teorema  è  d*  Eulero .  Condorcet  ne  ha  dato  il 
primo  la  dimostrazione  diretta  nel  suo  Calcolo  Integrale  >  e  ne 
tira  le  conseguenze  seguenti. 

§.  1 7.  Se  ^dx^  è  la  differenziale  d'  una  funzione  z'  d'  un 
aldine  inferiore  di  due  unità  ^  a  cagione  di  zdx  =  dz  >  s' avrà 

^  dy^         dx      ^dp^         dx^        ^ di* 

ora  è  facile  vedere  che 
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(^)  ==  P  — -L  dO  H- :i<f'R  — /:  df^S  •^  ec. 

^dy^  dx      ^         dx*  dx^ 

^dp^  ^         dx  dx* 

ec.  ;  '  ce 

Dunqne  sostitaendo  questi  yalorì  nell'equazione  preceden^ 
te ,  otterremo 


dx     ^        d«*  d» 

«Sìa  (Scile'  la  dii]ferenziale  d*  un  ordine  inferiore  dì  tre  umù.  ; 

farà  allora  zdx*  la  dilfexenziale  d'  un  ordine  inferiore  di  du« 

unità  >  e  perciò  ,        -                    . 


^df^        dx     ^dq^        dx*       ^dr'  * 


d»  \      f  d* 


sostituendo  per  (^)>(^)  '^c   i  loro  valori ,  $* ottieae  V eqna» 
zione  dì  condizione 

Q  —  i-rfR  H- — .  <^*S  ^  ec.  =  0. 


dM  '    d** 

ce.  CO. 


Continuando  lo  stesso  apd^iiBcnto,  vedremo  che  se  fSd'a?"  è 
la  differenziale  di  una  filiazione  d^un  ordine  inferiore  di  un  nu- 
mero n  d'  unità,  s'avrà  per. ^a , variabile  j^  (  è  lo  stesso  per  le 
variabili  z^  ec.  ) ,  questo  numero  d^  equazioni  di  condizione 

(A)....N--LdP^^-Lrf'Q^^^rf»RH-5Ld4s_ec.  =  o 

,^tfQH-è.cf*R~:^.rf'SH-ec. 
(B) \  Q«_  J-(fR  H-;j|i<rS~^ec. 

ec. 

I  coefficienti  delle  equazioni  (  B  )  sono  ;  nelk  prima  i  nn- 
nieri  naturali  i  nella  seconda  i  numeri  triangolari  ;  nella  terza  i 

Tom  IL  E 


3 
d*» 

J*R- 

4 
d«' 

,rf'S 

3 
dx 

dK^± 

.d'^ 

t 

R  - 

4 

dS 

y 
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numeri  piramidali;  e  così. di  seguito.  Ci  sarà  utilissimo  schiari-^ 
re  tutta  questa  Teorìa  per  mezzo  d'  alcuni  escmp) . 

§.  i8.  Sia  primieramente  la  funzione  del  primo,  ordine 


ài 


n^—^dx'^  mdx ,  ed  avremo  /3  ==  np  -h  rt ,  e  per  conseguenza 


dx 


N  =  (f  )  =  (|")^  -*-  ( ^)'  ^  ^  (^)  =^  « '  sostituendo  questi, 
valori  in  N  —  -i  <ip  =2  ó^  si-  otterrà'      •  '-  -  •• 


»  • 


(|)i'H>(|=)  =  (g)-<:(|)p.  o'fv«tor-J)=,(£)  come  ab-. 

•  *  m 

biam  trovato  al  §.  (  1 5  ) . 

Io  prendo  per  secondo.  esenipia.jj[a  funzione   del   secondo, 

Q  =  n  ;  ed  in  conseguenza; 

dx  dxX^dpdx/^  ^  dpdy'^^dx'         ^^  ^  dp*-' ^  ^  dx/ 

J-dQ=(£)^l,(^')-hj.(t'Ì''- 

©ra  sostituendo  questi  valori  nell'VquazionQ 
N  —  J- dP^H-  -r^  d^Q  =  o ,  troviamo 

«>  ^  'O'  -^  *'rf/''     ^4^*''  ^«/*      ^dp'         dx      ^dp'      *    dx- 

d*n  =  0. 
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Eseguendo  le  diflèrenzìazìoiiì  indicate  )  e  ridocendo  qnest'  e- 
'qiiazione>  diviene 


9{Hp 


(^)-^(4s)-^-i'(;^)>-*-(^)-(7^) 


U^ -*■  (.^) -^--Pli^) -^  P' ^^ 


Ma  le  fiinzioni  m  ed  n  non  dovendo  conteoere  q  >  questa 
'equazione  non  può  'essere  identica  ^  senza  che  il  xoeflicìente  di 
q  vada  a  zero  'da  *sc  medesimo  :  -questa  equazione  dovrà  <lunqu« 
necessariamente  dividersi  in  due  altre ,  le  quali  saranno 


(6)  ....  (^)--(^)_j(^)H-(«^)-1-a/>(^)-^ 


Se  la  ihnzione  del  secondo  ordine  è  ìa  difTerenziale  di  «oa 

luDzione  di  ^  «  di  » ,  allort  a  cagione  di  P  —  ~  dg  =  e ,  sarà 
di  più 

\c)  ....  (^)_5{*)_4(J^)-ìp(*)  =  o.. 

\  19.  Nei  'diflferenziali  esatti  di  una  funzione  omogenea  9 
ha  luogo  una  proprietà  che  è  ad  *€sse  propria' e  particolare. 

Si  chiama  funzione  'omogenea  quella  >>nfill^  anale  la  Som« 
"ma  delle  dimensioni  'delle  "quantità  variabili  h  la  medesima  in 
tutti  i  "termini .  Jjà  funzione  intera  a'H-a«?j^H*'è*j«%  (  y  è  una 
funzione  indeterminata  di  a?  ;  «egualmente  lo  sono  le  altre  varia- 
bili che  abbiamo  in  questo  "§.  )  è  t)n)ogenéa  v  ed  il  numero  del- 
le dimensioni  essendo  ^  9  "essa  è  della  terza  dimensione .  La  fun- 
zione *^  "^■^^V-^^>W(»  -^y)  ^  ancora  omogenea ,  ed  il  numero 

delle  dimensioni  è  2 ,  il  quale  si  ottiene  togliendo  il  numero  del- 
le dimensioni  del  denominatore  dal  numero  delle  dimensioni  del 
numeratore .  Allorché  il  numero  delle  dimensioni  del  numerato- 
re, è  eguale  al  numero  delle  dimensioni  del  denominatore,  la 
funzione ,  ^si  dice ,  essere  di  una  dimensione  '  nulla ,  come  per  es. 


'    j 
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^^  ^  /^ .  Se  il  numero  delle  dimensioni  del  numeratore  è  minore  * 
del  numero  delle  dimeiisioui  del  denominatore ,  h  dimensione  del- 
la funzione  è  allora  negativa  ;  ^^^'^^^  è  una  funzione  omogenea 

la  cui  dimensione  è  —  — . 

Una  proposizione  >  la  cui  sota  esposizione  basta  per  farla 
comprendere,  è  la  seguente  :  se  in  una  funzione  omogenea  di 
due  variabili  y  ed  a;^  di  una  dimensione  qiialunque  »,  faccia- 
mo ^z=s  q^   essa  cangierassi  in  una  funzione  di  questa   forma 

Qjt?* ,  Q  essendo  una  funzioffe  di  gr  e  di  costanti ,  le  quali  én- 
trano  nella  proposta .  Per  mezzo  di  questa  sostituzione ,  le  quat- 
tro funzioni  omogenee  che  abbiam  prese  per  esempi  >  si  cangie-^ 
ranno  in  queste  quì> 

Ciò  posto,  la  differenziale  M  (  ^  )  da? -^  Ndic  essendo  quel- 

la  di  una  funzione  omogenea  z  di  due  variabili  y  ed  x  di  cui 
la  dimensione  h  n^  immaginiama  che  la  sostituzione  di  qcc  per 
y  cangi  ,31  ed  N  in  MSN';  per  questa  stessa  sostituzione  z  si 
cangierà  in  Qx";  e 

{~)dx  in  qdx H- ^(t) ^**  'J'^iqne 


dx 


dx 


m'(qdx^x{'^)dx)^ Kdx  =  d ( Qx')y  ovvero. 

(M'2H-N')d«H-M'ar(g)daf  =<i(Qa:'):  ora  è  chiaro  che 

( Mg -t- N') dx  h  il  differenziale  di  Qx    per  rapporto  ad  x  so» 
la  mente;  dunque 


»  — I 


M'gr  H-  N'  =  nQx"  ~  *  ;  poniamo  ora  in  quest*  ultima  equazio- 
ne -^  per  gr,  ed  avremo 
My  H*  No?  =  nz  ^  ovvero  (  ponendo  per  M  ed  N  i  loro  valori 
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it. 


cg).(S))>(7;) 


«(£) 


nz. 
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Questa  proprietà  delle  fnnzioni  omogenee  è  generale  i  imperocché 
supponendo  che  z  contenga  y^x^u  ee. ,  e  che  il  numero  delle. 

dimensioni  sia  sempre  n 9  facendo  A  ==  g , -?L  =  r ec.^  z  diverrà 

di  questa  forma  Va?"  >  per  V  io  intendo  una   funzione  di   gr ,  r 
ec.  :  se  dunque  noi  chiamiamo  M%  N%  P'  ec. ,  ciò  che  divengono 

{  —  \^{—^A^\  ec.  per   causa   delle  stesse  sostituzioni >  avremo 
M'(5dje-4-a?(^)d:«)-t.N'cirH-P'(rf?oc-4-x(£)c£a?)-{-ec.= 

d  (  Var"  ) ,  e  perciò  M'gr  -|-  N  -f-  PV  H-  ec.  =  nV»        .  Rimet- 
tendo in.  qnest*  ultima  equazione  -^  per  5  j  —  per  r  ea»  sarà 


</e 


ec. 


n2;> 


Se  2;  fosse  stata  di  dimensione  nulla  >  avremmo  avuto 

La  funzione  omogenea  ^^^,"^^   ^    di  cui   la   dimensione   è 
—  il ,  ha  per  differenziale 

r^^^dx— Jf?^^ti^.(^)cf»:  deve  dunque  essere  — 


Il .  'il^^ .  Riducendo  infatti  si 


2  jp*jfJ 


trava  iia^jr**.  iiayi*  =  iia^y  .  (^H^j^)- 

Quest*  altra  funzione  omogenea  ^L^J^  che  è  di  dimensio- 
ne nulla  >  ha  per  differenziale 


U«»^  -h  a*/rjpy*  •+  W>»)  V;r -  (  ?*^  -I-  ilgx^y  H-  5Axy*)  (^)  /;r 


essere 


(  »9  -^h^  V 


:    deve    dunque 


(  ^^>  ^  a6^^/  Hr  5A)?'  ) jc  _  (  ga?^  -i-  ^hgx^y  H*  hhxy^)y  =  o , 
come  è  effettivamente  • 
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Differenziali  delle  Equazioni  ^ 
*e  delle  funzioni  a  più  variaòili . 

§.  fio.  ^%IA  y  una  ifunzione  implìcita  di  x ,  abbiasi  cioè 

^<y  fra  X  ed  y  un'  equazione  ¥{x^y)=^o  dalla  ri- 

'solnzione  della  quale  dipenda  il  valore  di  y  dato  per  a? ,  e  si 

dimandi  quale  sarà  il  differenziale  (^)dx  della  funzione  y. 

La  dipt^ndehza  che  regna  fra  Ix  ed  y  è  determinàtia  *daire- 
'quazióne  F  (x^y)  rrr'^o  j  e  considerando  y  funzione  di  Xj  questa 
equazione  deve  aver  luogo  qualunque  sia  x:  la  ^rariabile  x  è 
dunque  arbitraria  >  e  per  ogni  'Valore  dato  ad  x  ne  corrisponde 
uno  per  3^ .  _  | 

Se  noi  Vivessimo  soltanto  F(x^y)^  le  due  variabili  x^y  sa-  ! 

rebbero  indipendenti,  e  considerando  y  come  una  funzione  di  x^ 
fcarebbe  questa  una  funzione  indeterminata  di  x .  Ora  se  x  di- 
viene x^dx^  la  funzione  diverrà 

lP{x^y)^l?dx^'Qdx'^  -^eci  e  siccome  iPdx  è  il  differen- 

ziale  di  F(«,^)  Rapporto  ad  à?,  sarà  (  §.  io  ) 

Pc?»  ==(^)^a(?-4-(^)(s)cfap,  onde  quella  serie  dii verrà 

^i",?)-*-  {(S)-H-(|)(|)>^«-t-ec. 

Ma  per  ìa  dipendenza  che  regna  fra  a?,j^, la  funzione  F(a:, 
y)  deve  sempre  essere  =o,  qualunque  sia  xi  dunque  il  valo- 
re di  F(a,^),  quando  a;  diviene  x^i^dx^  sarà  nullo;  dunque 


F(a^,>)H.{(j|)H.(^).(g)}cfa;H.ec.  =  o. 
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acciocché  qnest'  ultima  equazione  sussista  qualunque  sia  dx  «  con- 
viene che  i  termini,  i  quali  contengono  le  diverse  potenze  di 
4x ,  siano  2erq  da  se  medesimi  ;  dunque 

(^)da?H-(?)C4^)d*  =  o,  da  cui  si  ricava 

e'-) 

prendendo    il  differenziale  primo  dell'  espressione  trovata  peir 

* 

(^)clxi  ne  avremo  il  differenziale  secondo 

f  £!?  )  dtxr  ;  e  così  se  ne  ^vrà  il  differenziale  terzo ,  qnarto  ce. 

§.  21.  L*  equazione  F(a?,;y)  =  q  ci  conduce  ad  un'altra 
equazione 

(^)-i-(^)(^)  =  o,  che  sussiste  insieme  con  essa  ;  ed  indi- 

cando  per  più  semplicità  per  F  =  o ,  dF  =  o  quelle  due  equa- 
zioni ,  sussistendo  T  equazione  F  =  o  ^  ^a  luogo  anche  la  di  lèi, 
equazione   differenziale  primq,  dF  =  o  . 

5,  Dunque  T  operiazione  della  differenziazione  pon  altera 
„  V  equazione  sopra  la  quale  ^i  eseguisce  >  in  modo  che  non 
5,  abbia  più  luogo  T  eguaglianza  fra  i  suoi  membri  „  . 

Prendendo  adesso  il  differenziale  dell' equazione  (^F  =  o, 
a  avrà  un'equazione  <i*F  =  o,  che  per  la  stessa  ragione  sussi- 
sterà nel  medesimo  tempo  che  dF  =  o  :  così  da  drY  si  dedurrà 
VP,'  altra  equazione  dT  =  o  >  che  sussisterà  insieme  eon  lei  >  e 
^osì  di  seguito  . 

Dunque  sussistendo  T equazione  F=. o,  sussisteranno  anche 
ed  avranno  luogo  insieme  con  essa  X  equazioni 

cZF  =  o  differenziale  del  primo  ordine 

(£^F  =  0 del  secondo  .  .  . 


40  MATEMATICA     SUBLIME^ 

d'F  =  o ééì  terzo  .... 

d*F  =  o   . del  quarto  .  ... 

eo.  ca 

dal  che  si  ricava  questo  Teorema  impoita:ntissimo  > 

,9  Allorché  sussiste  fra  due  variabili  una  qualunque  equa- 
V  zione  P  ==  o ,  sussistono  ancora  ed  hanno  luogo  insieme  con 
),  lei  tutte  r  equazioni  diflferenziali  di  qualunque  ordine  che  da 
9>  essa  possono  dedursi  ;  e  queste  equazioni  appartengono  in  con- 
o9  seguenza  alla  stessa  relazione  di  variabili  ,^ . 

Si  travede  iino  di  qui  il  gran  vantaggio  che  potrà  ricavar- 
si dal  Calcolo  Differenziale  nella  soluzione  dei  Problemi.  Se  in- 
fatti la  soluzione  di  un  Problema  dipenda  da  un*  equazione  fra 
due  variàbili  x^y  si  possono  avere  per  mezzo  di  questo  Teo- 
rema infinite  altre  equazioni  sussidiarie  derivate  àa  quella  >  e 
che  abbiano  luogo  insieme  con  essa ,  e  delle  quali  ciascuna  con- 
tiene la  soluzione  "del  Problema  . 

Per  incominciare  a  far  sentire  di  quanta  risorga  sia  il  Cal- 
colo Differenziale  nelle  ricerche  d'  analisi  proponiamoci  di  svol- 
gere in  serie  la  quantità  (  i  H*  ^  )*  qualunque  sia  V  esponente  n 
intero  o  fratto,  positivo  o  negativo. 

Facciamo  per  questo 

(  I  H-»  j"  =:  1  H-  Ax  -{-  Bjc^  h-  Eo?^  h-  ^x^  H*  ec. 

essendo  A  ,  B  ,  E  ec  ,   quantità  costanti  da  determinarsi .  Se  si 
prendano  i  logaritmi  da  ambe  le  parti  avremo 

/2Z(iH-a?)  =  Z(iH-Aa?H-  B^*  H-  Eo?^  h-  F^^  H-  ec.  )  ; 
questa  equazione  differenziata  diviene 

n       A  -+  2Bjr  -f  jEx^  >^  4Fjc*  H-  ce. 

I  -+  X  I  •*•  Ax  -+-  Bjc*  H-  Ex^  -f  Fx^  -*-  ec  ^ 

la  quale  ordinata  secondo  le  potenze  della  x  ^  ed  eguagliando  a 
zero  i  coefficienti  delle  medesime  secondo  il  Metodo  dei  Coef- 
ficienti Indeterminati^  ci  dà  queste  equazioni  fra  A,B>Eec. 

A  =  /z 

2Bh-A    =:/2A;  da  cui  B  =  ^^^"""i^ 
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3E 
4F 


4-  aB  —  ;zB  j  da  cui  E  - 

2.3 

H-  3E  —  TzE  ;  da  cui  P  = 

a-3-4 

«e. 

ce. 

IDnnque 

*»(»""0^*      .«(»  —  l)(»  —  2)^J 


^  ^  2  .3.3 

che  è  la  conosòinta  formula  del  Binomio  di  Nenton, 

Se  poi  r  equazione  F  =  o  fosse^  un'  equazione  identica  in 
X  soltanto ,  come  per  esempio 

a?*  —  (a?  — a )  ( a? H-  a)  H-  a*  =  o ,  allora  essendo  quest'  equa- 
zione vera  per  qualunque  valore  di  oc,  giacché  gli  x  si  distrug- 
gono da  se  medesimi  >  sussisterà  anche  quando  isi  pone  a;  h*  00 
invece  di  x  :  sarà  dunque  ancora 


JPh-  (g) co  H-  (J;^)-  H-  ec.  =  o,  e  perciò 

(  J?  )==o,(^)=:±=o^c. ,  e  queste  equazioni  differenziali  saran- 
no altrettante  equazioni  identiche. 

§.  22.  Abbiasi  ora  una  equazione  F  =  o  fra  due  variabili 
Xjy^  e  quante  si  vogliono  costanti  a^byC  ec. 

Noi  abbiamo  dimostrato  al  §.  antecedente  che  sussistono  ed 
hanno  luogo  insieme  con  questa  equazione  tutte  le  di  lei  equa- 
zioni differenziali  di  qualunque  ordine  esse  siano,  che,  cioè,  nel 
medesimo  tempo  abbiamo 

iiP  =  o,  d'F  =  o,(i'P  =  o  ec.  Ora  è  chiaro  che  qualunque 

combinazione  di  queste  eq nazioni 

F  =  o,  dF  =  o,  d'F  =0  ec,  darà  una  nuova  equazione  che 

sussisterà  nello  stesso  tempo  che  T  equazione  F  =  o;  apparterrà 
in  conseguenza  alla  stessa  relazione  di  variabili ,  ed  allo  stesso 
Problema  cui  apparteneva  F  =  o  :  a  tutte  le  equazioni  che  ri- 
sultano da  queste  combinazioni  si  dà  anche  il  nome  d*  Equazio- 
ni Differenziali  del  primo  Ordine  quando  contengono  i  dif- 
ferenziali primi,  o  risultano  da  una  conìbinazione  di  F  =  o,   e 

Tom   //.  F 
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di  dF  ==  p  ;  del  secondo ,  quaodo  eontengono  i  differenziali  se- 
condi ,  o  risultano  da  F  =  o ,  dF  =  o ,  d'F  =  o  ;  e  così  di  se- 
guito .  L'  equazioni  diiFcrenziali  poi  dF  =  o%  d'F  =  o  ec. ,  si 
chiamano  anche  Differenziali  Esatte  y  perchè  risnltana  da  una 
semplice  operazione  di  differenziazione . 

Tutte  queste  combinazioni  possono  essere  fnffnite  di  nume- 
ro ,  ma  noi  non  considereremo  che  quelle  le  quali  hanno  rappor- 
to air  elin>iuazione  deHe  coistanti . 

L'  equazione  dP  ==  q,.  ovverà  (j^).di»Hr  (^}(— )^^  =  cr' 

sussiste  nello  stesso  tempo  che  T  equazione  P=o;,  dunque  se 
per  mezza  di  esse  eliminiamo  una  delle  costanti  a^b^c  ec,  a 
per  esemplo ,  avremo-  con  questa  combinazione  una  nuova  equa^ 

zi  une  fra  jc  ,jf ,  (^)>  ^  ^  costanti  byC  ec. ,  la  quale  avrà,  luo- 

go  insieme  con  F  =  o^  e   conterrà   una  costante  di   meno  di 

essa . 

^,  Dunque  un*^  equazione  F  =  o  può^  sempre  contenere  u- 
5,  na  costante  di  piii  d' « n*  equazione  differenziale  del  primo  or* 
)9  dine  che  da  essa  dipenda  ,9 . 

Nella  stessa  guisa  eliminando  due  costanti  a ,  b  per  mezzo 
delle  tre  equazioni  simultanee  P  =  o ,  dF  =  o ,  d*F  =  o ,  ot- 
terremo un'equazione  i^^»J'r(^)>(^)  ^  ^®  costanti  e  ec.  r 

la  quale  avrà  Inogo  insieme  con  F  =  e ,  e  conterrà  dne  costane- 
ti  di  meno  di  essa . 

„  Dunque  un'  equazione  F  =  o  può  sempre  contenere  due 
,,  costanti  di  più  d' un' equazione  differenziale  del  secondo  ordif- 
„  ne  y  la  quale  da  essa  dipenda  r>  • 

Continuando  lo  stesso  ragionamento  vedremo  che  da  una  equa/- 
zione   fra  due  •  variabili  e  quante   si   vogliono  costanti  F  =  o , 


esimo 


può  sempre  dedursi  un'  equazione  differenziale  dell*  ordine  n 
che  abbia  luogo  insieme  con  essa,  e  che  contenga  un  numero  /z- 
di  costanti  di  meno  . 

5,  Dunque  una  equazione  F  =  o  può  sempre  contenere  un 
„  numero    n   di  costanti  di    più    di  un'  equazione  differenziale 


esim9 


„  dcir  ordine  n        ,  che  da  essa  dipenda  „  . 
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Le  equazioni  differenziali  ottenute  per  mezzo  d'  eliminazio- 
ne delle  costanti  I  sono  molto  più  generali  delle  equazioni,  da 
cui  sono  dedotte  :  esse  infatti  esprimono  le  stesse  relazioni  di 
quelle ,  e  non  contenendo  le  costanti  sono  indipendenti  dai  loro 
valori . 

L*  equazione  per  esempio  {x  —  a)*  ^  (y  — A)*  =  r* ,  è 
quella  dì  un  circolo ,  le  cui  cooidinate  del  centro  sono  a ,  6  > 
ed  il  cui  raggio  è  r^  e  non  soddisfa  ad  altri  circoli  die  ioon  ab- 
biano raggio  e  centro  comune  con  quello . 

La  di  lei  equazione  diflèreuziale  del  primo  ordine 

ii{x  —  a)dx^2{y  —  A)(^)da:  =  o,  non  contenendo  il  rag-^ 

gio  r^  «oddìsfà  a  tutti  i  circoli  di  qualunque  raggio  essi  siano  9 
purché  abbiano  il  centro  nel  punto  corrispondente  alle  coordi- 
nate a^b . 

La  di  lei  equazione  differenziale  del  secondo  ordine 

dx"  H-  (j'  —  i)  (^J  (lx\  H-  C^y  dx'  =  o  soddisfa  a  tutti  i  cir- 
coli di  qualunque  raggio  essi  siano  »  purché  abbiano  il  centro  in 
lina  linea  parallela  all'  asse  degli  x ,  e  distante  da  esso  della 
quantità  b. 

Divisa  questa  ultima  equazione  per  dx'^  9  diviene 

*  H-  (j^  —  ^)(^J  H-  (£)*=  ^'  ^^  ^"^1®  difeenziata^  e  divi- 
sa per  dxj  ci  dà 

eliminando  '  per  mezzo  di  queste  due  equazioni  la  costante  6, 
s'  avrà  V  equazione  differenziale  del  terzo  ordine 

(&^)-^(?.^(S)-s(S)■•(|)=o 

la  quale  soddisfarà  a  qualunque  circolo  posto  nel  piano  degli  x  > 
e  degli  y  . 

Vedremo  poi  nelle  applicazioni  del  Calcolo  Differenziale  al- 
la Geometria ,  quali  proprietà  siano  espresse  dalle  suddette  equa- 
zioni differenziali.  E  qui  non  sarà  inutile  osservare  che  non  so- 
lo per  mezzo  dell*  equazioni  differenziali  possono  eliminarsi  le 
costanti  ,  ma  ancora  le  quantità  variabili:  per  esempio  sia  Y  e- 
quazione 
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ax  ^ysenx=iQ  e  vogliasi  ottenere  un'equazione  che  la  rap- 
presenti ,  ma  che  non  contenga,  sen  x.  ;  difFerenzianda  avremo. 

aH-(— )se«af -f'j'C05ae  =  o,  ovverà 


a^(f!^)  sen  x  --{-yy/  (  i—  sen  a?'  )  =;  o ,  la  eguale  facendo.  5ei2». 
— ,  diverrà 


a^f5(^)^^Y/(i  — 14.)  =  0^  equazione,  priva,  del:  trascen- 
dente  senx. 

m 

Sia  r  equazione  (&H-aa?)*H-a?y  =  a'»  e  vogliasi;  elimina- 
re r  irrazionale,  ed  il  trascendente:,  differenziando,  avremo. 

m 

j? .  iL*±f*i_  H* y  H-  ^xy{r)  =^  ^'^y  ®  ponendovi;  (  6-  -t- 


5 


ax)*  ==a  — a:/ ,.  s  avrà. 

Differenziando  quést*^ ultima  equazione,  s*avrà  un'equazio- 
ne del  secondo  ordine  la:  quale  conterrà  a';  ed  allora  per  mez- 
zo di  quelle  due  equaizioni  che  contengono  a',  lo  elimineremo» 
ed  avremo  un'  equazione  del  secondo,  ordine  senza,  trascendenti  « 
irrazionali . 

Così  volendo  eliminare  ar  dall'  equazione  «*  h-^  =  «*>  se 


ne  prenderebbe  la  differenziale:  aai?  H-  aj^  (  ^  )  =  Ov  dalla,  quale 
trovato  a?  =  — !y(^),  si  sostituirebbe^  nella,  proposta,:  e  s' a- 

mX 

vrebbe  y(^)*^^*  =  a 

Nella  stessa  guisa  potremo  eliminare-  da-  una  equazione  i 
trascendenti  delle  stesse  quantità  differenziali  4  abbiasi  per  esem- 
pio r  equazione 


a 
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^  dx.  '■  -,  idt^ 

e        -I- acy  =  a  •-+•  o  5cra  (  ^  ) . 

Facciamo  ia  questo,  caso,  p  =  (g),.  ed  avremo 

fi'  t 

t.  -H-  ary  =  a "^  o  senp.. 

DifTerenziamo,  quest*  equazione,,  ed  avremo 
e^(7É)H-^(g)H-JK=^co^P-(^)>  ovvero. 
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dx^  ^  dx/        ^  -^    ^dx 

^\  ^l>^  ^.  x{^^  ^  y  =  6  cosp .  (—,)  ì  e  siccome  e'  =  a 

òsenp  —  xy  ,  dunque. 

(^a^bs€np  —  xy){^J^y^x{^)=:bcosp.{^^^ 


dx^'        ^     •      ^d*/  ^^    ^dx' 

quest*  ultima  equazione-  non  contiene*  più,  la.  trascendente*  e  *  : 
per  mezzo  di  una  nuova  differenziazione*  si  potrà  eliminare  T  al- 
tra trascendente  sen(^-^) ,  ed  ottenere  un'  equazione  libera  af- 

dx^ 

fatto  dai  trascendenti . 

In  generale  si  devono  fare  tante  differenziazioni  ,  quanta 
sono  le  quantità  da  eliminarsi . 

§;  23.  Rappresentiamo^  ora  per  F(^,j^,a,6  ec:)  =  o  un'e- 
quazione fra  le  variabili  x  ^y  e  quante  si  vogliono  costanti  a  , 
h  eo.  Rappresentiamo  per  F'  (  a? ,  ^ ,  a ,  6  ec  )  =  o ,.  F'  (  a; ,  ^  ,  a  ^ 
6  ec.  )  =  o ,  le  equazioni  differenziali  esatte  del  primo  e  secon- 
do ordine  r  e  indichiamo  per  pili  semplicità  qneste  tre  equazioni 
per  F  =  o,  P'  =  o,, F'  =  0'. 

Per  mezzo  delle  due  equazioni  F  =  o ,  F'  =  o  possiamo 
eliminare  la  costante  a,  ovvero  la  costante  b ,  ed  otterremo  in 

questa  guisa  due  equazioni  in  x^y  e  (^),  che  rappresenteremo 

per  (p{xyyy  (J^)>  ^  ^^'  )  =  0,.  ovvero  per  ^  =  o,  e  per  '¥{Xy 

y^ir-)^  a  ec.  )  =  o  ,  ovvero  per  y=  o,  la  prima  delle  quali 

non  conterrà  la  costante  a»  la  seconda  non  conterrà  la  costante  b. 
Queste  due  equazioni  ^  r=  o,  Y  =  o  avranno  luogo  insie- 
me con  r  equazione  F  =  o  ;  se  si  prendono  adesso  i  differenziali 
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primi  di  quelle  due  equazioni ,  e  s' indicano  per  ^'(a?»^>(— )jA) 
=  0,  ^'(a7,j/,(^),a)  =  o>  ovvero  semplicemente  per  ^'  =  o, 

fin 

Y'  =  o ,  è  evidente  che  per  mezzo  delle  due  equazioni  ^  =  o , 
p'  ==  o  si  potrà  eliminare  la  costante  6 ,  €  s'  avrà  nn*  equazione 

differenziale  P  =  o  del  secondo  ordine  in  XyYy(^)^(^)^  la 

quale  avrà  luogo  insieme  con  la  proposta  P  =  o  e  con  k  ^  =  o. 
Questa  equazione  del  secondo  ordine  P  =  o  conteiTà  due  co- 
stanti di  meno  di  P  =  o . 

Se  egualmente  per  mezzo  delle  due  equazioni  "P  =  o ,  Y'  =  o 
eliminiamo  la  costante  a ,  avremo  un'  altra  equazione  Q  ===  o 
differenziale  del  «econdo  ordine ,  €Ìoè  un'  equazione  fra  x  ^y  r 

(^),  (^),  la  quale  avrà  luogo  insieme  con  la  proposta  P  =  o, 

e  con  la  h"  =  o ,  e  conterrà  due  costanti  di  meno  di  P  =z=  o ,  ed 
una  costante  di  meno  di  'J'  =  e- 

Ora  è  facile  vedere  che  le  due ,  equazioni  differenziali  del 
secondo  ordine  P  =  o  ,  Q  =  o  debbono  coincidere  tra  loro ,  e 
con  r  equazione  differenziale  del  secondo  ordine  che  potrebbe 
ottenersi  da  ir  eliminazione  ««luitaiiea  delle  due  costanti  a,ó  per 
mezzo  delle  tre  equazioni  F  =  o ,  F  =  o ,  F"  ==  o  :  il  valore 

infatti  di  (^)  che  ci  danno  quelle  equazioni  del  secondo  ordi- 
ne P  =  o,  0  =  0  espresso  in  x^y^  e  (^)  senza  a  e  senza  i, 

non  può  e«^sere  che  il  medesimo  in  qualunque  maniera  sia  dedot- 
to dair  equazione  P  =  o  . 

,,  Dunque  un'equazione  differenziale  del  secondo  ordine  pnò 
^^  essere  dedotta  da  due  eqnazipni  differenti  del  primo  y  ciascuna 
j,  delle  quali  contenga  una  costante  di  piii  di  essa  >, . 

Lo  stesso  ragionamento  ci  proverà  che  un'equazione  diffe- 
renziale del  terzo  ordine  potrà  essere  dedotta  da  tre  diverse  e- 
quazionì  differenziali  del  secondo  ordine  ,  contenendo  ciascuna 
di  queste  una  costante  di  più  di  essa;  ed  in  generale 


etimo 


„  Un'equazione  differenziale  dell'ordine  n         può  essere 
„  dedotta   da  un    numero  n   di   diverse   equazioni   difterenziall 


V 
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,,  deir  ordine  {n  —  i  )        ,   contenendo  ciascuna  una  costante 
„  indeternìinata  di  più  ,> . 

Per  faine  uu  esempio  >  sia  P  =  o=rj^ -:— ax  t-t- &»*>  ed  avremo 

F  =  o  =  (g)  —  a  —  afio;,  F"  =  o  =  (0)  —  20:  egualmente 

sarà  <)>=:  o  =y  —  ^^)x  ^  hx^i 

T  =  o==  2y  —  (£)^  —  axrp'=  o  =  —  {^^)oc  ^  abxi 

Q  =  o=r2j^  — (£):c  — (g)a?H-(0)a?%  e  le  due  equazioni 

P  e  Q ,  sono  la  .stessa  cosa . 

Potrebbesi  trovare  la  stessa  equazione  del  secondo  ordine 
eliminando  subito  le  due  costanti  a, 6  per  mezzo  delle  tre  equa- 
zioni P  =  o,  F  =  o >  F'  =  o . 
.  ^       §.  24.  Passiamo  adesso  a  trattare  dei  differenziali  delle  fun- 
\S'^  zioni  a  più  variabili . 

Sia  P(a7>j^)  una  funz-ione  qualunque  di  due  variabili  x^  ed 
j  indipendenti  fra  di  loro,  a  tali  che  il  cangiamento  di  una  non 
conduca  il  cangiamento  dell'  altra  :  egli  è  chiaro  che  da  questa 
funzione  si  potranno  derivare  altre  funzioni  secondo  la  legge  prer. 
scritta  al  §  I  9  sia  rapporto  ad  a; ,  sia  rapporto  ad  y ,  sia  rapporto 
ad  a?  ed  ^  .  Se  rappresentiamo  per  z  quella  funzione  di  a?  e  di  j^ , 
le  derivate  rapporto  ad  a?  s' indicheranno-,,  secondo  ciò  che  è  det- 
to di  sopra,  per 

d^         r7*>3        i^'w  W^ 

JT     *  «*'  «'  '     •     -    •     •     •     -    •     ^    jt«   - 

L'  intervento  della  y  non  altera  i  risultati  che  si  ottengono 
per  esprimere  queste  derivate ,  poiché  essa  vi  è  considerata  co- 
me eostatite  in  tutte  quelle  operazioni  di  derivazione  .  Le  deri- 
vate rapporto  ad  y  saranno  indicate  egualmente  per 

«2y  »  ài^ ,  d'^  , d'^  . 

Ora  la  derivata  del  primo  ordine  jiw  rapporto  ad  jc>  è  una 

farmone  di  x  e  di  j^  f  indichiamola  per  £/ .  Se  di  questa  funzio- 
i:e  u   considerata  come  derivatrice  ,  si  prende  la   derivata  pri- 
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ma  rapporto  ad  y:^  avremo  dy  =<£>—'  z=d^-^  indicando  per  ti* 

la  doppia  operazione  che  si  fa  sopra  z ,  prima  per  rapporto  ad 
x^  poi  per  rapporto  ad  y:  questa  derivata  chiamasi  ancora  es- 
sa Derivata  Seconda  o  del  Secondo  Ordine  della  funzione  z . 


.»-+-! 


Nella  medesima  guisa  indicheremo  per  d       ^  la  derivata 

x'y 


estma 


prima  rapporto  ad  y  della  derivata  n         rapporto  ad  x ,  cioè 


d>w/,  vale  a  dire  il  risultato  di  «H-  i   derivazioni,  delle  quali 
le  prime  n  sono  rapporto  ad  .r ,  e  V  altra  rapporto  ad  y . 


•estma 


In  generale  la  derivata  m         rapporto  ad  y  della  deriva- 
ta  d'^nj  n  '      rapporto  ad  a?,  cioè  d"^  ,    sarà    indicata   per 


.1»  -+» 


z 


^nym 


Questa  ultima  espressione  che   si  chiama  derivata  (  m 
7z)        ,  rappresenta  il  risultato  di  m^n  operazioni,  delle  qua- 


li n  riguardano  a: ,  ed  »2  riguardano  y . 

Se  la  derivata  prima  d^^  presa  per  rapporto  ad  jy,  si  con- 
sidera.  come  una  nuova  derivatrice  ,  e  se  ne  prende  la  derivata 


% 


prima  rapporto  ad  x ,  questa  derivata  -di  dy   sarà  indicata  per 

d*  ^ ,  la  quale  espressione  ci  dice  che  dobbiamo  fare  sopra  z 

prima  un^  operazione  di  derivazione  rapporto  ad  y  ^  poi  rappor- 
to ad  3C . 

Ora  è  facile  dimostrare  tjhe  si  ha  lo  stesso  risultato  pren- 
dendo la  derivata  seconda  di  una  funzione  col  fare  sopra  di  es- 
sa r  operazione  di  derivazione  prima  rapporto  ad  a?,  poi  rappor- 
to ad  ^  ,  o  viceversa . 

Siano  infatti  co  ,  9  le  due  indeterminate  delle  quali  si  sup- 
pone che  aumentino  le  variabili  x^y  in  F(oc,j'),  ed  avremo 
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secondo  il  Teorema  dimostrato  al  §.  2. 

F    ..     .    jiF    u»     .    jjF      «' 


\  TJ  j  \     ^j  j    *       g  X*    a  «'2.3 

Facendo  ora  nei  dne  membri  di  questa  equazione  aumenta- 
re la  j'  di  J  ,  s*  avrà 


d-I.ilH-d^^.^H-ec 

jt     a  3cy     * 


Lo  Stesso  Teorema  ci  dà 


^'    a. 3 


ec. 


e  quindi 

•4-^  w.—— j*a  >-<. — H*ec. 

**    a  jf*»     a 

;c*    2.3    • 

S'avverta  che  P  tiene  luogo  di  F(^,jy). 

]\Ia  questi  due  sviluppi^  debbono  essere  identici}  dunque 

d*>— ^  =  d*^-^ .  Si  ricava  di  qui 


a 


;r*jf*  j*** 


ec. 


TO/TZ.    //. 
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Se  cioè  si  deve  fare  un  certo  numero  di-  volte  un*  opera- 
zione di  derivazione  rapporto  a  piii  variabili,  è  ìudifferente  T or- 
dine che  deve  tenersi  nel  fare  queste  operazioni;  si  può  inco- 
minciare dal  fare  le  derivazioni  rapporto  ad  una  variabile  per  uu 
certo  numero  di  volte  >  poi  passare  alle  derivazioni  rapporto  all' 
altra  variabile,  quindi  tornare  a  derivare  rapporto  alla  prima ^  e 
viceversa  ia  queir  qrdinc  che  più  ci  piace .. 

Per  esempio,  sia  z  =  3» j/  ^-^'  ^ 4,^' ,  ed  avremo- 
cv-i'  derivando  rapporto  ad  j/.  il  valòje  di  d*^.  Ora 

à^^x  =  6y  -f  240?;  dunque-  d}^  =  6. 

Nella  stessa  guisa  dovendo  essere  cZ^^  =  d'^,  prendiamo.^ 
lei  seconda  derivata  rapporto  ad  a?  di 

^f  =  3^"  —  Z%  r  ed  avremo  d^^  =  6 ,»  ciò  cBe  vetiiica-  q^pan^ 

to  il  Teorema  stabilisce. 

Per  poco  che  si  ponga  mente  ai  due  sviluppi  superiori ,  ve- 
dremo che  esseada  z  una  funzione  di  due  variabili ,  essa  ha  due 

derivate  del  primo  ordine  >  cioè  d^,  dr;  tre  del  secondo  >  cioè: 

^'?  »  ^'5>  ^y  i  quattro  del  terzo,  d^J,  d'^,  d}^^^  d}j,\  e  co- 
sì di  seguito . 

§.  25.  Secondo  gli  stessi  princìpi  adoprati  al  §i  4,  tutta  la 
serie  superiore  che  ci  dà  il  valore  di  F(^h-w,j'H-^)>  eccet- 
tuatone il  primo  termine ,  è  T  aumento  che  riceve  la  funzione 
F(a;,j^)  in  virtù  dei  due  aumenti  co  e  •  indipendenti  fra  di  lo- 
ro, ed  appartenenti  alle  due  variabili  x^y. 

Questo  aumento  si  chiama  la  Differenza  di  F(a::,j'),  ed 
i  termini  che  compongono  questa  differenza,  astraendo  dai  divi- 
sori numerici ,  chiamansi  Differenziali  Parziali  di  quelT  ordi- 
ne,  indicato  dal  rango  che  occupano  nella  differenza  medesima: 

F  F 

così  d^  w ,  dy  fl  sono  due  differenziali  parziali  del  primo  ordine  : 

F  F  F 

<i*;^u)*,  d^ji.wS,  d'p.^^  sono  tre  diifcrenziali  parziali  del  secon- 
do  ordine  ,  e  così  di  seguito . 
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Scrivendo  ora  questi  termini  con  Y  algoritmo  differenziale  , 
cioè  ponendo  dx  per  co  ,  e  dy  per  ù ,  e  cangiando  la  caratteri- 
stica delle  xìerivate  nella  cai'atteristica  dei  differenziali ,   avremo 

rappresentati  da  (— )da;,  {^-)dy 

i  due  differenziali  parziali  del  primo  ordine,^ 

i  tre  diHbrenziali  parziali  del  secondo  ordine ,  «  così  di  seguito . 

Sia  per  esempio  z  =  v^  (  a*  — -x*  — y  ) ,  ed  avxemo  i  due  dif- 
ferenziali parziali  del  primo  ordine 

i  —  ^dx  — 5^^ 

i   tre  differenziali  parziali  del  secondo 


(  £l.\  dxdv  —         -  ìcydxdy 

^dxdy^  -^         -•(-»»->•-*')♦ 

e  cosi  di  seguito . 

Avvertiamo  anche  una  volta  cbe  nelle  eifpressioni  come 

4 

(-^),  il  divisore  dxdy  non  solo  ci  indica  che  il  differenziale 

secondo  di  z  deve  esser  divìso  per  il  prodotto  dxdy;  ma  an- 
cora che  questo  stesso  differenziale  secondo  deve  esser  preso 
differenziando  una  volta  rappoito  ad  se,  ed  una  rapporto  ad  y. 

Data  adunque  una  funzione  z  delle  due  variabili  x  ^y  in- 
dipendenti fra  di  lóro  j  £icendo  aumentare  x  della  quantità  dx  > 
ed  y  della  quantità  d[y>  avremo 


5» 
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ec. 


i%  \  j^    e  dz 


§.  26   Noi  abbiamo  detto  che  i  termini  {^)dx^{—)dy^  si 

chiamano  i  differenziali  parziali  di  z  del  prìmo  ordine  9  il  prima 

rapporto  ad  a?  9  ed  il  secondo  rapporto  ad  y  :  alla  somma  dei 

due  diUTerenziali  parziali  del  primo  ordine  si  dà  il  nome  di  Dif- 

ferenziale  totale  del  primo  ordine  >  e  s*  indica  semplicemente 

dz  \  J_      .    fdz 


per  dz\  di  modo  che  si  ha  dz  =1  {j-) dx ^h {j^) dy . 

»  Dunque  per  avere  il  differenziale  totale  del  primo  ordi- 
f  9  ne  di  una  quantità  z  >  funzione  di  due  variabili  indipendenti  > 
^,  converrà  prendere  i  differenziali  parziali  del  primo  ordine  del- 
»  la  stessa  z  9  e  sommarli  9, . 

Se  la  differenziale  totale' del  primo  ordine  della  quantità  z 
si  differenzia  prima  per  rapporto  ad  x ,  poi  per  rapporto  ad  y , 
e  se  si  sommano  i  due  differenziali  parziali  della  stessa  dz^  s'a- 
vrà la  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  dz  che  s'indiche- 
rà per  ddzy  ovvero  per  d'z\  e  questa  sarà  la  differenziale  to- 
tale del  secondo  ordine  della  quantità  z . 

La  differenziale  totale  del  secondo  ordine  sarà  dunque  co- 
sì espressa 

d'z  =  (£i)dx'^^{^)dxdj  H-  (pdf. 

Egualmente  troveremo  il  differenziale  totale  del  terzo  or- 
dine : 

d'2  =  {0)d*'H-3(i^)rf*V^H-3(i^.)<i«<i/H-(0)<i/i 
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ed  in  generale  il  differenziale  totale  dell*  ordine  m      ^  sarà 


•      •      •      •      • 


<?, 


Dopo  tutto  questo  è  facile  vedere  che  potremo  mettere  lo 
sviluppo  superiore  (  §.  25  )  sotto  questa  forma  più  semplice 

2  2.3  2.3.4  d-Y* — m 

intendendo  per  dzy  d^Zy  d^z  eCf  i  differenziali  totali  del  primo, 
secondo j  terzo  ec  ordine,    de!  m.      ordine 

Si  riconosce  ora  la  necessità  del  simbolo  (^)  per  indicare 
('((iJ^    il  differenziale  di  z  presa  solamente  rapporto  ad  o^i  e  diviso  per 
dx  :  senza  quelle  due  parentesi  ^  lo  avremmo  confuso  col  rap- 
porto del  differenziale  totale  di  z  9  all'  aumento  indeterminato  di 
0?;  di  modo  che  essendo  dz=;=  (^)dx ^(^)dyy  si  ha 

g  =  ^ilL__i*_!_  =  (^^)  ^ (g).g,  ove  dy  :  <f«  è  il  rappor- 

to  dei  due  aumenti  indeterminati  delle  variabili  x  ed  y . 

Le  due  espressioni  (^),^  sono  adunque   diversissime  fra 

loro  :  la  seconda  esprimp  il  vero  rapporto  fra  le  due  quantità 
dz  e  dxi  mentre  la  prima  è  una  espressione  simbolica  la  quale 
non  contiene  in  sostanza  dx  >  poiché  questi  è  destinato  a  svani- 
re ad  operazione  eseguita . 

Riprendendo  Y  esempio  del  §.  antecedente  nel  quale  abbiam 
fatto  z^=y/{a  —  a?*  —  y^)>  s' avrà  il  differenziale  totale  del  pri- 
mo ordine 

dz  = ""J^ >*L^ : 

quello  del  secondo 
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troverebbe  il  differenziale  totale  terzo  ec. 

§.   27.  -Da  ciò   che  abbiam   dimostrato  .al  §■  24-,  risalta 

(  i^  )  =  (  -^  )  »  vale  a  dire  la  differenziale  parziale  di  z  pre- 

dxdy  dydx 

sa  prima  per  rapporto  ad  or,  poi  per  rapporto  ad  j^,  è  la  me- 
desima cosa  che  la  differenziale  parziale  presa  prima  per  rappor- 
to ad  ^ ,  poi  per  rapporto  ad  a?  ;  e  che  in  generale 

,,  Vale  a  dire  che  per  avere  il  differenziale  parziale  (toh- 

„  n'^^^  della  funzione  z,  preso  m  volte  rapporto  ad  x^  ed  rz 
,,  rapporto  ad  y  ,  possiam  seguire  queir  ordine  che  più  ci  pia- 
„  ce  :  possiam  differenziare  un  certo  numero  di  volte  rapporto 
„  ad  a7>  quindi  un  certo  numero  di  volte  rapporto  ad  j';  torna- 
„  re  poi  a  differenziare  rapporto  ad  a:  ^  in  queir  ordine  che  a 
„  noi  piace  ^  purché  alla  fine  le  differenziazioni  rapi^oito  ad  a? 
„  siano  di  numero  to,  e  quelle  rapporto  ad  y  di  numero  n  ., . 

Rammentiamo  che  le  espressioni  come  ( ^  )  sono  cspres- 

dx    dy 

sioni  simboliche ,  te  quali  rappresentano  delle  funzioni  di  a?  e  di 
y^  e  debbono  riguardarsi  come  noù  contenenti  in  modo  alcuno 
dee  0  dy  i  così  qualunque  operazione  che  debba  farsi  sopra  di 
esse  >  non  può  rigu^dare  quei  due  aumenti  indeterminati  dx 
e  dy. 

Siccome  tanto  (^)  differenziato  rapporto  ad  j^  e  diviso  per 
c?y,che(^)  differenziato  rapporto  ad  a;  e  diviso  per  dx  porta- 

dy 

no  allo  stesso  risultato,  poiché  {j^)^=  Ìjy''^^  quindi  è  che  se 
indicando  per  P  e  Q  due  funzioni  di  x  e  di  ^  ^  debb'  essere 
P  =  (^)>  e  Q  =  (  J) ,  fra  P  e  Q  sussisterà  questa  relaziona 
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(  ^  )  =  (  Ì5^  ) .  la  generale ,  siccome  tanto  ( ?  )  differenziato  p 

dx    dy  ^ 

volte  rapporto  ad  x  ^  g  volte  rapporto  ad  j^  e  diviso  per 

it-        Ù'  jP"^^ 

dx  dy  y  che  (z—^^\  differenziata  n  volte  rapporta  ad  oir  n  vol- 

ds?  dy 

te  rapporta  ad  j  e  diviso  per 

dx  dy    portano  lo  stesso  rfsultato,  poiché 

^ ?  )  =  (^ ^-\  :  quindi  è  che  indicando  per 

dxVdxf'dy'l     ^  ^    d^f dyUx"^ dy""     ^ 

ì 


dx'^dy^ 


/■^^ 


e  Q  ==  ( ^  )  )  sussisterà:  fra.  P  e  Q  questa  relazione 

dx  dy- 


Acciò  dunque  una  espressione  Pda? -s*  QcTy  possa  esser  pre- 
sa per  una  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  una  funzio- 
ne z  >  cioè  possa  esser  presa  per 

{—)dx^{ji)dyy  converrà  che  f ra  P  e  Q  sia  questa  relazione 

^7y^~^Tx>' 

acciò'  una  espressione  Vdx^  •+•  Qdxdy  -h  'Sdy^  possa  essere  pre- 
sa per  una  differenziale  totale  del  secondo  ordine  di  una  quan- 
tità z  >  cioè  per 

{'^^) dx^  ^  2  {^^) dxdy  ^  (^^) dy%  converrà  che  fra  P,Q, 
R  vi  siano  le  relazioni  espresse  da  queste  equazioni 

(  ^  \  — =±ri?"\ 

^   dy   ^  'ì^  dx^ 
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Se  poi  volessero  trovarsi  le  relazioni  affinchè 

PJjc*  H*  Qdxdy  H*  KcZy^  fosse  una  differenziale  esatta  di  una  fun- 
zione differenziale  del  primo  ordine ,  ecco  come  faremo . 

Sia  Mdx  H*  Nffy  la  funzione  differenziale  del  primo  ordine 
di  cui  Pdir*  H-  Qdxdy  ^  Rcfy*  debb'  essere  la  differenziale  ;  il 
differenziale  totale  di  Mdx^'Ndy  è 


(^fjdx'^{{'^)  ^  {f^)}dxdy  H-  (^)flr/:   dovrà   dunque 
essere  P  c=  (^),  Q=.(f  ),  R  =  (^)  h-  (^);  e  siccome 


1// ^        ^  dxdy^''  ^  dx"^^        ^dydx*^'   ^  dxdy'         ^dydxdy^      •     ^  rf»V> 

sarà  dunque  (4-f)-H  (^)  =  (  j^)  T  equazion  di  condizione, 

la  quale  deve  sussistere  tra  i  coefficienti  P  ,  Q ,  R  . 

Nella  stessa  maniera  si  potrebbero  trovare  le  relazioni  che 
debbono  aver  luogo  fra  P  ^  Q  >  R  ^  S  ^  acciò  la  funzione  differen- 
ziale Pdjc'  H-  Qdx^dy  h-  Rdardy*  H*  Srfy^  sia  una  differenziale 
totale  del  terzo  ordine  di  una  quantità  z^  ovvero  acciò  possa 
quest'  espressione  prendersi  per 

(j-^)<?*"H-3(;^)rf«-<&-)-3(^)<f/d-«-4-(^:)jy. 

e  così  di  seguito . 

Per  esempio  T  espressione 

è  una  differenziale  totale  del  secondo  ordine  >  poiché  ponendo 

p y^  -a^  rv g*Jt  T> x^  —  d^ 

stano  soddisfatte  le  suddette  equazioni  di  condizione  >  come  è  fa- 
cile convincersi  facendo  il  calcolo. 

§.  28.  Sia  z  una  funzione  delle  variabili  x^y  indipendenti 
fra  loro  >  data  per  una  equazione  V  =  o ,  essendo  V  una  funzio- 
ne in  Xy  y  e  z.  Noi  abbiamo  veduto  (  §.  ao  )  che  sussistendo 
r  equazione  V  =  o,   sussiste  insieme  con  essa  l'equazione  dif- 


re- 
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ferenzkie  del  primo  ordine 


rfVx      T.         .       ,SV-.fd% 


la  quale  si  otciene  diffeienziando  la  proposta  nella  supposiziono 
di  y  costante^  rsnpposizìooe  legittima  poiché  x  ed  y  essendo  in- 
dipendenti >  una  non  risente  la  variazione  ^11'  altra  :  questa  e- 
quazicnro  «i  «chiama  il  «differenziale  ftamale  deir  equazione  V  =  o 
preso  rìgnardo  ad  x . 

Egualmente  Y  =  o  dà  orìgine  all'altra  «quazìooe  difTeren- 
ziale  parziale  tdel  primo  ordine  riguardò  ad  jf  ^  oioè 

■         J 

hanno  .adanqoe  Inogo  o  sussìstono  sello  ■stèsso  tempo  queste  tre 
equazioni 

(i)==o 

sussisterà  dunque  ancora  una  combinazioim  ,4}u^i)iiqne  de}I^  me- 
d$^in9ij6  equaziooi .  '.        .  j 

gommando  !a  «esondai  e  la  T^rz^  «q]|azioxte>  s'avrà 

(i)H-(a)  =  o,  cjpè 


{(S)-^(S)(S)><f»H-{(^)-^(g)(^)><f>  =  o  , 

che  è  r  equazione  differenziale  totale  di  V  =  o  ,  cioè  «TV  =  o .  '^  j 

Di  qui  si  ricava  questo  Teorema»  /  i 

„  Data  r  equazione  V  =  o  fra  tre  variabili  x^yjZ  di  cui  ! 

,,  una,  per  esempio  z^  è  considerata  funziona  delle  altre  due,  es- 
>>  sendo  queste  indipendenti  fra  loro,  se  prendiamo  la  differen-  ; 

„  ziale  parziale,  di  V  facendo  variare  x  y  e  Y  eguagliamo  a  ze-  • 

„  ro ,  se  preadiamo  la  differenziale  facendo  var;ìare  ^  >  e  T  e*- 
V  guagliamo  a  zero ,  ed  in  fine  sommiamo  le  differenziali  par- 
„  ziali  che  equivale  a  dire,  prendiamo  la  differenziale  totale 
,,  facendo  tutto  vaiiare  e  V  eguagliamo  a  zero,  avremo  tre  Cr 
,9  quazioni 

Tom.  TI  H 
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M  le  quali  eassisteraoGio  e4  «tvjcatuio.  Inogoììqsioaie  c#n-  là  daia 

Siccome  poi  z  h  t»nàJ  fopione^  di  «^ -e  éi'yy  il.aae  differen- 
ziale totale  sarà.  (  §^.  a5  ), 

dz  =  {^) dx  '^  {— ) (fy a  &  facenda  questa  sogtìtBzioae  nell*  e- 

qvazioae  qui  sopra  trovat» 
(  I  )  H*  ( 2i  )  =  o,  s'  avrà 


r  t 


COSÌ  la  differenziale  totale  dell*  equazione  V  =  Oy  è  come  si  v«* 
de>  la  sómma  dei  differenziali  parziali  di  V  per  rapporto  ^à.^x% 
ad  j^  >  e  a  js ,  (  considerate  queste  variabili  come  indipendenti  fri 
loro  )  egnagliata  a  zero.  .  ^ 

iSe  si  dimanda  il  differenziale  totale  dell*  equazione  alia  sfe- 
ra (a:  — a)*H-(>~^&)^-H-(2;  — cy  — r  ===0,.  ^  farà  V  = 
(a;_a)^H^(^  — 6)*H-(2i  — e)'  — r%,  quindi  ^^ 


•  > 


^    f   J  ....       t  #  1  I 

(g)!<fei=à(2J  — e)J2;> 


I 


/    •   > 


e   la  «somma  di   queste.  differenziaK:  pai!zi ali  ts  (4:  —  a^dìx 
'9i{^y'^ — h^dy-^'^^z — e.)dì&.=  Q>  sarà  la  ricercata  differenzia- 
le totale 

§.  ap  Tutte  le  equazioni  che  possono?  ottenersi  combinane 
do  in  qualunque  maniera  le  tre  equazioai 
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(0---{^.)-^-(^)(r:)  = 


dx^         ^  dz^  ^  dx 
dV\     /  /rfV N  / dz 


\ 


si  chiamano  equazioni  a  Differenziali  Parziali  del  Primo  Or- 
dine; così  a  qualun(|a'e  equazione  proposta ,  la  quale  contenga 

r^\  t^\    si  dà  il  nome  d'equazione  a  differenziali  parziali,  poi- 

che  può  considerarsi  come  risultante  dalla  combinazione  di  quel- 

le  tre,  ■  .      .     " 

Le  combinaziofii  che  possono  fersì  con  le  suddette  tre  equa- 
zioni sono  infinite  di  numero  ;  noi  però ,  oltre  quella  chi  ci  ha 
dati  i  difièrenziali  totali,  non  ne  considereremo  che  due. 

1*.  Se'  l'equazione  V  =  ocontiene  <iue  costanti  qualunque 
fl, è  potremo  sempre  per  mezzo  di  e^a  e  dell'equazioni  (1), 
(2)  da  essa  dedotte,  eliminare _le.  dette  costanti,  ed  ottenere  un' 
equazione  ai  differenziali  parziali  che  non  contenga  alcuna  trac- 
cia di  quelle  costanti  medesime. 
Per  esempio  V  equazioiK 

•CI  da  '; 


I  e  •  • 


d% 

dx 

dt 


ed  eliminando  per  mezzo  «ella  seconda  ei  della.ter^a  25--€-,  ar 

0  ♦ 

vremo  (a— «')(^) -+(>--*) (7^)=  ó  che  è  una  equazione 

del  primo  ordine  ai  differenziali'  parziali-,  nella  quale  non  si  tro- 
vano più  le  costanti  e  ^  r.  . 

Quest'  ultima  equazione  è  molto  più  generale  che  (oc  ^ — 
ay^{y — bf-rhi^ — ^y  —  '**T=o»  poiché  questa  dipende  dai 
valori  di  e  e  di  r,  mentre  1*  altra  tìe  è  indipendente . 

a*.  Se  r  equazione  V  =  o  contiene  oltre  le  variabili  x ,  y  i 
z  una  funzione  ^(p)  determinata  o  indeterminata  della  quanti- 
tà p  ancora  essa  funzione  di  «,jy,2i,  si  potranno  sempre  per  mez- 
zo di  V  =  o ,  e  delle  equazioni 
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(  (f>  tiene  luogo  di  pp  ) ,  la  prima  delle  quali,  è  il  diiFéiénzià» 
le  parziale  di  V  =  o  rapporto,  ad.  a?  e  diviso,  per  dx^:  e  la  se- 
conda è  il  differenziate  parziale  rapporto,  ad  y  e  diviso:  per  dyr 

si  potranna  eliminare  le  due  quantità.  p{p)  ^*  {^)r  ^  si:  otter- 
rà un'equazione  ai  difFèrenziali  parziali  del  primor  ordine^>,  là 
qxiale  non  conterrà-  piiì  traccia  alicoua  della  funzione  >  e*  sarà,  per-^ 
QÌHk  indipendente  da  essa  • 

Per  esempia»  onde  eliminare*  dair  equaaiòne* 

t  -^  yp{x^  ^ y*)  -+  «y  =  o"  la  funzione  ?>(**-hjf^)^  se  ne: 
prendano  i  diflerenziali  par*iaU  primi ,.  ed  avcetnoj  qnest'  altre 
due  equazjcini  (  $i  pone  p  per  a?*  ^y*  ) 

per  mezza  delle;  quali  6;  della:  proposta  >.  otterremoi 

in  cn£  noa  si  troyai  più:  lai  fanziionéi-  ^(«*  HrJ?'  )•• 

§.  30.  Noi  abbiama  4èttO'  a!  §;  a8  che  sussistendo,  fra-  le  tre- 
variabili  a7,j^  ^z-  una  eqttózìone;  qtialimqire  V ±=o,,  bannot  luo- 
go «  sussistono  insìepip-  con:  essi  ì&  dufi:  eqtuuEÌonl 

Ora  ciascuna  di  queste-  due-  equazioni*  puà  diffèrenziarsi  e- 
rapporto  ^  ce  0  rapporta  ad  y  :  così  avendo»  luogo  o  sussisten- 
do r  equazioni  (  r  )  ,  (  a  )  >  sassisteranna  anche  1&  quattro,  equazio- 
ni ch«  si  potrebbero  da  esse  ottenere  :  queste  quattro  equazioni 
sono  :      *  ^ 
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!*•  Il  difFerenzialtf  parziale-  della  prima  equazione  rapporto 
ad  X  :  a*,  il  diiFercnziale  parziale  della  medesima  equazione  rap- 
porto ad  y  :  3*.  il  diflferenziale  parziale  della  seconda  equazione 
rapporto  ad  x  :  4*^  it  difFéreozisde  parziale  della  medesima  rap- 
porto ad  y  .  Di  queste:  quattra  equa2;iòni:  la  a*,  e  la  3*.  sono  iden- 
ticamente la  stessa;  cosa:  >.  poiché  ciascuna  di-  esse-  è  il  differenzia- 
le secondo,  di  V  =  a  presa  una  volta  per  rapporto  ad  a? ,  ed 
una  per  rapporto^  ad  y  ;:  la  i  •.  è  il  differenziale  del  secondo  or- 
dine di  V  =  o  presa  due  volte-  rapporto  ad- atì  e  là  4*.  è  il  dif- 
feirenziale  del  secondo  ordine  della  stessa  V  =  q  preso  due  vol- 
te rapporta  ad  jf . 

Dunque-  sussistendo  fra  le  variabiG  x^y  rZ-  una  equazione 
V  =  o  ^  sussisteranno,  anche  ne!  medes^imo  tempo  le  due  equa- 
zioni che  esprimono,  i  suoi  différenziari  parziali  del  primo  ordi- 
ne,, e.  le  tre  equazioni  che  esprimono-  ì  suoi  differenziali  par- 
ziali del  secondo^  ordine . 

IT  medesima  ragiònamenta  ci  conduce-  a  questo^  Teorema 
Generale  V 

,v  Sussistendo  fra  tre  variabili  x^y  rZ-  una  qualunque  equa- 
yy  zione  V  7=  Q  ),  sussisterà  ed  avrà  luogo*  iusìeme*  con.  essa  un 


esiW9 


yy  di  lei  différenziialè  parziale  qualunque  d§ir ordine  {m^n) 
ry  preso  m  volte  rapporto  ad  a?  ed  n  volte  rapporto  ad  j/  ,, . 

Tutte  queste*  equazioni. 9  differenziali  parziali,  lie  quali  sus* 
sistono»  insieme  con  T'equazionc^  V=.o^  da  cui  dipendono  >  ap- 
partengono, in  cfwisegucnza  alla  medbsima  relazione  di  variabi- 
li ,  e  possono»  nella,  soluzione-  dei  Problemi  tenere  il  di  lei  luogo  . 

Le  combinazióni  ancora  che  possòna  farsi  con:  queste  equa- 
zioni (  e  che  si  chiamano  Equazioni  a  Differenze  Parziali  del 

primo  Ordine'  se  contengono  (~)>  ovvero  (j?);  del  Secondo  se 

Gontengeno>  (J!?),,ovvera(^y.),.  ovvero  ( -7)»  e  così  di  segui- 

to>  )  sono,  equazioni  che  sus^stono  ancora  esse  nello  stesso  tem- 
po che,  sussiste  V  =  o . 

E  fàcile  concepire*  che-  qneste  combinazioni  sono  infinite  di 
numero  secondo»  T  arbitrio  del  Geometra  :  ma  non  se  ne  consi- 
derano ordinariamente  che  di  tre  sorte  :  cioè  quelle  che  ci  dan- 
no le  equazioni  differenziali  totali  :  quelle  che  ci  danno  Y  climi* 


> 
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^    •  *    '> 


nazione  delle  costanti  ;  «  -qnellc  ohe  ci  danno  V  eliminazione  del- 
le funzioni  ;  anzi  soltanto  la  considerazione  di  queste  ultime  è 
di  qualche  vantaggio ,  Y  altra  essendo  piuttosto  una  sterile  com- 
binazione analitica  >e  niente  più . 

Riprenderemo  questa  Teoria  nel  Calcolo  Int,egrale,  nel  qua- 
le principalmente  essa  ha  la  sua  applicstzione . 

§31.  Dopo  ciò  che  noi  abbiamo  detto  sopra  le  funzioni 
di  due  variabili ,  sarà  facile  trattare  delle  funzioni  di  qualunque 
numero  di  variabili . 

Sia  dunque  z  uaa  funzione  di  quante  si  vogliono  variabili 
^  yy  jUyt  ec.  ^  indipendenti  fra  loro  :  è  schiaro  che  essa  potrà 

differenziarsi  rapporto  a  ciascuna  di  queste  variabili;  che  (—)dx^ 
^T^^y^  ( X ) ^^ >  i^)dt  jcc.^  saranno  i  differenziali  parziali  pri- 

■^r  ••^F  jUw 

mi  di  essa;  ^  che 


(^^^-^i",)ày^^T^^^-^Vj.)àt-^  ec. 


^ggi'^g^to  dei  diffei^nziaii  primi  9  sarà  il  differenziale  totale  del- 
la stessa  z  che  noi  indicheremo  per  dz^^  avremo 

^^  =  (f:M^-f.(g)d[y-f.(g)dr.H-(f)c?^H-cc. 
Per  esempio ,  faceado  5;  =  V  (  «"-H-j*  *-t-  «*  )^  •  avuemo 


rf» ^  ^^ »^*         .  {^*\A>^ 9^y 


(—\dx  —  ***  f  —  Wv 

{fi)du  =  __-?^5_--,  e  quindi 

Ora  siccome  le  variabili  w^y^u^t  ec.>  sono  indipenden- 
ti >  e  la  variazione  di  una  non  influisce  sopra  le  altre  >  quindi 
è  che  si  potranno  considerare  variabili  quelle  che  ci  piace  ^  ri- 
guardando nello  stesso  tempo  le  altre  come  costanti  rapporto  ed 
esse  :  sarà  dunque  per  ciò  che  è  detto  ai  §$*  &4  ^  27  ^ 

/  d*z  \  f   d*z   \ 

^  dxdy  ^         ^  dydx  ^      . 

^  dxdié  ^         ^  dudx  ' 
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CO.        ec. 

ec.        ce.  .     ,  ,     , 

Acciò  dunque  T  espressione  y 


nella  quale  P,Q,R,S  ec,  sono  funzioni  di  a2,^,«,f  ec,  pòs- 
sa essere  presa  per  it  differenziale  completo  dz  di  una-  funzio- 
ne z  delle  stesse  variabili,  possa  esser  presa  cioè  per 

converta  che  fra  P ,  Q ,  R  ec.  y  abbiaasi  qnest'  equazioni  di  con^ 
dizione 


(^..)  =  ("4)ec:,. 


rf/  '^  ^  d» 


Noi  abbiamo  veduto  al'  §.  28  che  se  V  ==  o  esprime  una 
equazione  fra  00  yy  ^Zy 

(g)c£«H-(y^)d>H-(^)tfo  =  o,  (che  è  T  aggregato  dei  dif- 

ferenziali  parziali  di  V  eguagliato  a  zero  )  rappresenta  il  diffe- 
renziale totale  della  medesima  equazione  V==o. 

Dunque  acciò  una  equazione  Vdx^  Qd[y  H*Rc£2;p=o  pos- 
sa èssere  considerata  come  il  diiferenzlale  totale  di  una  equazio- 


64  MATEMATICA     Sygt  I  AI  r 

ne  V  =  o,  essendo  V  nna  funzione  delle  variabili  ^^y^Zf  con-» 
-  verrà  che  fra  i  di  lei  coefficienti  P ,  Q ,  R  si  .ahbiaino  queste  tré 
equazioni 

(i)={g),(£)=(-),(g)=(5). 

Essendo  z  una  funzione  delle  variabili  x^y^u^t  ^gd.^  rse 
il  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  2^  cioè 


si  differenzia  prima  per  rapporto  ad  Xy  avremo 


se  lo  Stesso  differenziale  totale  del  primo  ordine  si  differenzia 
e  rapporto  ad  y .,  e  rapporto  ad  «  ec.  ^  e  si  sommano  i  risultati 
di  tutte  queste  .differenziazioni  >  avremo  V  espressione 

'* 

2  {~)dydu^^ec.^\*  {j^)du  -+  ec.  h-  ec. 

che  sarà  il  .differenziale  totale  :del  secondo  ordine  di  z ,  funzio- 
ne di  quante  si  vogliono  variabili  x^y  yU  ec.  Questo  differen- 
ziale totale  del  secondo  ordine  differenziato  rapporto  a  ciascu- 
na variabile ,  e  sommatine  i  risultati  i  ei  dà  il  idiffecenziale  tor 
tale  del  terzo  ordine,  e  i^osì  di  seguito . 

Noi  crediamo  inutile  di  trattenerci  di  piij  «  daw  Je  formu- 
le generali  per  i  diffibrenziali  totali  delle  funzioni  di  «qualunque 
numero  di  variabili^  poiché  queste  possono  dedursi  .da  quanto 
abbiam  .detto  qui  sopra,  ed  ai  §§.  so  ,  27. 

§.  32.  Sia  ora  z  una  funzione  implicita  di  quante -si  svoglio- 
no variabili  x^y^u^t  ec.>  data  cioè  per  l\€quazione  V.c=o,  es- 
sendo V  una  funzione  qualunque  di  x^y.^u^t  ec.y  z. 

Siccome  fra  ratte  queste  y ariaUli  si  ha  uua  sol*  .eq^ia^ioxie  ^ 
così  una  dì  €sse^  la  -z  per  esemjóo^  è  determinata  pier  mezzo 
di  tutte  le  altre ^  i  valori  .delle  ^uali  xestano  al  «ostro  arbitrio. 
Dunque  V  equazione  V  =  o  sussisterà  per  tutti  i  valori  possibi- 
li che  possono  darsi  alle  variabili  x^y^u^ttc^ìe  quali  si  con- 
sMerano  indipendenti  fra  loro  9  o  tali  che  una  non  risente  la  va- 
ria/ione deir  altra . 
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Segue  di  qui  che  considerando  la  sola  a:;/ variabile  >  e  le 
altre  costami  >  Y  equazione  V  =  a  €Ì  condupc  ad  un'  altra  e- 
quazìone  (  §.  so.  ) 

che  è  il  differenziale  parziale  del  .primo  ordine  di  essa  rappor- 
to ad  a;  ;  egualmente  insieme  oon  V  =0 -sussisteranno  ancora  gli 
altri  differenziali  parziali  del  primo  ordine  e  rapporto  ad  ^  « 
rapporto  ad  u  e  rapporto  a  t  ec.^  cioè 


(S)(è-)A=o 


ec. 


ec. 


ce. 


Differenziando  questi  differenziali  parziali  primi  >  s' avran- 
no i  differenziali  parziali  del  secondo  ordine  t)he  saranno  altret- 
tante equazioni  che  sussisteranno  insieme  con  la  proposta  ;  e  que* 
ste  di  nuovo  dififerenziate-^  ci  daranno  i  diflèiienziali  parziali  ter- 
zi >  e  così  di  seguito. 

In  generale  sussistendo  una  equazione  V  =s  o  fra  un  qua- 
lunque nùmero  di  variabili  x  ^y  yU{t  eo.>  e  2;,  sussiste  insieme 
con  essa  un  di  lei  idiflbrenziale  parziale  di  qualunque  ordine  {m^ 

n^l^h^ ec.  )  ''^  ^  preso  m  volte  rapporto  ad  a? >  ;z  rappor- 
to ad  j^  )  Z  rapporto  uà  ji  j  h  rapporto  a  f  ec. 

Non'  solo  tptte  queste  equazioni  che  sono  i  differenziali  par- 
ziali >  ma  ancora  tutte  le  combinazioni  che  di  esse  posson  farsi , 
sono  equazioni  che  sussìstono  insieme  con  la  proposta  Y  =  o  ; 
così  i  differenziali  totali  di  primo  >  di.  secondo  )  di  terzo  ec.  or- 
dine formano  tante 'equazioni  che  sussistono  ed  hanno  Ipogo  in- 
sieme con  la  medesima  .  y 

Sommando  tutti  i  differenziali  parziali  del  primo  ordine  qui 
sopra  trovati ,  si  ha 
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che  sarà  il  differenziale  totale  .del  primo  ordine  di  V=  o  • 
Ora  ia  osserva  ehe 

duaque  questo  differenziale  totale  potrà  essere  anche  rappresen- 
tato dair  equazione 


Per  avere  cioè  ,,  il  differenziale  totale  primo  di  una  qua- 
>  lunque  equazione  V  =  o^  nelloè  quale  il  primo  membro- è  {mu 
y  zione  delle  variabili  x^y^u^tyZ  ec. ,  conviene*  eguagliare  a, 
,szero  la-^omraa  di  tatti  i  differenziali,  parziali  di  esso  >.  presi 
,  Felativameate  a  cias<"una.  variabile  (  z  inclnsive  ),  come  se  que- 
,  ste  fossero  indipendenti  fra  Iòro.i>. 

Essendo  adunque  proposta  un'equazione  differenziale- di  que- 
sta forma. 


acciò  essa  sia  il  differenziale  totalfc  primo  esatto- di  una  equazió- 
ne V  =  o  fra  le  variabili  XyyiUtttZ  ec.  ì.  conrerrà  che  fra  i 

"suoi  coefficienti  P,Q,R  ec,  si  abbiano  queste  equazioni' di  eoiiv 

.  dizione. 

(f  )  =  (f  )  e«.  • 

Egualmente  trovando  le  formule  clie  esprfmono  i  diifercn- 
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ziaK  totali  degli  ordini  superiori,  si  potrebbero  avere  facilniea- 
te  le  equazioni  di  condizione^  perchè  delle  espressioni  difTeren* 
ziali  proposte ,  fossero  differenziali  totali  esatte . 

§.  33.  OltBC  le  ODOibinazioni  delle  equazioni  a.  differenze  par- 
ziali, le  -quali  ci  danno  i  differenziali  totali,  se  ne  fauno  anco- 
ra delle  altre  e  per  r^lioiinazione  delle  costanti ,  e  per  V  climi- 
nazione  delle  funzioni  ;  nei  mostreremo  tutto  questo^  nei  differen- 
ziali parziali  del  primo  ordine ,  riserbandòci ,  come  abbiamo  det« 
to  (  §.  30.  )  a  parlarne  più  estesamente  i^el  Calcolo  lntegr?le . 

Le  equazioni  cbe  rappresentano  i  differenziali  parziali  del 
prime  ordine  >  divise  respetti vamente  per  dx^  dy^  duj  de  ec. , 
insieme  con  la  proposta  formano  il  BCgnrate  sistema  d' equazio* 
ni  siranltanee ,  ^  sussistenti  nello  stesso  tempo  ^^ 

V=io 


(?)-^(^)(rJ  =  ^ 


« 

ce.  ec 

Si  hanno  adunque  tante  eqùazioói  c^attte  wno  le  cambili 
00  'iy  ^U'^t  ec. ,  z .  Siano  queste  variabili  di  numero  n ,  ed  a- 
vremo  n  equazioni  che  sussistono  nello  steséo  tempo,  o  che  ap- 
partengono alla  «tessa  relazione  delle  variabili . 

Se  dunque  in  queste  equazioni  si  ritrova  an  numero  n  —  i 
di  quantità  costanti  a  ,  d  ^  v  ec. ,  potranno  queste  eliminarsi  >  e 
potrà  sempre  ottenersi  una  equazione  iti  differenziali  parziali  del 

primo  ordine  in  ix^y^Uyt  ce,  z>  e  (g),(g),(g),(g)  ec, 

^  .  •  . 

la  quale  non  contenga  alcuna  traccia'^  delle  medesime  costanti . 

Qnesta  equazione  apparterrà  alla  stessa  relazione  di  variabili ,  cui 

apparteneva  la  proposta ,   e  sarà  molto  più  generale  di  Jei ,  in 

•  quanto  che  è  indipendente  dal  valore  di  quelle  costanti .  Nelle 
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applicazioni  che  faremo  del  Calcolo  Differenziale  >  vedremo  in 
che  cosa  consiste  la  maggior  generalità  delle  equazioni  differen- 
ziali .  , 

Rapporto  all' eliminazione  delle  funzioni  >.  consideriamo  un*e- 
qnazione  fra  qnattra  variabili  x  tyyUy.Zry  ed una^ funzione  ^(pt 
q  )  determinata  ^  o  indeterminata  di  p  e  di  q ,.  essendo  anche 
queste  quantità  due  funzioni  date.  ixi.  x , y  t^u  y^a  »,  e.  rappresentia- 
mo q^uest' equazione  per 

^ {x yjl ,  u  i  z  r  p (p t^))  =  o. ,,  0  semplicemente  per.  F"=  o . 

^Su&aistendoh  reqnazione  F  ==s o ,,  avranno,  luogo*  insieme  eoa  es- 
sa (  §  3*  )  i-  tre  di;  lei.  differenziali-  parziali:  del!  primo  ordine  ,. 
e  rapporto,  ad.  x.  e  rapporto*  ad  y  e.  rapporto,  ad;  u ,,  avremo  a.» 
dunque  le  quattro.  equa.ziorii. 

F  =  o„  -  .  , 


(S)(£)]}=<'- 


./ 


che  sussisteranno,  nello*  stesso»  tempo<. 

Se  per  mezzo-  di.  queste,  equazioni  elimineremo:  le.  tre  quan- 

I 

titk  pi  (7^)>(^)>  avremo-  nna  equazione- al  differenziali parzia- 
li  del  primo*  ordine  ia,«,j?,«ji,  a»  (^}^,(^)v(^)»: la  quale 

^  WW*  ^^Jt  ••■r- 

non  conterrà  più  la  funzione  (p^  ^  ed'  appa^errà:  alla,  stessa  rela^ 
ziqne  di  variabili,  cui  apparteneva  la  proposta. 

Se  V  equazione  fosse  fra  cinque  variabili  «•  >  j'  5  "  >  w  ,  «  , 
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si  potrebbe  eliminare  da^ essa  nna  funzione  (f>(pyqyr)  delle 
quantità  p  yq^Vy.  fìmzioni  date  di  quelle  variabili  ;  in  generale 
la  funzione  da.  eliminarsi  può  essere  composta!  di  tante  quanti* 
^^  p  i^yT' c& r.  quante  sono  le  variabili  meno  due .. 

Per  eliminare  da  una  equazione  più  di.  una. funzione  y  con- 
verrebbe passare  alle  equazioni  ai  differenziali  parziali  degli  or- 
dini superiori  ;  vedremo,  tutto^  questo,  nel:  Calcolo^  Integralè>  ove 
stabilirema  i  Teoremi  che  determinano  il'  numero;  delle  costanti 
e  delle-  funzioni  che  deve;  contenere-  un*  equazione ,  dalla  qua- 
le per  mezzo  dell!  eliininazionp  di  esse ,  po^sa  considerarsi  come 
ottenuta  un'  altra  equazione  ai  differenziali  parziali  di  un  certo 
ardine.. 


r 

* 


% 


7<5 


1  *'  l 


m  f 


I     II       < 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  JÉD  INTEGRALE  • 

e        A        P.  Ili 


Uso  del  Calcolo  Differenziale 
nelle  Ricerche  di  Pura  Analisi 


I  Svilappe  delle ^ Funziom  in  Serie. 

§•  34*     ny  *^'  abbiamo   veduto  al  §.  5-  che  rappresentan- 
JJ^    do  per  p{^)  una  qualunque  funzione  di  x  > 
è  sempre 

qualunque  sia  la  quantità  9  >  di  cni  è  aumentata  la  ve .  Questa 
formula    serve  a  sviluppare  qualunque   funzione  della  quantità 
a?  H*  ^  »  in  serie  secondo  le  potenza  crescenti  ed  iutiere  di  d .  Es- 
sa è  convergente  quando  fl  <  i .         ' 
Se  ora  facciamo  a^  =  o ,  avremo 


«'(•)  =  ?{o).H-«<^)-»-|(^)-4.ec. 

purché  nei  coefficienti  (i^),(^!5!l)  ec^  ad  operazione  eseguita 

pongasi  zero  invece  di  a?  ;  e  siccome  d  rappresenta  una  quantità 
qualunque  >  così  potremo  rimettere  x  invece  di  0  :  sarà  allora 

purché  I  eseguite  le  differenziazioni  >  si  faccia 
«  =  oin(fp,(0)ec 
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Quest^  ultima  formula  serve  a  sviluppare  iu  serie ,  secondo  le  pp- 
jtenzè  crescenti  ed  intiere-  dì  x y  uoa  qualunque  funzione  ^(^x) 
ài  X. 

Per  fame  alcuno  esempio^  si  cerchi  la.  serie  che  esprime 
A  sen  (  a?  H*  fi  )  secondo  le  potènze  di  fl  • 

La  formula  C*^)  ^^  ^^^^ 


Ora  i  difFérenzian  successivi  dell'  A senx  sono  stati  trovati  al 
§.  14;   sostituendoli  dunque  in  questa  serie,   dopo  averli  divisi* 
per  dòc  >  aviu^ma 

Asen{x^i)==Asenx^ — ^^ f!«l_  H.  ll^tHf^ 

C>— «w)*  2{l— jr*^)»        2.3(1  —  **)'^ 


f 9;r  -  6xn*^     _i_  f  ^  "^  W^^ *  -^  ^»*  )  «!^  ^i^  eC. 


2.3.4(1— »Ji^)*  2.3.4.5(1.— flfx)'*  ' 

Quando  dunque  sarà  conosciuto  Y  arco  'il  cui  seno  è  x , 
91  potrà  trovare  Y  arco  il  cai  seno  è  x  h*  0 ,  se  6  sarà  una  quan- 
tità molto  piccola  per  rendere  la  serie  convergente . 

'  JjSL  serie  (F)  ci  darebbe  Aseax  espresso  per  le  potenze 
crescenti  intiere  di  'x  in  questa  gtaisaì 

Ami                        OJtf 
senx  =  ac  -i--^-  H*^ — H*  ec. 

a. 3        a.3.4>5 

Vogliasi,  per  nn  altro- eSémpicy ,  ridurre  in  wrie  ordinata 

secondo  le  potenze  di  x  là  quantità  a   *      • 

SI  faccia,  per  questo  A  senx  =  2946  si  prendano  i  differen- 


ziali di  a  . 


•      « 


Avremo  (  ponendo  Ioga  =  ^) 


2<^  MATEMATICASUBLIME 


3P'(0)*-I-P(S)> 


ea 


Ora  dal  §.   1 4,  si  ^anno  i  valori  dei  differenziali  tiì  2;  = 
A  sen  X  y  ì  quali  facendo  x  =  0  y  divengono 

dunque  quando  a;  =  o,  avremo  a   =  i,  (^)  =^.'p,  (  j?)  = 


£  perciò  la  serie  licercata  sarà 

Noi  raccamundiamo  ài  nostri  Lettori  4*  esercitarsi  in  questi 
sviluppi ,  al  guai  fine  possono  vedere  il  Gap-  IV.  della  ^conda 
Parte  del  Calcolo  Differenziale  del  Sig.  Baler . 

§  35  Le  due  formule  (E) ,  (F)  che  aUbiamo  date  alj§. 
antecedente  9  finiscono  qnando  alcuno  dì  quei  coefiicienti  diire- 
renziali  è  nullo,  e  lo  sono  ancora  i  differendoli  successivi:  ec- 
cettuato questo  ^caso^  esse  vanno  air  infinito  * 

Ora  facilmente  si  comprende ,  che  comioefterenio  tiu  errore 
nel  fare  tiso  di  una  stìrie  infinita ,  della  quale  si  prenderà  sol- 
tanto un  certo  numero  di  termini  trascurandone  il  restante  >  e 
che  quest*«errore  sarà  tanto  maggiore  9  qnanto  è  più  grande  il  nume- 
ro dei  termini  ^he  si  trascurano  >  'O  quanto  è  minore  il  numero  Ji 
quelli  che  si  ritengono .  Accade  in  molte  ^ricerclie  che  per  quan- 
to la  serie  sia  convergentie ,  è  necessario  tener  conto  approssima- 
tamente di  qnesto  resto ,  o  prescrìverli  i  limiti  entro  ai  qnali  si 
ritrova ,  ^^er  poter  fare  un  rqftto  giudizio  sopra  Y  errore  che  si 
commette  uel  trascurarlo . 
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Per  questo  noi  ci  tratterremo  ad  .esporre  un  infteressantissi- 
nx>  Teorema ,  il  quale  oltre  a  soddisfare  al  bisogno ,  ci  soiiimi- 
iHstra  aDche  la  maniera  di  dare  alle  sene  una  tal  forma  finita 
che  i  ragionamenti  e  le  ponsiderazioni  appartenenti  alle  intiere 
loro  somme  ->  possono  con  tutto  il  rigore  Geometrico  applicarsi 
alle  medesime  ridotte  sotto  quella  forma  medesima. 

Indichiamo  per  ^'(vt),  p''(x)^  p'''(x)^  .  .  .  .  ^     (a?)  le  fun- 

^oni  (g)  ,  (0)  ,  (^),  . . .  .  (g) ,  Afla  formula  (E)^ diverrà 

^(a?^6)  =  ^(a?)-H«^'(a:)-{--^^"(»)-f-^?>'"(«)H- H- 


Supponiamo  che  fermandosi  al  termine ^^j-^ — \P^     \^) 

vogliasi  stimare  il  resto  che  si  trascura^  e  facciamo 


(»-n)(«H-a> 

Ora  at  sviluppiamo  io  serie  secondo  le  potenze  di  p  la  fan- 
zione  <f>     {x  H* p  )  y  essendo  p  una  quantità  qualunque >  avremo 

p    '(a(?H-p)  =  ?>     x^i^pp  ocH-  — <p  a? H*  ec.  do  pre- 

messo 9  SÌ  paragonino  le  tre  serie ,  quella  cioè  che  nasce  dalla  sup- 

•  posizione  di  p  =  o  nello  sviluppo  di  ^      (^H-p)>  quella  che 
rappresenta  il  resto  R  da  trascurarsi  >  e  quella  che  nasce  dallo  svìf- 

luppo  di  p     (^H*p)  facendovi  p=2<,  / 


p      (ccH-o)  =  f      («)H*-  oh-  O      -!•  ec« 


•  •  • 
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_    •  •  •  • 
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I  primi  termiiù  di  oneste  tre  serie  sona  egQ&U;  rapporto 
agli  altri  termini  >  h  lacile  osserYare  ohe  ciascuna:  de»  termini  del- 
la serie  la  quale  rappresenta  R  >.  è  maggiore  del  corrisponden- 
te nella  serie  supeiiore  ^  *  (ap^o),.  ed  è:  minore  del  suo.  cor- 

rispondente  nella  serie  inferiore  p  (  op  -f^  d  )  •  I**  prima  e  la  ter- 
za serie  sono  adunque  i  limiti  della  seconda ,.  e  le  loro  som- 
me sona  una  maggiore  1'  altra,  miuore  di.  R  >  di  modo,  che  se  in 

vece  di  i  prendiamo,  nella  sviluppa  di  p.     (ap-Kfl).  una  quanti- 


tà p  minore  di  essa  »  tutti  i  termini  di  quello,  sviluppo  diverran-. 
na  minori ,.  e.  s'  avvicineranno  ad  essere  eguali  ai  termini,  com-* 

ponenti:  il  valore  di  R  ;:  dunque  R  sarà  eguale  a  f>     (  «  H-  p  ) 
supponendo  p  maggiore  di  zero,  e  minore  di  0. ,  ed  avremo 


cssendt>  p  >o,  <  ft;  pec  quanto  adunque  p  s\^  una  q^oa.atitk  in-^ 
determinata  sono,  però  determinati  i  suoi  limiti . 

£cca  il  Teorema  che  si  deduce  da  tutto  questo  ; 

« 

T  K  O  R  E  M  A. 

§.  36.  ,>  La  serie  infinita  nella  sviluppa  di  p\x,^  •:) >.  incornine 
9>  cìando  da  un  termine  qualunq^je  >  è  sempre  eguale  al  valore 
jy  di  q4ii€llo  stesso  termine  >,  ponendovi  a^H-p  in  luoga  di  oc  y 
,^  p  essendo  una  quantità  contenuta  fra  o  e  fl .  ,,. 

Questo  bel  Teorema  potrà  in  molti  casi  servire  a  calcola- 
re il  resto  dei  termini  che  non  si  ritengono,  in  una  serie  y  la  cui 
convergenza  non  ci  permette  di  trascurarli  senza  temere  d*  in- 
certezza nei  risultati .  :  "* 

Facciamo  nella  formula  qui  travata  per  la  sviluppo,  finito 
di  <})^a?H-^)»  a?  =  o,  e  quindi  ff=rar>  ed  avremo  la  svilup- 
po di  una  funzione  <p  {x)  in  serie  secoadb.  le  potenJ:e  di  a?>  e- 
spresso  in  termini  finiti  in  questa  guisa 
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a.3....(»— i)'^  ».3....«^      ^•^'. 

«sseodo  j>  una  tiaantìtà  juideteroun^ta  •contenuta  ira  2ero  e  x , 
cioè  p  >.  o-,  p  <:  a? . 

'Siccome  n  può  «ssere  -qualunque ,  così  pofremo  tennìnare 
la  serie  al  -secondo >  terzo,  quarto  ec.,  termine  come  pia  ci  pia- 
ce ;.  ed  avremo . 

Per  la  serie  "die  ci  ^  lo  :svìlappo^i  ^(.xH>8)> 


•     » 


;^*""(»-i-i>ì 


te.  ce. 

Per  la  serie  che  ci  dà  lo  sviluppo  «di  f  (»), 


^  (  a?  )  =  ^o -^- w^'o ->  —  ^' jp 

^  (  a?  )  =  $0  w  w^'o '-i- —  ^"o -^  —  ^"i» 

Facciamone  un  -esempio* 

Qnale   è  la  serie  che  «sprime  ìo  sviluppo  di  —1-  >  non 

prendendone  tilie  iJue  termini  «  tenendo  conto  del  resto  ? 

Facciamo  ^(a?-h')==^ —^1  «  perciò  a  =  B,  ^(*)  = 
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i.  e  quindi  (i»)  =  p-U)  =^  _  i,  (g)  ^  ?"(«)»è,  « 

a  ed  a . 

Per  le^  setnpKci  regore   dfellà   divisione  ìnùati  sì  ottiene- 


~;  essendo  p  una  qt»ntità:  contenuta,  fra 


.  :  ora  il  denomiàatere  x^ùa^oe:)=:^ 

ax^  Hr  x^  può  divenire  eguale  ad.(  x  H*pV  ovvero  «^ -4-30: 'jp^-4- 
^xp^  H-  J>S  prendendo  per  p-  una  quantità  >  o  ^  e  <.  «  i  poiché 


p  =0   ci  dà  {x^py  =^x^\  e  pz=^(t^  ci  dà  (*'H*p)* 
*^'H-^3Pfa?*H-sa**H?a\  per  il  che  si  vede  che  il  vero  denoinir 
natore  x^  •f  ax^  è  intermedie  alle^  due  quantità  x^ ,.  cA 


^  ^  •-    o#w**iir   I-    rk/7*<v»  ^1-  ^? 


^  §^  37-  Passiamo  allo  sviluppo^  delle  funzióni  a.  più  variabili  • 
Rappresentando  per  (p^x^y)  una  funzione  z  delle ^jjjtìe  va- 
riabili X  ed  y  y  abbiamo  veduto  al'  §^  (  25  ).  che  qualunque  sia*- 
no  w  e  6,  si  ha  sempre  (  si  scrive  ^  per  p(x^y)y 

s 

Hr  ec. 

Per  mezzo  di  questa  formula  possiamo  sviluppare  una  qua- 
lunque funzione  ^(a;H-w,j^ -f  6)  in.  una  serie  ordinata  per  le 
potenze  ed  i  prodotti  delle  due  quantità  w  e  d . 

.  Se  ifl. ,  essa  facciamo  a;  =  ^  =  o  ,  e  se  dopo  questo  ^  po- 
tendo (ò  e  (  essere  qualunque ,- poniamo  come  abbia m  fatto  per 
una  sola  variabile  al  §.  35,  invece  *di  essi  x  eà  y^  avremo 
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7? 


dp 


dx-    '   3 

I 


■*.• 


d*v  \y* 


•*C^)'t  -^ 


eo. 


oc*. 


ec. 


porche  a  diflèrenziazìbni  esegnite  fiicciasi  x  =;=  o ,  jj^  =  q  nei  coef- 
ficieti  (?),(1^)  ec. 

Quest'  ultima  fbrmnra  ci  dà  il  mezzo  di  sviluppare  una 
qualunque  funzione  di  due  vanabill  in  serie  ordinata  per  le  po- 
tenze e  per  i  prodotti  delle  medesime . 

Le  due  ritrovate  serie  sono  in  generale  composte  di  un  nu-- 
mero  iniìnito  di  termini;,  ma  per  mezzo  di  un  ragionamento  si-^ 
mile  a  quello  del  $.  antecedente  possono  ridursi  ad  una.  for-^ 
aoa  finita . 

Indicando  per  p-(«>j)  la.  funzione  C?)»  P®^  pX^  '^y^^^ 

aX 

funzione  (^.);  per  ?)"(*,j>  la  ftinzione  (^);  per  ^'.(a?,^)  la 


dx' 


/ 


fanzione  ( -^f- ) ;  per  p^^ {ocyy)  la  fanzione  (  jr  )  ^c.  ec.  i  trover 


dxdy 


dy' 


cemmo  secondo  il  citato  ragionamento 
p{x^iàty^t)  =i^(xry)  ^  ^<p'{x  ^{-pyy  ^qy 

se  vogliamo  fermarci  alle  prime  potenze  degli  aumenti  u  >  é  :  ov- 


vero 


f  (jcH-«».yH-*)  =  ^(*>^)-*"W^'(*»J')"**7^"(*-**P»J'"<"9) 


^PX^ty)^  w*^',  (  «  H-p-,  JK  H-  q) 
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se  vogliamo  fermarci  alle  secpiule  potenze  :  avvera 


«e  vogliamo  fermarci  alle  terze  potenze  >  «  così  .di  seguito . 

La  quantità  p  deve  -essere  >►  o  ,'.e  .<  w  ;  Ja  rquantità  «r  >  o, 

.^  C  «^  >  J' )  =  ^X  o ,  o  ) -^  af4>'(p ,  5^) 


•ovvero 


•ovvero 


«  'CDBÌ  di  segnitx)  « 

La  quantità  j)  è  >  o  9  </5C  1  'C  la  g  >  o ,  <  J'  - 

Dunque  .>,  allorquando  nello  ^sviluppo  in  serie  idi  una  fnn- 

,,  zìone  secondo  le  potenze  ed  i  prodotti  di  certe  quantità  ixì^y^ 

,,  vogliamo  fermarci  ai  termini  di  tin  dato  ordine  ^  nei  squali  cioè 

^9  queste  quantità  formano  ilelle  dimensioni  eguali  al  medesimo 
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^  ordine  y  potremo,  supporre  il  resta  (JeHo.  sviluppov  eguale  ai  so^- 
»  li  termini  dell'  ordine  seguente  ^  ponendo,  in-  essi  p  e  5  in- 
ri  vece  di  quelle  quantità,  x  ^y  poste  sotto,  i  segni  delle  funzio- 
»  ni ..  Ciascuna  delle  quantità  p  e  ^f-  è  >  a ,  e  <  della,  quantità 
„  che  essa  è  destinata  a.  rimpiazzare  „  ^ 

Crediamo,  inutile-  estendere  queste  Teorie-  alle  funzioni  di 
un  maggior  numero,  di  variabili  >  poiché  quanta  abbiajn  detto  ba- 
sta per  dirigere  i  nostri.  Lettori  in  simili  ricerche . 

§.  38;  Molte  volte  il  Calcola  Differenziale  si  adopera  uni- 
munente  aF  metodo,  dei  €oefficienti  indetermina^ti ,,  onde  rendere 
più.  facile-  lo.  sviluppo,  delle  funzioni  in  serie  . 

Per  sviluppare  in.  serie ,  ordinata,  secondo  le  potenze  di  «, 
crescenti,  ed.  intiere ,  la,  funziono^ 


V  supponiamola  eguale  ad  A  H*  Bjc.h*  Co?* 


(  il  -h  Ir  -V  g|p*  ^4^  ix^  -V  ec.  )" 
isf  H:  *'jc"-i:  c>*-+  e'*'-f  ce)» 

Ex*  H>  ce. ,  e   differenziando,  dopo,  ayerne.  presi  i  logaritmi  x 
a*  avrà 

« .(  *  -4-^<?JP  -4-  3/**  -4-  ec.  ) n(t'  -h  qc'm  -4*  3/**- -4-  ec.  )     

*  ■■■■»    •    •••••<_•. 


A  -*•  **  -»-  ex*  -4:  r;it*  -t  ec.         s'  -*•  *>  -^  ^  .»•  H-  /*^  -♦•  ce,, 

B  -4-  nCx  -4-  3E4P*  -4-  ec. 
A  -4-  Bjt  -4.  Cjp*  -+  ExJ  -4-  ec.  ': 

Tolti  ora  dou  questa,  ultima,  equazione  i  denominatori  7  ese- 
guite Ic:  moltiplicazioni  corrispondenti,  ed,  eguagliati  in  seguito 
fra  loro  i  coefficienti  delle  simili  potenze  della,  variabile  Xj  se- 
condo il  metodo*  dei  Coefficienti  Indeterminati ,  avremo,  per 
determinare  A  ,  B ,  G  ec.  queste  equazioni 


aa  B  H*  ^cib  A 
^ma'bK 

aaa  C  ^.  (  «  ^  i  )  ai'B  h-  '  2nacA  V 

—  (/«.—•  i)aiBH-(/2  -T'  m)bb'A  >.=:q,, 

t —  N  Qjna'cXy 


8o 
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3aa'E  h-  (  «  ■+  a  )  ab'C  -*•     (a/z  -♦•  i  )  ac'B  ■+  ^nae'A 

—  (ot  — a)a'6G-+(/2  — nt-*-  i)bb'B^(an—m)ò(fA 

—  (  ara  - 1  )  a'cB  H- (  f?  -  2OT  )  5'c A 

■  » 

4aaT -1- ( « -*- 3 ) afe'E -*-      (3nH-a)ae'C-»-       (3«-4- i)ae'B^  4/20^ AV 

-(OT-3)aèEH-(;2--TOH-jì)66'CH-(a/2-OT-f  i)èc'B-*-(s72-7»)6e'A' 

—  (  ftTW  -  a  )  a  cG  •+  ( /2  —  3OT  ■+ 1  )6  cB  •+  (a/z— ara)  cc'A 

—        (3w-i)a'eB-+(72-.3OT)i'eA  I 

*-  4^afA}j 

La  legge  che  i^gna  in  queste  equazioni,  %  più  facile  a  ve- 
4lersi  che  a  descriversi .  I  coefficienti  discendendo  diminuiscono 
ileUa  differenza  m^^n^  ed  andando  orizzontalmente^  aumexita- 
co  continuaraentc  della  differenza  n  —  i  .  * 

Nella  stessa  maniera  si  potrebbero  sviluppare  in  serie  se- 
condo le  potenze  intiere  e  crescenti  di  x  le  quantità  trasceii- 
identi  polinomie 

Z{a  ^òx  H-  ex  H-  ex  H-  ec-  )  ,  e  ^ 

sen {a ^bx -i*-ca?*H- eap^H- ec) ^  cos {u'^bx^^cx^^ex^^ ec ) : 

anzi   per  queste  due  ultime  è  utile  passare  alle  seconde  diffe- 
ijenzjazioni ,  come  noi  vedremo  in  alcuni  esempi  che  seguono . 
Vogliasi  sviluppare  in  serie  la  funzione 


ì 


Supponendo  questa  quantità  eguale  -alla  serie 

1  H*  rw;  H*  Aof^  H-  Ba?'  -4-  ec. ,  (  s' intende  facilmente  perchè  i 

due   primi  coefficienti  debbono   essére  i   ed  /2  )  prendendone  i 
logaritmi  ^ 

nlos{X'^V{i  H-^*))  =  ^(iH*«^H*Aa?*H-Ba?'H-Ca;^-hec.), 
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e  differenziando  (  io  indico  per  y  qaella  sene  indetenaiiiata  )  9 

avremo 

-V^^_==-l(^)d«,  e  quindi  (  I  H-»')(^)*---ny*«:o. 

Differenziando  ora  ijnest'  ultima  equazione  »  i  avrà 
(  1  H- a?')  (^)  H- «?(^)  —  n^y  =:=^o^  nella  qaale  ]X)Q6Bdo  il 

Tabre  tli  j^,  di  (^))  «  di  (|^)i  e  rìdnceadO)  si  ha 

H-aA*^  H-a-^B'^  «r^3.4C\  a?*H-4-5D\  »*H?ec.«=Q. 

3  A  I      -i-  a  •  3B  I 

nA  j    -i.   3B  r 

—    n'Ay       —    n'B/ 
d'onde  si  ricava  A  =  2^,  B  =  *^*'-'\  C  =^.^^"'--^2 ,  D  ^ 
■ii^:::»],  E  =  ^ifl-^Jl»  ec. ,  ovvero  A  ==  !!^,  B  =  il. •!:=-', 

.4.5  .       «0  .       '^  a'  »       3 

a       3-4  9       3-4        4>5 

sarà  dunque 


^, 


«•3.4.5 


Per  avere  lo  «viluppo  in  serie  di  ( —  à?  •*•  v'  (  i  -+•  i»*  ))*  ba- 
sta far  negativa  la  oc  nella  serie  ottenuta,  e  se  noi  indichiamo 
per  z  la  quantilà  (  —  «H-V'{ IH* «'))*>  è  ^icile  vedére,  che 
avremo 


9       :  1.3  1.2.Ì3-4  i.'*3«4*5-<i 

-    9  i.a.3  i.a.3.4.5 


1 .3.3.4.5*6.7 

Tbfft.  //.  L 


ed  ia  conseguenza  y  =  (co&^-h  V( —  i  )  senp)'  =  cosnp 
V (—7 1  )l-  «e» 72^  ,  z  =  (  co5(j>  —  V ( —  1  ) . sen.p)*=-  co&np 
V  (  ~  i  )  •  ^^^'J 'i^  i  ajVremè  penanta 

^  1.3      r       1.3.3.4      »^ 


^  •    •.  tF   ••  %    •.»>•. 


1.2.3.4.5.6.  ^ 

sennp^=znsenp ^ tener  Hr^-^ ^ — -^^seno  —  cc^ 

Serie  che  appaiTettgoift>  ziti  mofltipHcazionto-  degli^  ftngoU  :  la  pr^- 
ma  termins  qnaoda*  n  h  paj'fv  |sl  sec€mda>  cpaiido  è  itnparì:.  es- 
se adttnqne  noa  ppssoho  servir»  per  la  sezione  degli  àhgofi  cBe 
in  questi  casi  ;  preadèndsone  però  :  i  di^reozieli ,.  potremo  da 
queste  foonule  dedurne  delle  asltr^s  che  terminino,  apprmto^  quan- 
do quelle  divengono,  infinite.-:  differeoziàndo,  in  Éitti,  si  ha 

sennp  =^cosp.  ( n seap---  ^^!^Jù,sénp^  ^^^Z^ [''\'^ '^'  X 


cos np  =  cosp . (  i  —  — — ^ semp  -t* ^**    »  ^^**^ — ^senqf^-^ ea ). 

Queste  quattra  formule  sona  vere-  qualunque  valore-  si  dia  ad.  n^ 
Per  un  altro  esempio,  si  voglia  sviluppare  i!  coS'X:  p«f  le  pò.- 
tenze  dell'arco  a?:  sia. 


C05  a?  =?  I  H-  Aa?  -i*  Bae*  -h  Cac*  h-  Eac*  h*  Fa?^  H*  Hdc*  Hr  ec;. 
e  differenziando  due  volte  >  avrema 

—  sen  a?  =  A  -i-  aBr-f^  3Car*  h-  4Eac'  H-sFa7*-h6Ha?'H-ec;. 

—  cos  «= aB-h  a.  3C«H^  3. 4Ear*-h  4  •sFjc'^-i- 5  >6Ha;i*H-ea 

e  perciò 

{i  -HaB}H-{A-^a.3C}a?H-{B-^3;'4E}a*H•  {^    -v 


4.5F}a?'H-  {E-f  5.^H}a7*-f-ec.  :?=?o. 

Ora  dall'  equazione  —  senx  2=  Ah-  »Baf  -f  6C.>  fece;  'o 
jc  ==;  o  )  si  ricava  A  =  o ,  e  perciò 
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T?* 


— r^ — -  «Co  danmi9 


^-^       ^» 


4  —  2L  H-  -^^^ —  ■*-  èa^  «on»  sappiaino  4'  altr'  onde . 

-  :   .  i^  vuole  un  n^ggior  numero  d' esempi^  consulti  il  Cap,  Vili. 
Taite^  IL  del  Caloolo  I>ifferen;2Ìale  dell'  Eulero . 

§:  39.  jNcgli  sviluppi  in  ^rie  di  cui  abbiaoio  parlato  supe- 
riormente, gli  esponenti  della  variabile  secondo  la  tjnale  progre- 
ijiva  la  serie ,  erano  formati  dai  numeri  ^naturali  o,  i ,  1J>  3  ec.^ 
presi  positivamente:  ora  possono  4ssserci^  anzi  ci  «onodi  fatto 
deUe  funzioni^  il  cui  svolgimento  in  serie  non  può  di  iiatura 
sua  seguice  quella  legge;  -cosa  dunque  in  questo  casp  ci  damn- 
110  le  formule  (i)',  (a)  del  Num.  35.^  alWcJiè  le  rapplichere- 
mo  a  svolgere  tjuelle  funz3orii  >  *      "    ' 

*    Xaa  risposta  a  -questa  ijuestione  sarà  J&cile  dopo  P  esame  so- 
pirà i  prineip;  del  Oilcolo  Diifepcnziale  che  ora  faremo. 

-  La  legge  di  derivazione  { i  )  che  dà  erigine  a  tjnesto  cal- 
«jdlo  9  è  appoggiata  allo  sviluppo  di  una  funzione  qualunque 
<p[àc  r^  isò)  in  sèrie  secondo  le.potenze  intiere '  asòendenti  di  y; 
ed  è  in  conseguenza  mafni&sto  che  se  vi  ^acanno  dei  casi  nei  qna« 
li  questo  sviluppo  ndn<  potrà  aver  luogo  y  in  iquesti  casi  aedesi^ 
mi  non  potrà  avHSr  l^ogo  al  Calcolo  Diffe^nziale;  felicemente 
tali  ^iftsi  non  sono  che  particolari  >  ed  in  tx>nseguenza  non  attao- 
capo  la  .generalità  d^  medesimo  calcolo  ;  imperocché  noi  dimo- 
streremo clic  iin^i  finzione  qualunque ^( a? h-  w)  è  sviluppabile 
secondo  le  potenze  intiere  ed  ascendenti  di  w,  senza  mai  con- 
tenere né  potE^nze,  fratte  t  né  potenze  negative  ^  né  la  stessa  00 
sotto  un  aspetto  :  trascendente  y  comunque  d'  altr^  onde  possano 
trovarsi  delle  quantità  radicali ,  dei  denominatori  e  delle  trascen- 
denti in  (p{x)^  finché  però  ve  rimane  indeterminata,  e  riceveq- 
do  la  0?  dei  valori  particolari,  solo  per  certe  determinate  forme 
di  p(x)  tm  tale  svìhippo  non  può  aver  luogo . 

Se  X  rappresenta  un  polinoniìo  intiero  in  a?  come  OH-i^H* 
ex*  H*  ec.^  é  chiaro  che  i  termini  come,  X*  (  essendo  m  un  Nu- 
mero intiero  e  positivo  )  i  quali  possono  essere  contenuti  inrp(x)y 
quando  vi  si  pone  a?  M-  w  invece  di  x ,  saranno  tutti  sviluppa- 
bili, secondo  le  potenze  intiere  di  u)  1  e  che  questo  sviluppo  sus- 
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sisterà  ancora  per  tnttRi  i  valori  particolari  che  potranno  darsi  ad 
07 .  La  cognizfone  del  ^iqomio  di  T?euton  ci  coodoce  a  onesto 
risultato .  / 

Se  si  suppone  che  ^(»)  contenga  alcuni  termini,  ecnne 

V'(X'^)»  essendo  m  ed  u  nameri  \intieri  e  positm^  questi  tenar* 
ni,  quando  x  vi  diviene  a?H-w,  saranda  sviluppabili  secondo* 
le  potenze  intiere  di  wt  :  infetti  per  qiiesta  sostitoziooe-  X  dtrwK 

« 

«  _ 

torà  X-4*X'wH-X'V*»i-.X"V  Hr  eci,.  e  perciò  v'CX*}  si  can- 
gerà itt      . 

V  ( XHt" Xi)  Hr  XV H-  X"  w^ H^  ce.  )-=     . 


v*CX"  )  ^  -!^  (  X  «  H.  XV  ^  ec.  ) .  V  ex"    *)  Hr  -''- .  ^l-^^i^CXToo  .fr 


iHf-"-.- 


•  * 

ed  è  £icile  vedere  cBe  il  seccmde^  memixty  di  questa  eq^iazione- 
è  sviluppabile  secondo  le  potenze  intiere  e  positive  di  oa  :  qw©^ 
sto»  dvilnppoi  pelò  ha  luogo  finché  x  rimane  iodeterminato r  o  fin«- 
chèf'dètetTOixiiindo^i  prende  tntci  i  val<H*i  possibili  r  eccettuati .  queir 
li  c&e*  rendono  nnlk  la  quantità  sotto  il  radicale ,  ^  che  sono  rar 
dici  deir  equazione  X  =  o  ;  ia  qnesc'  u^ltimo  caso  non  può-  s«Sr 
sistere  un  tale  s^Iuppa^  poiché  facendo  0^^=69  e  supponendo 
che  questo  valore  sia  uno  di  quei  che  rendoue  nulla  la  quanti^ 
tà  X  9  i  diversi  termini  deUa  sviluppo  r  superiormente  ot&e{)atOr 

HV  OT  <f  «KM  Mf         *W  ji  ^1^  Pam 

essendo  moltiplicati  per  yX",  \/X        ^  \/X  ,  divengono  o 

nulli  o  infiniti  9  e  non  si  ha  cosa  alcuna  di  determinato  :  effet- 

tivamente  la  cosa  deve  essere  cosi '9  poiché  lo  sviluppo  di  V'X'r 
quando  x  diviene  a;H*w,  ed  a;  =  a,  deve  allora  di  sua  natu- 
ra contenere  delle  potenze  fraziomarie  di  cd  ^  e  non  può  proce- 
dere secondo  le  potenze  intiere  e  positive  di  esso  j  infatti   v 

V  (  X  H-  X  w  -h  X'^w*  H-  ec.  )"  diviene  (  perchè  X  =  o  ) 

V( X'<o  H-  XV  H-  ec.  )•  =  «"V (X'  -^  X"«  h-  ec.  )">  e  compari- 
ficono  necessariamente  le  potenze  frj^zionarie  di  «.    ^  ^ 

Supponghiamo  che  <p{x)  contenesse  ìlei  termini  come  X      ; 
se  in   questi  facciamo  a?  H- w  invece  di  vv;  avremo 
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cc.)^^~^X   "^    ^(XV,^^XV^oc.y-^eco  ed  U 

secondo  membro  di  questa  equazione  è  sempre  sviluppabile  se- 
condo le  potenze  intiere  e  positive  di  (o . 

Questo  sviluppo  però  egualmente  che  il  precedente  non  ^ 
legittimo  per  quel  valore  particolare  di  x  eh©  rende  XTnullo  :• 
tutti  i  di  lui  termiiu  allora  divengono- infiniti . 

Ciò  succede  perchè  in  questo  caso  debbono  necessariamen- 
te aversi  nello  sviluppo  le  potenze  negative  di  w  ,  e  non  può 
essere  legittimo  quello  sviluppo  che  non  contiene  le  positive . 

Infatti  quando  x  =:a  rende  X  nullo  ^  si  ha 

(XH-X'u^H-XV-i-ecO"^'*=(Xw-^XVH-X'VH-ec.r*'= 


X  -hX  U1LH-2L  CO  H-ec.)      .«      ,  e  compariscono  neces- 


sariamente le  potenze  negative  di  u>. 

Supponiamo  infine  che  (J)  (  a?  )  contenga  la  trascendente  lo- 
garitmica IK  i  questa  quando  ^  vi  diviene  «  h^  u) ,  si  cangia  in 


^V.«    .  ^^  \ 7v    .   7/  ,     .  X'w    .  x"«» 


/(XH-X'«H-XVH-ea)  =  ZXH-/(iH-yH-^^^M^ec.) 


X     •     X 

7 Y  _,    X^*j+jrwV^ec.  _.    (  X'u)  -f  X"«*  -4.  ec. )*     ,    ^^ 

^ A  ^  ^  H  ~ h  ec. 

E  si  vede  chiaramente  che  i  termini  come  ZX  ^  quando  x 
vi  diviene  a?  H-  w ,  sono  sviluppabili  secondo  le  potenze  intiere 
ed  ascendenti  di  w  ;  un  tale  sviluppa  però  ha  Inogo  per  qualun- 
que valore  di  x  j  eccettuato  quello  che  rende  nulla  la  quantità  X 
sotto  il  logaritmo ,  ed  allora  i  termini  della  formula  superiore 
divengono  tutti  infiniti. 

Questo  succede  perchè  lo  sviluppo  deve  in  quel  caso  con- 
tener necessariamente  co  sotto  la  trascendente  logaritmica  9  e  per 
conseguenza  non  può  essere  giusta  la  formula  9  nella  quale  w  è 
solo  elevato  •  a  potenze  intiere  ed  ascendenti  • 

Che  V)  9  nel  caso  di  X  nullo  per  a?  =  a  >  debba  neceissaria- 
mente  nello  sviluppo  comparire  sotto  la  trascendente  logaritmica  j 
8Ì  dimostra  facilotente:  infatti  si  ha 


A'- 
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Z(X  H-  X'w  H-  XVH-ec.  )  =  Z(X'caH-XVH-«a  )  =  /(X'h- 

■ 

X"w  H-  ce.  )  H-  ^w  >  quando  a?  =:  ,a  ;  e  ^esto  sviluppo  con- 
tiene la  trascendente  Za. 

Siccome  le  trascendenti  circolari  senX^  còsX  sì  sviluppa- 
no in  serie  oitdinate  per  le  potenz.e  intiere  e  crescenti  delV  ar- 
co X  ,  tìosì  lo  "Sviluppo  dei  termini  ove  queste  si  trovano  ^  or- 
dinato secondo  le  potenze  intiere  «  crescenti  di  w,  avrà  luogo 
per  tutti  i  valori  possibili  di  jx  mnno  .eccettuato  • 

Se  poi  (f>{x)  contenesse  dei  ;termini  come  X    essendo  X) 

U  due  polinomi  interi  jn  ,a?,  siccome  tjnesta  trascendente  X  si 
svolge  in  serie  ordinata  secando  le  potenze  di  ZX  ,  cosi  questo 
caso  rientra  in  qoe^o  .della  trasentente  logaritmica  ^^  e  perciò 
lo  sviluppo  di  ^Ijyìj.^  allorché  x  diviene  a?H-w,  ha  luogo  fin- 
ché X  rimane  i.nnlf^jininato  9  o  finché  jprende  tutti  i  valori  pos- 

•  tj 
sibili  eccett».»t>  iquei  che  rendono  X  ?=  o  nella  trascendente  X   • 

QnaotO  ;al)bÌ9m  detto  fin  ora  ci  dà  questo  Teorema  „  Una 

99  ianzioTìfi  (qualunque  ^{^•4-co)  ^è  sempre  svilupparle  secondo 

99  le  potenze  'iutiere  e  positive  di  w ,  uè  può  contenere  mai  « 

),  con  esponenti  negativi ,  uè  invjhipp^o  in  quantità  trascenden- 

99  ti  9  comunque  ^(«)  contexiga  dei  trascendenti.)  finche  a?  ri- 

,9  mane  indetewmnato j  .ed  ,x  ricevendo  .dei  valoii  particolari,  lo 

„  sviluppo,  di  cui  si  parla ,  lia  luogo  per  tutti  i  valori  di  a?-, 

„  meno  quelli  i^  che  rendono  jiuUo  un  radicale,  mandaudo^a 

„  zero  la  quantità  .che  h  sotto  il  segno  ;  3*.  quelli  che  rendono 

^  nullo  il  .denominatore  d'  alcuna  frazione  :  3^  quelli  che  ren- 

„  dono  nulla  una  quantità  logaritmica ,  facendo  svanire  la  quau- 

„  tità  che  è  sotto  il  segno  ;  4^  finalmente  quelli  che  annullano 

9,  una  fanzip.ne  .di  jk  .elevata  .ad  una  potenza  espressa  4a  un*  al- 

V 
„  tra  fuDzipne  jdi  ,x  y  come  per  .esempio-  X    .  Tu  questi  diversi 

„  casi  patticolari  debbono  comparire  nello  «viluppo  le  potenze 
„  frazionarie.»  le  negative^  ed  i  trascendenti  dell'  indetennioa- 
„  ta  ù)  ^^ .. 

§.  40.  Da  quanto  abbiamo  .detto  al  §.  antecedente  risulta 
che  di  una  funzione  qualunque  ^(-a?)  possono  aversi  i  differen- 

ziali  ( ^) dv t  i^—) dx*^  ce.,  finohè  a?  rimane  indeterminato,  o 
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fioche  non  essenda  int&tenmoato  ha  dei  valori  particolari  che 
xiou  annnllaòa  denominatori  9.  radicali  >  e  quantità  trascendenti  lo* 
garitmiche  ed  esponenziali . 

In  qoesti  ultimi  casi  non  avendo  luogo  Io  sviluppo;  in  se- 
rie ordinata  per  le  potenze  intiere  e  positive  di  oa  della  funzio^ 
ne  <p  (  a?  H-  w  )  ,,  non  può  eseguirsi  Y  opei'azione^  di  derivazione 
che  dà  i  dìfTerenziali  (a).  Egualmente  la.  formula  del  Teorema 
di  Tajlor  » 

CO ?>C^H-w)  =  ^(ar):-h($)«:H*(5J>^^ 


non  potrà  essere*  legittima  per  quei  valori  di  x  per  ì  quali  si  è 
dimostrato  sopra  non  potere  aver  luogo  la  sviluppo  j.  e  Y  altra 
£>rmula  che  da  quella  dipende 


non  potià  egualmente  essere  legittima^  quando  a?  =  a  farà  sva- 
nire in  p{x)  un  radicale,,  o  un  denominatore,,  o  una  quantità 
trascendente  logaritmica ,.  rendendo  nulle  le  quantità  sotto  il  se- 
gno, radicale  e  log^tudco . 

Ciò  premesso  è  facile  di  rispondere  alla  questione  propo- 
staci ài  principio  del  §;.  antecedente,  di  sapere,  cioè  „  cosa 
»  danno  le  serie  (i)r(a)  del  Nnm.  35.  in  quei  casi,  nei  qua- 
„  lì  non  ha  luogo  lo  sviluppo  ordinato  per  le  potenze  intiere  e 
„  positive  di  w*  ,ri     • 

I  cofiificifinti  dqir  w  nella  serie  (i)  sono  i  difFeren?iali suc- 
cess ivi  della  funzione  p{x)i  ìdosì  se  questa  funzione  contiene 

m  IT' 

dei- termini  come  v^X", -J;,  logX,X    essenda  X  uà  polinomio 


»  ■ 


('a>  Noo  si  poano»  anr&  ì  diffèreo^iali  di.ctuell^  funzioni  che  Bolero 
ehiama  inesplicabili  come  per  esempio,  i  •  12 .  3. ,  i|f.  .  •  ".  .  jr ,  ma  ciò  è 
per  na  akro  iMtivo ,  In  questa  sorta  di  funziMi  la  Tarijibile  x  non  pnò 
oioeirere  tatti;  gU  aomeoti  fN^sibiii;,  ppicbè  la  di  lei  vaciabilitit  ò  assogget- 
tata: ad  aaa  }ogfe  :  ftabi|its| -.dal^  oiatara-  della  forosione  inesplicabile  :  cosi 
nel  nostro  caso  x  non  pnò^  crescere  che  dell*  uniti  :  qaeste  funzioni  adun- 
que (  $•  I  )  restano  escluse  da  quelle  che  si  considerano  nel  Calcolo  Dif- 
ferenziale • 


/ 


/ 
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intiero  in  a?,  i  coefficienti  suddetti  conterranno  i  diiFerenziafi  di 
quelle  espressioni;  ©  perciò  il  polinomio  X-,  in  virtù  dei  termi- 
ne v^X',  si  troverà  in  alcuni  coefficieqti  come  numeratore ,  ed 
in  seguito  come  denominatore,  ed  in  virtù  degli  altri  termini 
si  troverà  o  sotto  il  segno  logaritmico,  o  come  denominatore: 
dunque  questi  coefficienti  per  quei  valori  particokri  di  x  che 

rendono  X  =  o ,  conterranno  le  «spressioni  —,  lo j  saranno  dun- 
que indeterminati  e  non  significheranno  cosa  alcuna ,  o  nella  or* 
dìnaria  maniera  d'  esprimersi  >  saranno  infiniti . 

Ora  in  questi  casi  appunto  abbiam  dimostrato  nel  §.  ante- 
cedente che  lo  sviluppo  non  poteva  aver  luogo;  dunque  si  con- 
cluderà che  volendo  «viluppara  in  una  serie  ordmata  per  le  po- 
tenze intiere  e  positive  di  u)  la  fiiozione  ^(^v^uì)  per  il  caso 
di  a:;  =  a  9  prendendo  la  formula 

faremo  rr  =  a  nei  coefficienti  p{x)  ,  (^)  ,  (~^)  ec  ,  e  se  per 

questa  sostituzione  essi  conterranno  le  espressioni  -i^2oi  saremo 

allora  ^sicurati  che  in  questo  caso  lo  sviluppo  non  può  di  na*- 
tura  sua  aver  luogo . 

Possono  alcuni  dei  coefficienti  incominciare  dal  divenir  nul- 
li ^  ed  in  seguito  gli  altri  divenire  infiniti  'j  ed  al  momento  che 

compariscono  le  espressioni  — ^  Z09  siamo  assicurati  che  lo  svi- 
luppo non  può  aver  luogo  • 

Né  dobbiamo  temere  che  vadano  a  zero  tutti  i  coefficienti 
in  infinito^  poiché  allora  si  avrebbe 

f)(«H*w)  =  oH*wo^  —  0H*ec.  =  0  per  qualunque  valore  di 

V)  )  ciò  che  è  assnrdo . 

Egualmente  volendo  sviluppare  in  serie  ordiflata  per  le  po> 
teaze  intiere  e  crescenti  di  «,  la  fanzione  p{x)t  prendendo 
la  formala 
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faremo  ap  =  oinX^)->(^)«c,-,  a  diflferenziazioni  esegaitc j  6 

.se  questa  sostituzione  porterà  V  espressioni  ^  5  ^o  ,  saremo  assi- 

cnrati  che  <p{^)  non  può  svilupparsi  secondo  le  potenze  intic- 
xe  e  positive  di  x . 

Così  vediamo  che  possono  sempre,  per  mezzo  delle  fonim* 
le  superioi^i,  svilupparsi  in  serie  secondo  le  potenze  intiere  e 
crescenti  della  variabile  9  quelle  funzioni.,  le  quali  di  natura 
loro  sono  suscettibili  di  questo  sviluppo  ;^  mentre  le  medesime 
formule  <x)ir  avere  o  tutti  i  termini  infiniti^  .0  con  averne  in 
principio  alcuni  eguali  a  zero ,  ed  il  restante  infiniti ,  ci  avvisa- 
no quali  sono  i  casi^  nei  quali  lo  rst^sso  sviluppo  non  può  aver 
luogo . 

§•  41.  Per  far  qualche  esempio,  si  dimandino  i  differenzia- 
li di  1x1(1  ^x)?  secondo  le  regole  della  differenziazione  avre- 
mo, chiamando  p  quella  funzione^ 

t^)  rfa;*  =  (-'*—  —  ,— ^-»  )  da' 

ec«  >ec» 

Finche  x  rimane  indeterminato ,  questi  differenziali  sono  quan- 
tità reali  e  determinate  ,  e  sono  anche  tali  per  tutti  i  valori  pos- 
sibili di  X  ,  eccettuati  quelli  che  rendono  1  -i*  a?  =  o  ,  ovvero 
a;  =  —  I  :  in  questo  caso  i  differenziali  contengono  le  espres- 

sioni  Zo,  — ,  dal  che  siamo  assicurati,  che  non  possono  aversi  i 

differenziali  della  funzione  xl(i  ^  x)  nel  caso  di  a?  ==  —  i . 
Si  voglia  ora  il  differenziale  di 

(f>  =  2ax  —  a?*  H-  aV{(i^  —  x^)  per  il  caso  di  a?  =  a?  differen- 
ziando  questa  funzione,  abbiamo 

(^)  dx  =  ^adx  —  2xdx tt^^tì  >  «  facendovi  a?  =  a , 

Tom.  //.  M 


SI 
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trova  (—)dx.  =  ^^>,  ^anquet  non.  si  p«ò,  avem  il  differenziale 


dx'  0, 


a. 


di  questa,  funzione  per  il.  caso  di  a?.  =  a .. 

Quale  è  la  sviluppo^  di  («H-  W: — a)''^a\fa'  ia  serie-  or-  ' 
dinata  secondo,  le  potenze  intiere  é  crescenti  di  « ,.  per  il  caso* 
di  «3=  a? 


Facendo,  ^(a;)=  («  —  a)  -^a^/ay,  avremo»  per-  il:  Tcore- 
xna  di  Tajloc 


»    .   ^  /-    .    3-    //"-».__  «V  ,.v_.     ^      3: 


^ (acH-  «.)  =  (*.  —  «  )  -hay/a -^.^V (*-  a):..a):Hr-^;^'^ 


(^»  .^^9  Q»=  Qf  U 


4* 

ec 


dallai  quale ^  facendo  «?=a,;  si  ricava. 
^(^a?;Hr  w)  =  o  -bav^an-o H-  -^H- -J- H-  ec.:. 

il  dimandato^  sviluppo*  adunque  non.  può  iu:  questa»  casoi  aver 
luQga.. 

Quale-  è  lo.  svillippo,  di:  p=^  a?*  —  ^  secondo,  le  potenze;  iu- 
tiere e- positive  di  a?  ? 

La  formula:  che  ci  dà:  in:  generale  gli:  svilùppii  ih  serie  di:  Ur- 
na funzione  9(«)  per  le:  potenze  della:  x,,  è; 


facendovi  dopo  le  differenziazioni  a?;=  a- 
Ora  nel  nostrOi  casO;  si  ha^ 

ec.  ec. 

e  facendo  ac  =  o  »  si  trova 

coefficientt  adunque  della  serie  saranno  tutti  infiniti,  e  perciò 
il  richiesto  sviluppo  è  impossibile . 
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Per  ultimo  «sempio  si  TOgliano  i  diiibrenziali  4i  y  : 
quando  a?  =  —  i  ♦ 


Questi  ^ìfferensiali  per  ve  iodecerminato  sono 

(IH-*)* /(!-!•*)»'  ^^ 

nei  quali  facendo  w= — i^  comparisco  la  quantità  lo:  siamo 
adunque  assicurati  che  non  ^esistono  in  natura  i  diiFerenziali  del- 
la quantità  —-^ — r  per  il  caso  di  ;»=: —  i  ^  poiché  in  ^esto 

^caso  essa  non  è  suscettibile  d' essere  sviluppata  in /serie  «ordina- 
ta secondo  le  potenze  intiere  «  crescenti  di  w  • 

11.  Determinazione  ^dél  valore  delle  frazioni  y  nelle  quali 
il  numeratore  -,  ed  il  denominatore  divengono  nulli 

nello  stesso  tempo  ^ 

§.  42.   V I  sono  alcune  frazioni  le  quali  prendono  un  aspet- 


to vago  ed  indeterminato ,  come  — ,  quando  si  da  un  certo  va- 
lore alle  variabili  che  esse  contengono  >  Tucntre  d'  altr^onde  han- 
no in  questi  medesimi  casi  un  valore  determinato  :  per  esempio 

^^-^—  quando  si  fa  a?  =  a  diviene  —  ^  mentre -essendo  ^LnJIL  = 

(tf-fjp)(itf-jyj  -_ ^ ^ ^     si  ha  ?lrJL*  =  a H*  a  =  2a  per  il  caso 

di  a;  =  a  . 

Per  trovare  i  valori  di  tali  funzioni  ci  è  di  non  piccola  ri- 

6orsa  il  Calcolo  Di6^renzìale  :  infatti  rappresentiamo  per  -^  una 

frazione  nella  quale  P  e  Q  siano  delle  funzioni  intiere  qualun- 
que in  a;  (  quando  non  fossero  talij,  si  può  sempre  ridurre  la  fra- 
zione ad  avere  il  numeratore  ed  il  denominatore  formati  da  due 
funzioni  intiere  )  le  quali  divengano  nulle  per  un  certo  valore 
di  X .  Sia  questo  valore  x=:ay  ed  abHasi  perciò  P  =  o ,  Q  = 
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o,  e  quintli  ^  =  -|;  eccx>  come  potremo  trovare  allora  il  vefo 
valore  della  frazione. 

Poniamo. \>»  =  -|. ,  ed  avremo  Qy:=:P;  questa  equazione  dif- 
ferenziata ci   dà. :>-  (^ )  cf:r  H-  Q  (  g  )  dx.  —  (^)  dx ,  ovvero» 

"^^^^  ***  Q^£)  —  (£)*  ^^  ^^^^^  sussiste  insieme  (  §.  20  )  cooj 

"Q^  =P,  e  dalla-  quale  può,  egualmente  ricavarsi  il  valore  di  jf. 
Se  ora  in   quest'  ultima  eqaazione  Jàcciamo   a?.  =  a ,   avremo. 

yi^  )  =  (  ^  )  »  e  quindi  ^•=  (^ )  :  (  g  )  -  questa,  espressione  sani: 


il  ricercato  valore  di  ^,  quando  x  =  a. 

Neir  addotto  esempio  si  ha  P  =  a*  —  a?'  >  Q  ==  a  —  a:  ^  e- 
quimli  (^)  =  ^'-Ip^'J  =  -^,  (^)  ==£i£=£l=  --  ,.;  dnn. 

^  ^  dx  ^  dx  ^  d^^  dx 

^e  j/  =  ^-^  ==  2a ,  facendo  x  =  a. 

Se  iJ  valore  di  a;  =  a  renderà  la  frazione  C^)  •  (^)  eguav 
le  a  — ,  converrà  allora  trattare  questa  frazione  come  abbiamo) 

trattata  ^  ed  avremo  r 

^==(-T-;);(— ^)  j^egnalmente  se  quel  valore  annullasse  ancoi-.r 
questa  ultima  frazione,  si  troverebbe^)?  =  (ji)  •  (x7)^®^^°S^* 
nerale  il  valore  y  di  una  frazione  —  che  si  riduce  a  —  qnandò 
x  =  aì  sarà  ^  =  (  ^  )  :  (  ^  )  essendo  n  T  ordine  dì  quer  diffe- 

*  * 

renziali  che  cominciano  a  non  annullarsi  per  quello  stesso  vàldre. 
Né  dobbiamo  temere  che  i  differenziali  tutti  di  qualunq^ue 
ordine  siano ,  si  annullino  per  il  caso  di  x=^ay  poiché  ne  se- 
guirebbe per  P  e  per  Q  1*  assurdo  di  cui  abbiam  parlato  al  §. 
40;  e  qui  osservo  che  hanno  sbagliato  i  Commentatori  del  Cal- 
colo Differenziale  d'  Euler ,  i  quali  lo  accusano   di  non  avere 
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egli  posto  mente  al  esuso  in  cui  nna  frazione  -^  è^  sempre  =  — 

qualunque  sia.  V  ordine  dei  differenziali  di  P  e  di  Q  che  si  pren- 
dano per  averne  il  determinato  valore.  La  soluzione  delle  Icaro 
difficoltà  dipende  da  quanto  si  è  detto  al  §.  antecedente . 

Può  accadere  che  prendendo  saccessivameme  i  diifereMÌali 

(— )  r( j?)  del  numeratore  e  del  denominatore,  uno  cessi  di  es- 

sere  nullo  y  mentre  Y  altro  continua  ad  annullarsi  per  il  caso  di 
sc  =  a:  allora  la  frazione  è^ssa  medesima  nulla  o  infinita.:  è 

nulla,  se  cessando  d*  annientarsi  il  denominatore  (  —  )  sarà  sem* 

pre  (^)  =  o,  ed  è  infinita  nel  casa  opposto. 

§;  43.  Facciamone  alcuni  esemp)^ 
I.  Quale  è  il  valore  della  fraziona 

jcjc  —  2ax  —  «A-t-  2ii%^  (  2ax  —  JPJT  X 

quando  x  =  a> 

In  questo  caso  la  frazione  diventa  —  :  prendendo  adunque-  i 

differenziali  del  numeratore  e  del  denominatore,  avremo 

3**  —  Sax  H-  *ld*'  — 2tf  >  ;  s/  (  2sv  — aa  ) 
^x-r-Qa  •+  2a(a^x):is/{^0»—xx)^ 

che  diviene  parimente  -2.  quando  a?  =  a-  Differenziando  di  nuo- 


vo s^  otterrà 

a? 

6x  -^Sa  -^  2a^  -  (  2ar* -^ aa) 
2  —  2a^  :(llax^xx) 


espressione  che  ci .  obbHga  ad  una  terza  differenziazione  >  dalla 
quale  s^i  ha 


6-*6a^  .(2jfjp  — jj)*  j^ af  i[2atr^ aa)^ 


€a^  (4  — *):(aii«  — *x)^        a^  {a — x)i{2ax  —  xx)^ 

m 

anche  questa,  frazione  si  riduce  ^  —\  avremo  adunqne,  differen- 
ziando , 
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2 


che  diviene  =  —^  =  —  —  quando  vi  si  fa  jc  =  a. 

Il  ricercato  valore  per  tanto  sarà  —  5  :  a . 
II.  Ija  somma  della  serie  x^mx*  h-  3»^  -^- -^nx* 


è  x>-(ii>4-iyy^^  ^^-j^ ^  g|^  dimanda  il  valore  di  questa  :soni- 

ma  quando  ac  =  i  ? 

Siccome  in  questo  caso  V  espressione  della  somma  ^diviene 

— ,  così  prendecemo  i  differenziali  del  numeratore  e  ,del  deno- 

o 

minatore  9  «d  avremo 

y^i^^xYJ'^B[n^2)x'"^^    ^^11^       I  frazione ^fferenziando di 
—,2(1 -,jf)  ^ 

nuovo  il  numeratore  :ed  il  .denominatore ,  s'  avrà 

2 
"■^.  *  •*'-l}  :  la  somma  adunque  della  serie 


^,(.^1)'^*     U>(»H.i)U-fa)*"^  ^^^  ^^^^^^  ^  ^  _j  ^.^.^^g 


2 


ii-haH-3H*4H- H-  72=  ''^^/''^  come  già  si  sa. 


2 


in.  Quale  è  il  valore  della  .frazione  *——•  quando  a?  =  a? 

_    •— ^ 
Presi  i  .dìfFerenziali ,  si  ottiene  subito  la  frazione  — — —  = 

— 1:« 

nx  9  la  quale  )  facendo  x  =  a,  diviene  na  . 

IV.  Si  .cerca  il  valore  della  frazione  tJZl      quando  ^  =i=  o  • 

Presi  i  (differenziali  si  ottiene  questa  frazione  '^^1 — .  che 
quando  vi  si  fa  a?  =  ,0 ,  <liviene  =  a  * 

V.  quale  è  il  valore  della  frazione  ^-— ^-^*"*"^—  quando  a?  = 


:L=9o'? 
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i  i  differenziali  di  quella,  frazione  ),  si  ottiene: .  .  . 


—  MI  »  —  ttm  » 


che  facenda  x:  =  90*",  diviene  =  r .. 


o 


€èL  X.  —  sen  st 

Si  potrebbe  ottenere  lo  stessoi  risultato^  senza  la  differenzia- 
zione i  infatti  essendo 

cos  a?  =  \/  (  '  •*"  *^^  *  1  •  V  (.  I  —  scTix.  )  la.  frazione  proposta  si 
cangia  ìvl 

'^  i  ì  -^  sen  »)  -^  é^.  i  l  -^  set9  xy 

quando  a?=  90' 

VI.  Sia  proposta  là^  frazione       *^^   della  quale  se  ne  voglia 
il  valore  quando  «=  i  ? 

Presi  i.  dìfTerenziali  del  numeratore^  e  del  denominatore  s'a- 

^^-  — ;-:r7ri ^  — ,.-V(i-y)..  q^.^,  facendo^  in.  quest'ultima  fra- 

—  1:2^(1-—*)  x:  ^ 

zione  07=  I  ,  il  numeratore  diviene  zero  v  €d   il   denominatore 
=  I  ,   dunque   tutta  la.,  frazione   è   zera>,  e  perciò  la  frazione 

,/^- — r  si  annulla  per*  quel  valore  di  x . 

VII.  Quale  è  il  valore  della  frazione* 


\ 


— -  n  e 


quando  a:  =^  a  ? 


éxlà  —  axlx. —  xxla  H-  xxlx 

Presi  i  differenziali  del  numeratore  e-  del  denominatore  >  si  ha 

àVa- —  ^x  —  41  -+-  ^xla  —  ixlx  •+  x  *' 

i 

della  qual  frazione  il  numeratore  diviene  =  —  aa ^  ed  il  deno- 
minatore =  o  quando  x  =  a;,  dunque-  il  ricercato^  valore  sarà 
infinito  ^ 

§i  44.  Se   i  termini  della  frazione  -^  si!  annullano  perchè 

0?'=:  a  fa  svanire  delle  quantità  che  si  trovano  sotto  segni  ra- 
dicali y  allóra  il  metodo*  delle  successive  differenziazioni  del  nu- 

meratore*  e  del  denominatore  per  trovare  il  vero  valorq  di  ~% 

non  è  sufficiente  ;  infatti  in  queir  ipotesi  i  differenziali  per  e- 
sempio  di  P  o  sono  tutti  infiniti   o  sono  in   principio   nulli ,  e 
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quindi  infiniti  V  dal  che  (  §.  42  )  siamo  assicurati  ohe  non  posso- 
no aversi  i  differenziali  di  P  per  il  caso  di  a?  =  a ,  nel  che  coa- 
siste  il  metodo  sopra  spiegato . 

Non  ostante  si  può  in  molti  casi  ->  allorquando  1*  espressio- 
ni^ (  T^  )  •  (  T^  )  diviene  ^  (  perchè  si  annullano  dei  divisoxi  in 

(^)cdin(~5))  ottenere  il  vero  yalor  ricercato,  moltiplican- 
do il  Humeratore  -ed  il  denominatore  della  frazione  (1^):(^) 

per  quei  divisori ,  e  ridncendola  così  ad  essere  composta  ^i  fun- 
zioni iotiere  ;  giacché  dopo  4jaesta  operazione  o  la  frazione  sì  ri- 
durrà ad  nna  quantità  determinata,  o  diverrà  di  nuovo  — ,  ed  ia 

que^'  ultimo  caso  si  ripeterà  sopra  di  essa  la  difierenziazioae . 
"Pef  esempio  ;  cerchiamo  il  valore,  di 

a-^./Uaa^2ax^^^S^f^LZ^  quaudo  «7  =  a  . 

Presi  i  differenziali  del  numeratore  e  del  denominatore,  si 
ottiene 

—•ì—x'Wiaa-^xx) 

ora  il  numeratore  ed  il  denominatore  di  questa  frazione  diven- 
gono infiniti  quando  a;  =  a  ;  dunque  non  possono  ottenersi  i  dif- 
ferenziali dei  due  termini  della  frazione  proposta  nelF  ipotesi  di 

Se  però  si  moltiplicano  i  due  termini  deli'  ottenuta  frazio- 
ne per  —  V^{^  —  oc}y  e  quindi  si  riduce ,  avremo 

^:V2^^(4^^^)^>V(2^-^^jO    ^^e  fatto  a;  =  a ,  diviene  ^^  =  i  • 

COSÌ  la  frazione  proposta  è  eguale  all'  unità  quando  «  =  a . 
Per  un  altro  esempio ,  sv  ricerchi  il  valore  di 

U  metodo  delk  differenziazioni  ci  dà 
lii^f^.y^^^^(^f^^),  la  quale  diviene  §  nell'ipotesi  di  a;  =  a. 
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Per  ottenere  in  questo  caso  il  vero  valore  della  frazione  » 
si  moltiplichi  tanto  il  numeratore  che  il  denominatore  di  quella 
che  abbiamo  ottenuta  per  2\/{cc  —  ^a)  ^  ed  avremo 


^x 


2x  V{2j) 


I  • 


Se  la  frazione  ^,  o  l'espressione  (!??):(^)  che  ci  dà  il 
di  lei  valore^  conterrà  log{o)y  allora  noi  siamo  assicurati  che 
in  questo  caso  la  natura  4ei  termini  della  frazione  ^  è  tale  che 
non  possono  adersi  i  di  loro  differenziali  per  il  caso  di  a^=tì; 
e  se  per  un*  adattata  riduzione  non  potremo  eliminare  da  (— ^): 

(^)  le  quantità  trascendenti^  dalle  quali  dipende  Zqg- (o),  con- 
verrà abbandonare  il  metodo  delle  successive  differenziazioni ,  e 
ricercare  il  valore  della  frazione  per  altra  -strada . 
Per  esempio,  si  dimanda  iL valore  della  filnzione 


t  H-jr 


quando  a?  ==  ^ —  i  ? 


Siccome  in  questo  caso  il  denominatore  delia  fu  azione  pro- 
posta contiene  Zog(o),  così  questo  è  tale  che  non  se  ne  posso- 
no avere  i  differenziali  nell' ipotesi  di  x  =  —  i  ;  e  pwchè  le  suc- 
cessive frazioni,  le  quali  si  ottengono  differenziando  il  numera- 
tore ed  il  denominatore  della  funzione-  proposta ,  contengono  sem- 
pre la  trascendente ,  così  non  si  può  adoprare  il  metodo  sopra 
spiegato . 

Per  un  altro  esempio,  si  voglia  il  valore  di 

Prendendo  i  differenziali ,  avremo 

i3*-3*):(«»-a*,^...)/.(^._j^^^.j  che  nel  caso  di  *.=  a  con- 
tiene nel  numeratore  e  nel  denominatore  la  quantità  logoi  se 
Tom.  IL  N 


e. 
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però  si  osserva  che  l{a  —  aaa?  -h a?* )  =  aZ ( a  —  a;) ^  e  si  mol- 
tiplica tutta  quest'  ùltipi^i.  frazione  per  //(a— a:)r  avremo^ 

; y}^^— z\ — )  la  quale  si  riduce  a  —  quando  a:?  =  a .. 

r 

Cercando  ora  il  valore  della  stessa:  frazione  in  questa  ipotesi ,  tro- 
veremo che  il  valore  dimandato  di  —  yiia-'»)       ^  _.  ^ 

Quando  poi  non  potrà-  adbprarsi:  il  metodo,  che  ci  dà  il  Cai- 
polo  Differenziate  >  faremo,  uso  del  seguente  •. 

Poniamo  nella  proposta  frazione  oc,  =  a H* w  (essendo  a  quel 
valore  che  rende  nulli  o  infiniti  i  numeratori  ed  i  denominato- 
ri ),  e  riduciamola  in  una  serie  ordinata  per  le  potenze  ascen- 
denti di  00  j  ed  il  primo  termine  di  questa  serie,  quello  cioè  in. 
cui  noa  si  trova  w ,  sarà  il  ricercata  valore  della,  frazione  uelT  ir 
potesi  di  0?=  a  : 

così  per  esempio  "^^^^^^^(^^-^^^  diviene  —  quando  x.  =  a  y e 

i  .differenziali  tutti  primi ,  secondi ,.  terzi  ec.  y  det  numeratore  e. 
del  denominatore  divengono*  infiniti  nella,  detta  ipotesi  ;  per.  que- 
sto ponendovi  an- w  per  Xj  s'avrà  ^/  (  ^•-*-  "  )  -~  v^^  ■+  '^'^  :^ 

^^^  —    '      •    ^"^  -^.  ec. ,  e  da  quest*  ultima:  e- 


•   •.  • 


spressione  facendo  «  =  o ,  si  ricava  il  ricercata  valore  della  frar 


zìone  =— *— f 

V  (  a"  ) 


§.  45.  Data  una  eqnaziorie  z.  =  o  fra  due  variiabili!  x  ,  yy 
noi  abbiamo  dimostrato  al  §.  (  aq  ) ,..  come  può  aversi  il  valore 

*di  (^)  espresso  in  a?  ed  y  :  "Rappresentiamo  in  generale;  questo 
valore  per  -^ ,  di  modo  che  sia  (^)  =  ^  essendo  P  e  Q  due 

funzioni  in  or  ed  y .      ,       ;  *  > 

8e  neir  equazione- a  ==  o  si  fa;.flp.=f?a,  avremo  per  y  un 
valore  determinato ,  e  sia  questo  y  =  o.  Sostituendo  i  due  va- 
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lori  di  X  <e  di  y  in  J ,  s*  avrà  il  valore  di  f^)  per  questo  caso 
^particolare  :  ora  se  la  sostituzione"  di  a?  =  0,7  =  5  in  --  ren- 
desse  questa  fiinzìone  =  f ,  come  si  potrà  egU  avere  U  valow 

dir^)? 

Io  osservo  primieramente  che  risolvendo  T  equazióne  z  =  o 
per  avere  il  valore  di  j  espresso  per  a? ,  e  sostituendo  questo 

valore  in  ^t  avrpmo  (  ^.)  eguale  ad  una  sola  funzione  'dì  x  ch« 

si  ridurrà  a  —  quando  x  =  a  i  questo  caso  xientrerà  allora  in 

■0 

quello  del  §.  a^. 

Ma  potremo  :ancora  ritrovare  il  valore  di  (^)  senza  biso- 
gno di  ricoiTere  alla  risoluzione  dell' «quazioue  s  =  o:  infatti 

.  ,  -    P,  che  differenziata  di- 

viene 

(a)  .....  ...  (g)(|)  -^.(§)(^)--i.  Q(,^) 


r  eqiBzione  ,(  fi  )  =  L  ci  a  Q  (  g  ) 


dy  ^  ^Ux 


(£)-^ 


d? 


{%)(?.)'' 


il 

dx 


X3t,j^rrs^,  avrcmo 


{(S)-(f)}(r.)=(s) 


•ora  facendo  in  quest'ultima  -equazione  w 
Q  =  o  >  e  perciò 

equazione  di  secondo  grado>  dalla  risoluzione  della  quale  dipen- 
derà il  valore  di  (  ^  ) . 

^dx^ 

Avremmo  ottenuta  la  medesima  equazione   differenziando 
Q  (*!)«=:  P  nella  supposizione  di  (  ^  )  costante . 

Se  gli  stessi  valori  a?  =?  tz,  jy  =  &  annulleranno  àncora  i 

coefficienti  di  (!5[),come  pure  (^)»  per  il  che  si  troverà  an- 


■*  « 
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cb»  (^)  =  yr  allora  pfendoremQ  il  differenziale  deir. equazio- 
ne.  (  a  ) ,  nel  (J^uale  facendo  oc  =  a ,  ^  =  5 ,  avremo  per  determi- 
nare (^)  un'  equazione  del  terzo  grada  di  questa  forma 

N(g)^H-M(£r  •^L(g)H-T  =  o,  dalla  cui  risoluzione  di. 

penderà  il  ricercato  valore  di  (^). 

Anche  questa  equazione  Y  avremmo  ottenuta  col  differen- 

/ziare  quella  del  secondo  gradio  nella  supposizione  di  (^)  co» 

stante . 

Si  vede  come  dovremmo  fere  se  y,  =  5 ,  ^r  =  a  annullasse 
ancora  i  coefficienti  di  quest'  iiltima  equazione  >  e  così  di  se« 
^uita . 

Per  esempio  essendo  (^  )  =  ^Lll^y  si  cerca  il  dì  lui  valo^ 

re  quando  x-=y  =  Q .  Differenziando  {^  —  ax){^):=iày — - 
SLbx  5  si  ha  r  equazione 

dàlia  quale ,  facendo  a?  =  j^  =  o  >  si  ricava 
S(£)*  —  aa(£)^a&=ò>e  quindi 


ni.  Z)eZZ<2  5o7»OTa  cfeZZe  ^èrje. 

§.  4(5.  Conoscendo  la  somma  S  di  una  serie  A  H^  B  --f- 
C  -4-  D  -t^  ec. ,  nella  quale  i  termini  sono  funzione  della  varia- 
bile X  y  e  procedono  secondo  una  certa  legge ,  si  può  dedurne- 
per  mezzo  del  Calcolo  Differenziale  un  numero  infinito  di  al- 
tre serie ,  le  cui  somme  siano  parimente  conosciute . 

Posta  infatti  1*  equazione 

(i)  .  .  .  ,  .  S  =  AH-B-j-GH-DH-En-ec. 
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prendiamone  i  differenziali  primo,  seconda >  terzo  ec  »  e  facen^ 
done  le  divisioni  per  dx  y  dx^ ,  dx'  ec,  avremo 


(a) . . .,  (^)=:(i^)H-(-^)H.(i?-)-^(4?)-^ec. 


(3)  .  .  .  .  (B)  =  (^)H.(-j'^)^(^^?)H^(^) -f.ee. 


(4> C^-^)  =  (^)H-(^)-l-(^)H-(-^) 


ec. 


ec.  ce.  ec. 

Ora  i  secondi  membri  dell*  eqaazioni  (2)>(5)  ec.  formst- 

no  tante  nuove  serie  ,  le  cui  somme  espresse  da  (^)  »  (  j|)  ec.> 

saranno  conoschtte  da  che  è  conosciuta  la  funzione  S. 

Anzi  per  mezzo  delle  suddette  equazioni»  moltiplicate)  an- 
che ,  se  sia  bisogno  t  per  qualche  funzione  cognita-  di  x  avanti 
o  dopo  la.  differenziazione»  e  combinate  fra  di  loro  in  quella  ma- 
niera che  ci  piace  »  possiamo  trovare  moltissime  altre  serie  >  le  di 
cui  somme  siano  parimente  conosciute . 

Ma  rendiamo  tutto  questo-  più  chiaro  per  mezzo  d' alccs 
m  eFerapj . 

I.  Si  sa  che  la  somma  della  serie 

Cu  •  L*  X     •  !•  X    •  I*  X     •  !•    ••-•.•••     C  -^ 


se  dunque  prendiamo  i  successivi  differenziali  di  quest'  equazio- 
ne )  avremo- 

I  H-  3^  H*   3^*  H-  4*^  H-  ea 
I  -T-  3*  H-  6x*  — f-  Ica?'  -I-  ec. 


I 


ti~«) 


IT 

— 5  =3  I  ^  4«  -4-  loac  -^  ao»*  -t-  ec. 


.ec.  ec. 

ed  i  secondi  membri  di  queste  equazioni  sono  serie,  le  cai  som- 
me sono  espresse  dai  respettivi  primi  membri. 
II.  Si  sa  che  la  progressione  geometrica 

a?  -f-  a?'  -^  07^  -f  **  -^  «^  H-  •  •  •  •  H-  «"  ha  per  somma  ^^^^ 
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dunque  differenziando  1'  effuazione 

— .— ^-—  ==  a?  -i-  X*  H-  a?*  H-  »*  -f-  .  .  .  .  .  -i-  «"  e  dividendola 

s 

per  cf 3C  >  avremo 

(n^ìix   —nx  -  I  .      .  -  , 

TT^TF ^{T^Ty  =  '  -»•  3XH-3»  *^  4^'  *^ -i- 

Di  qui  si  potranno  'ricavare  le  somme  delle  potenze  dei  nu- 
meri naturali  ;  imperocché  moltiplicando  quest*  ultima  .equazione 
per  X ,  diiFerenzia.ridola  e  dividendola  per  dx  j  avremo 


»  -     «j: 


72*0? 


Quest'  ultima  equazione'  moltiplicata  per  ,x  >  differenziata  « 
divisa  per  dx^  ci  darà  la  somma  della  serie. 


8a?  ^  a7a7*.-^-  640?'  -+  •  ^  •  •  •  S-^'.* 


e  così  di  seguito^ 

Facendo  .ora  x  =  i  nelle  equazioni  sopra  trovate ,  avremo 
espresse  dai  primi  loro  membri  (  il  cui  valore  si  trova  con 
la  regola  .del  §.  43  )  9  le  somme  .delle  prime  9  .delle  seconde  ^ 
delle  terze  potenze  ec. ,  dei  numeri  naturali  I>1293>49 n. 

§.  47.  IIL  Supponiamo  ora  che  si  ^conosca  la  somma  S  ..di 
una  serie  qualunque  di  questa  forma 

S  =  a  H-  io;  -f.  cx^  H*  ex^  '^foo^  H-  hx\^  co. 

e  cerchiamo  per  mezzo  degli  artifizi  sopra  .esposti  la  somma  di 
un'  altra  serie  qualunque  y  ma  della  forma 

Aa  H*  Bòa?  H*  Cca?*  •+»  Eex^  -t-  Vfxl^  .^  Khx^  H-  ce.  9 

nella  quale  A ,  B  >  G  ,  E  9  F  9  H  ec.  9  compongano  una  serie  che 
conduca  alle  .differenze  costanti  (  Tom.  I  §  6  ) .  Prendendo  suo* 
cessi vamente  i  differenziali  di  queir  equazione 
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a 


&X 


ex 


ex: 


■M 


hx' 


(0) 


h    H-  2CX  H-  360)*  -h  4/0?'  H-  5/ia?*  H- 


ce,  avremo 


ec. 


2C  H-  6cx  H-  1 2/jc*  H*  2^7^^'  H*  ec- 


(-) 


6e  H-  24/07  H*  60/ia?,*  H:»  ec. 
0.4/  Hr  1 3  0^,0?  H-  ec- 


ce, eoi. 

Moltiplichiamo  la  prima  di  queste  equazioni  per  «  ;  la  se- 
conda per  ^x  i  li  terza,  per  ^  -,  la.  quarta  per  J^  ;  la  quinta  per 


a. 3. 


tx* 


a. 3. 4 


;  e  così  di  seguito;,  sommiamo'  tutte  queste  equazioni  insie- 

me  ed  avremo  (  s' avverta  che  «  ,  ^  ,  y  ec. ,  sono  coefficienti  co- 
stanti da  determinarsi  ), 


OtS 


^«'(S) 


9:     *  ^   dx 


ec. 


4/*y     •     a    ^  ^  i/«*  -^     *   ».'  3  ^  ^J*''  '^     *    2 •  3.4^ dx^ 
1f    ma  H*  {ab  H*  ^&)  ^  Hh  («^  H-  3^C  •*-  yc)  0?*  H-  (ae  •{•  3/ie  H* 

Orai  paragonando  il  secondo*  membra  di  quest'  ultima  equa- 
zione con  la  serie  da  sommarsi   .       • 

Aa  H-  Bbx  -H  Cc«*  -f-  Ee«'  -|-  E/à?*  -f-  ec. 

« 

eguagliandoli  cioè  fra  loro»  avremo 

A'  =2  A. 


p= 

=  B- 

_  «  —  B  —  A 

y  = 

=  C- 

-2^— «  =  C- 

-  afi  H-  A 

• 

1  = 

• 

=  D- 

-3y  —  3^— *r 

=  D-~3C^ 

F3B 

ecL 


eci 


ec. 


Dunque  indicando  per  Z  la  ricercata  somma  >  s»ik 
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Z  =  AS  ^liiiAJJ^(^)^.  (c-2B-t-A)x'.rf'$> 

1.2.3  v.^jyH-ec. , 

■R    n  S^^%°  indicando  le  differenze  successive  della  serie  A 

^•'^'      '5' .    ®^'  .secondo  che  si  cpstuma  nel  Calcolò  delle 
DiKerenze  Finite,  sarà 

Questa  espressione  di  Z  è  composta  di  nn  numera  finito  di 
termini ,  quando  la  serie  A ,  B ,  C ,  E  ec.,  conduce  come  abbia- 
mo supposto  alle  differenze  costanti . 

Indicando  per  e  il  numero  il  cui  logaritmo  iperbolico  è  l'u- 
nita>  noi  sappiamo  essere 


te 

H-^H 

I  .  3 

1-     ' 

*                   j 

•  3-4 

^^^ 

\^         ^ 

'    1.2 

•/3     "    12 

'  ec 

^  dx  ^ 

=  ^'^(^)  = 

tt 

e  i 

e'  ec; 

» 

dunque 

la  somma  di' 

una 

serie  di  < 

questa 

forma 

Ah-** 

1 

1  .2 

-4-    E^ 

1.3 

1.2.3.4 

+  ce, 

sarà 

Z~£\ 

[  Ah- '^^  n'- 

»»A*A 

1  .2 

1.2.3 

-l-ec. 

h 

Sia 

ora  la 

serie 

da  sommarsi 

^ 

«^?. 

,     IO*» 

"*"i.»- 

• 

1.2. 

i-*- 

1.2.0.4      '    I.2.3.4.Ì  ^^ 

sarà  dunque 

• 

• 

A    , 

B    > 

C 

>    E    , 

F    = 

»      ec. 

M^b^M^ 

2      ) 

5     » 

IO 

>  '7   . 

aó  , 

ec. 

AA  = 

3 

♦    5 

» 

7.9 

» 

ec 

A*A~ 

• 

a    > 

2 

»     a    , 

66. 

A'A  = 

1 

0 

'      » 

0    > 

ec. 

ec: 
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«05 


5* 
I 


IO*' 


17* 


•4- 


stfjc* 


)  =  e'(i 


1.2.3    '    i.a.3.4 


ce. 


(  2  H-  f  -H 


e  perao 

Z  =  a 

i.a 

Se  poi  la  serie  A^B^C^E  ec.^  noa  conduce  a  differen- 
ze costanti  9  la  somma  Z  viene  allora  espressa  per  una  serie  in- 
finita y  la  quale  può  talvolta  essere  più  convergente  deUa  propo- 
sta >  ed  in  co^nsegnenza  più  comoda  a  maneggiarsi.  Per  ulterio- 
ri dettagli  rimandiamo  i  nostri  Leggitori  al  Cap.  II.  Par.  II.  del 
Calcolo  Differenziale  del  Sig.  Euler. 

§.  48.  Se  noi  rappresentiamo  gli  ìndici  di  un.a  sene 

per  i>  a,  3,  4,./.  .(a? — i),  a;>  (jc-hi)v--- 
e  i  termini  corrispondenti 

per  f  0),^(2),  ^(3),  f  (4)v-^(w  — O»  ^(*)>  ^(»H-i)v-- 

abbiamo  sempre  fra  due  termini  consecutivi  ^(or  —  i),  ^{oc) 
della  serie ,  qualunque  sia  d'  altr'  onde  la  legge  della  di  lei  for- 
mazione,  la  relazione  dataci  dal  Teorema  di  Tajlor:  se  infatti 
facciamo  •  =  —  i  nella  formula  di  questo  Teorema  (  §.  5)1 
avremo 

(a)  ....  ^(*-g  =  ^(*)-(g)H.|(|;j) 


V  j-i  J 


a. 3 


X 


•    •    •    • 


ec. 


Indichiamo  per  iS^  (  ic  )  la  somma  dei  termini 

fi(i)-|.^(»)H-^(3)^ H-^(»—  i)-f-^(*)>  e 

sarà  (  Tom.  I.  §.  a2  )  S^(a?)  =  2^(jc)»4-^(«)-' 

Ora  prendiamo  V  integrale  finito  dèli"  equazione  (<z  )  ed  a' 
vremo  (  Tom.  I.  §.  i  a  )  qnest*  altra  equazione  , 

2«.(«-.)  =  C-i-2?(»)-2(ft)-*.i-.2(^)-     ' 


4x 


9.3 


X 


^(ti)"^  cc.>  che  sommata  con  (a))  ci  dà 


dx 


Tom.  IL 


O 


/ 
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S$(«-O-^*.(«-O=C-*2fW-2(g)-^i-2(0)-^2(^«)^ec. 

-^  ^W-   (S)-T   (S)-r3,  (S)-«^- 

che  si  riduce  a 
S^(a;-O=.GH^S^(^)^S(g);H<l.S(g.)-~±S(0)^ec.:: 

ora  essendo  S^(a?  —  i)H*^(a? >=  S^ ( a? ) ,,  &* avrà. 
S^(«)-?.C«)  =  G^S^C«)~>.S(g).H-i;S(^)~ec. 

dallgi  quale 

S(g)=CH-K«)H^iS(g).-iS(0)H.eo.. 

Se  adunque  saranna  cognite  le  somme  corrispondenti;  ai  ter- 
mini  generali  (^)  »(  v?)  .«c-  *  ricareremo-  da.  questa,  founula  la 
somma  della  serie  il  cai  termine  generale  ^  C^)* 

« 

La  costante  G  deve  determinarsi  in  modo  che  la  somma 
S(-)  sia  nulla  quando  »=o. 


«-+- 1 


•  «  •. 


'    Supponiamo  per  esempio  (pix)  =  x       ,  ed  avremo 
i)a?"""    ee.,  quindi 

3.3. 4-  .  . 

Ora  determinando  la  costante  in  maniera  che  il  termine  som- 
matorio  sia  nullo  quando  «  =  o,  avremo  G  ==  o .  Per  mezzo 
della  formula 
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potremo  trovare  la  somma  ^elle  potenze  n  '    >  data  per  le  som- 
me delle  :potenze  inferiori  \ 

Sia  /z  =  o  ;  S'x"  =  w . 

2  2  2  2 

72  =  a  ;  Sa?*  =  -La?»  ^h  Sa?  —  -  Sa?'^  -»»^±.a?*  -j-  -^af 

3  3-3  a     .         6 


n 


3;  Sa?»  =  -La?*^-S-Sa?'.--:S«-^^:Sa?''=3^a?*H'T** H- 


vC 

4 


ec.   ____  xc. 

$.  49.  La  formula 

^(»)=^(o)H.»(i:)-4--^(g)-^.£i(^t)H-t=c. 

data  al  §.  36  per  sviluppare  una  -qualunque  funzione  in  serie  or- 
dinata per  le  potenze  di  x  y  d  somministra  il  me^zo  d*  avere  la 


di  una  serie  qualunque  data  per  le.  somme  delle  potenze 
inabile  ^x .  Prendendo  infatti  V  integrale  finito  di  questa   * 


somma 
della  vari 
formula >  s'avrà 

24.(a?)  ==C^  ^{o)2a?°H-(g)2a?^i(^):2a?'H.  ec. 
che  sommato  con  la.  formula  medesima  >  diviene 

2c|)(»)H.^(a?)  =  C^^(0)2a?%(i<*)2a?^-(j^)2a?*H-ec. 

H-^(o)  a?"  H-f^)  «  H--i(^t)«*  "►ec. 
ovvero 

S<|)(a?)=t:H-'^(o)Sa?*H-(^)Sa?-i.JL(^,)Sa?*H-ec.; 

i  valori  poi  di  Sx-^  Sx'  y  S^*  eÀ  >  gli  aì)biamo  trovati  al  §.  ante- 
cedente .  • 

Avvertiamo  che  C  deve  determinarsi  in  modo  che  sìa  Sp{x) 
=  o  quando  a?  =  o  >  e  rammentiamo  di  più  che  ,  a  differenzia- 
zioni eseguite ,  dobbiamo  fare  oc  =  o  nei  coefficienti  differenzia- 
li di  questa  formula . 


■I 


\ 
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IV.  Uso  del  Calcolo  Differenzìalie  per  esprimere 
le  differenza  e  le  ^omme ,  o  integrali  finiti  delle  funzioni . 

§•  SO.  XL  Calcolo  delle  Diifferenze  Finite  tutte  considera 
r  aumento  che  riceve  una  funzione  ^  (  oj  )  allorché  x  diventa 
a?H*w,  ed  il  Calcolo  DiiFerenziale  considera  i  diversi  termini 
che  compongono  qnest*  aumento  sviluppato  in  serie  ordinata  per 
le  potenze  di  co  ;  vi  saranno  adanque  delle  relazióni  tra  questi 
termini  componenti  e  le  quantità  che  ne  sono  composte  >  cioè 
tra  i  differenziali  e  le  differenze  >  e  si  concepisce  che  potranno 
le  differenze  finite  esprimersi  per  mezzo  dei  differenzfali  >  ed  a- 
versi  delle  equazioni  che  diano  r  rapporti  fra  questi  e  quelle^ 
Ci  bisogna  però  fino  di  qui  avvertire  che  per  Sp{.x)  dx  si  rap- 
presenta quella  funzione  di  x  ^  la  quale  differenziata  una  volta 
ci  dà  (p{x)  dx  y  e  questa  funzione  chiamasi  Integrale  Primo 
o  del  Primo  Ordine  della  funzione  (f>{x)dxi  che  per  S^ip{x). 
dx'  si  rappresenta  quella  funzione  ,  la  quale  differenziata  due 
volte  ci  dà  q>{x)^dx^ y  e  chiamasi  Integrale  Secondo  o  del 
Secondo  Ordine  i  e  così  di  seguito .  . 

Ciò  premesso  sia  y=^^{x)y  e  facendo  crescere  x  della 
quantità  w ,  avremo  ^H*Ay  =  ^(a;H-w), 

l^^y  =  <p(xH-w)  —  P{x)ì  e  quindi  per  mezzo  del  Teorema 
di  Tajlor 

V     J  '^J^  ^dx^         2^dx*^        a.s^cfjc*^       4.3.4^^**' 

questa  formula  ci  dà  la  differenza  prima  finita  di  y  espressa  per 
i  differenziali .  . 

Prendiamo  la  differenza  finita  di  quest*  equazione  ,  ed  a- 

vremo 

ora  facendo  nell*  equazione  (  i  )  successivamente 
(^)  ,  (  ^)  ec,  invece  di  j^ ,  si  ha 

u)A(*!)  =  «V^jH-^(|^)-t-cc. 


\ 
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Quindi  r  espressione  di  A  J^  avrà  la  fórma  seguente 


eseendo  a ,  a  coefficienti  nnmerici . 

Prendendo  ora  k  differenza  finita  di  qaest*  nltima  equazio- 
ne ,  avrema 

Ab' =  «^A  (0)  H- oto^A  (0)  ^  eo. 

e  quindi 


Generalmente  seguendo  lo  stesso  metodo ,  troveremo 


(2) A'j.=  «'^(^:W^W-^'(^)HrfcV'x   .  .  . 


ec-- 


essendo  h ,  K  ec: ,  coefficienti  numerici ,  indrpendenti  da  ^  e  da 
w  ;  essi  adijnque^  avranno  Io  stesso  valóre ,  qualunque  funzione 
sia  ^  di  jc . 

Per  determinarli,  facciamo  ^  =  e    essendo  e  il  numero  il 
cui   logaritmo    iperbolico  è    1*  unità  :   avremo  allora   y  =  e' } 

ày  =  e       — e  =e  (e  —  i);  Aj'  =  e  (e  —  i); 

Aò'  =  e*(e" —  i  )*  ec;  AV=  ^  (*  —  O*  •  Sostituiti  questi 
valori ,  r  equazione  (  a  )  diventerà 

,1*  ^«1  n  -iii-4"I.-,«i-*-9 

(e  —  I  )   =  w  H*  ftw         H-  ^ w         -H  ce 
.  e  perciò  i  coefficienti  h ,  ft.'  ec. ,  saranno  quei  che  nascono  dal- 
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lo  sviluppo  della  quantit^^  (  e**  —  i  )*:  avremo  adunque 

Ve  —  I  /  > 

purché  nello  sviluppo  del  secondo  membro  si  mutino  le  -poten- 

M  f  ^f    r""*'  in  differenziali  (g)  del  medesimo  ardine. 
Sarà  per  tanto  in  questa  supposizione 

(3)....A^-Ve  -1/.  ^ 

Sviluppiamo  ora  :ìn  serie  la  quantità  (e   —  i  )  . 
Siccome  e"  =  1  -i-  w^^^*  H-^g  -f  ec,  <così  avremo 

.^  -Il  fi  'U  U)^  N^ 

Supponiamo  ;  adunque 
(e"_  if  =(o''(iH-Aw-:i.BwV^C(o'H-  ecf  ;  prendendo  ilo- 
garitmi  .da  una  parte  .e  dall'  altra  e  .difFerenziando ,  s'  avrà 

;"        'x  K Aj-jBo)'4-3C<^*jigg:_>  ora 


w»  «I  w* 


dunque  sosritaendo  nuesto  ^ralore ,  «olriplicando  In  croce  e  n- 
ducendo  >  avremo 
,1        a.^^ (ec.)(i^  AtóH-Bw**i-Cw»  -^ec.)  = 


,         »    .    «» ^^^  ec.)(A-haBwH-3Cw*H-  ec) 


cioè  a  dire 
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a  *■  a,        a. 3 


a. 3 


2. 3-4 


a. 3 


)W? 


ec. 


3.3.4,       a. 3. 4-5 

a.       3.3/  ^-  a        a. 3 

e  paragonando,  i  termini  ju  sarà. 


A.-i..(aB.-~4.)wH-(3C 


2.3    4 


)(.' 


ec. 


A  =  ^ 


a^ 


4D 


(«  •+  I  ) 


2. 


A 


fi* 
273, 


(  »  -Vi)  g 

a. 

L^Litli  CI . 

ec. 


2.3. 

(«-4-2)  -g 

a.3y 


2.3.4 


(  »  -+  r  )  A 

2.3.4 
ec:. 


2.3-4.5 


Questi  valori  di  A  ,  B ,  C  ecy  sono»  i  valori,  deiì  coefficienti  A, 
Kyh''  ec. ,  della  equazione  (2)*. 

§;  51.  Per  quanto  il  metodo  impiegato  per  trovare  i  coef- 
ficienti h  yli  j  K'  ec.  V  sia  elegante  v  pure  esso  non  è  diretto  ,  e 
lascia  sempre  desiderare  una  determinazióne  di  quei  coefficien- 
ti semplice  ed  indipendènte  dalla  riflessione  fatta  al  §.  antece- 
dente ,  la  quale  ci  ha  mostrato  y  che  i  medesimi  erano  quelli  del- 

co*  n* 

l(y  sviluppo*  di  (  e  —  I  )  . 

Crediamo  per  questo  faf  cosa  grata  ai  nostri  Leggitori  dan- 
do foro'  un  altro  metodo'  diretto ,  dedotto  dal  Calcolo  delle  Dif- 
ferenze finite  :  si  vedrà  sempre  piii  come  questi  due  Calcoli 
s'  ajutino  a  vicenda  . 

.1  coefficienti  hjK  rh''  ec.  >  sono  altrettante  funzioni  di  n 

che  noi  indicheremo  per  h  ^K  y  K'    ec. ,   e  che  ci  prpponia- 

w  ww  ,  fr 

rao  di  determinare .  Ciò  premesso  scriviamo  72  h-  1  invece  di  n , 
neir  equazione  (  a  ) ,  ed  avremo 
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Ma  prendendo  la  difTerenza  finita  dell*  eqaazione  (ay,  abbiamo 

A(£^:)-<-A".."'"'A(£^OH-ec. 
ove  facendo  in  virtù  dell*  e§Qaziene  (  i  ) 


d*-^^^x  //■"*'3„.       „.,/-^4, 


ec. 


.ec.  -ce 


avremo 


/■^\v         .  f         ^    .    »-+s/i^ 


2     w  *'  ^^^^^ó^  ^2.3.4  3.3    «  a      » 


ec* 


Paragonando  ora  fra  di  loro  le  due  espressioni  ottenute  per 
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li    ^  yy  avremo  per  determinare  quei  coefficienti 

*  -4- 1  a  » 

//    '  I  .  I       l  .        I     T'*         .      T^' 


»H*i         2.3.4        ?-3    »        »     «  M 

II''         = H* A  •+•  - — h    H*  -^^     H-  hf^ 

#H-l        d«3.4«5        2.3.4    •        2.3     «         2       «  • 

ea  ea 

delle  qnali  è  chiara  la  legge .  Integrando  adunque  questo  equa-' 
zioni ,  si  troverà 

•  h    =i.2i=-!^ 

^  n  2  ^ 

m  2       ^  3  «^ 

»  2        ^3-4  ^^  3      li  »' 

#        2       ^3.4-5        8*4    i>         3      •  » 

ec.  ec* 

Sarebbe  facile  vedere  copie  queste  espressioni  sono  le  stesse  che 
quelle  trovate  al  §.  antecedente  ^ 

§.52.  Essendo  cp(a;H-wJ  =  ^(a?)H-w(^)^5^(g?)H-eOi 
avremo  prendendo  V  integrale  finito 

ma  2<p(a;  -h  w)  =  2^ (a?)  H*  ^(a>)  (  Tom.  I.  §.  aa.  )  i  dunque 


iSe  ora  facciamo  (^)=5=  E(a?)  =>'>  sarà  {^)dx  =^ydxi 

ci  darà 

Tom.  IL 


f{^X')dx  =  fydx \  ^ ( a? )  =  ^of jc i  e  quindi  V ultima  equazione 


i 
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Adesso  ricaviamo  successivamente  da  quest*  equazione  i  valori 

di  2(£),  !S(0)  ec,  ed  avremo  per  ^3?  un'espressione  di  ^u^ 
sta  forma 

essendo  a ,  a  ,  a"  coefficienti   numerici .   Prendendo  1*  integrale 
finito  di  questa  formula ,  si  ha 

2>  =  2/^^  H-  a^y  ^  a'u)2  ( |)  ^a"ri^E (0)  H- ec. . 

nella  quale  ponendo  per  2/"'^  il  suo  valore .(  che  ottipnsi  dall* 

equazione  2^»  =/'—  -{-  ec.  col  mettere  /^—  in   vece  di  y  >  e 

che  è 

2-^^-1  ===/^  H-  ^  H-  a>  H-  a"«  (  g)  -»-  ec.  )  ed  egualmente 

i  valori  di  2^ ,  2  (  ^  )  tt?. ,  avremo  per  2  jf  un'  espressione  ài 

questa  forma 

2>=^l*^è^H-i>H-i"w(^)H-5'V(?;)^ec. 

Seguitando  Io  stésso  metodo  )  vedremo  che  generalmente  2  y 
sarà  della  forma 


2%  e=/>^H-^'£ — ^:^!^5^ ^h'i-—^ {-  ec. 


/;2yH-m'<^(^)H-mV(£{)^ec.  (4): 

i  coefficienti  h^Ti^  h!'  ec.  >  m  ^  tte'  ec.  >  sono  funzioni  di  n  in- 
dipendenti affatto  da  a? ,  le  quali  si  possono  determinare  diret- 
tamente "  per  il  metodo,  che  ho  dato  al  §.  antecedente  :  non  o- 
stante  cercheremo  il  valore  di  questi  coefficienti  per  mezzo  di 
quello  usato  al  §  50,  poiché  se  è  meno  diretto  >  è  però  più  e- 
legante  per  i  risultati . 
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Facciamo  j^  =  «  ,  ed  avremo  e  =y  =  (^)  =  (  j4) 
(~i)  =  ec.  =Jydx  ^jT'ydx^  =  ec.  :  così  troveremo 

X  X 

^J  ^  -r~»  2>  =  -;^-  2j/  =  — ' —  ^  ec.  ec.  ^"y  = 


•     • 


X 

e 


»         .»  * 


(e    —I) 

dunque  facendo  le  opportune  sostituzioni  nell*  esazione  (  4  )  > 
*  troveremo 


e  perciò 

—^—^  H-  A ^ — -r^, — ■  H-  ec.  H-  w>  ^  ffi'w  (j?)  H-  ea  =i=  . . .  . 


purché  nello  sviluppo  del  secondo  membro  di  qticst^  eqùàzion»  > 
si  murino  gli  esponenti  delle  potente  di  (^)  in  ordini  dei  dif- 

ferenziali ,  si  scriva  cioè  (-^ì  invece  di  (^)'"i  e  le  differenze 

d' indice  negativo  si  cangino  in  integrali }  cioè  si  scriva  jydx 

invece  di  {—Jy,  con  queste  condizioni ,  avremo 

I  coefficienti  poi  A  >  A'  ec.  >  s'  avraaùo  dalle  equazioni  del 
§.  50,  facendovi  il  *= — /^  • 

§.  53.  Le  due  equazioni  (3)  e  (5)  degli  antecedenti  J§, 
possono  essere  rappresentate  dalla  seguente  soltanto 


'(.?.} 
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purché  ilei  due  membri  di  qnest*  equazione  s'applichino  alle  ca- 
rattedstiche  A  e  (Z  gli  esponenti  di  Ay  ©  di  dy  ^  e  si  mutino 
le  differenze  d*  esponente  negativo  ia  integrali  >  cioè  si  scriva. 

2  y  invece  di  A     y^  ^  f  ydx     invece  dì  - — -. 

dx 

Ora  quest*  ultima  equazione  (  6  )  essendo  vera  per  n  posi- 
tiva  e  per  n  negativa  >  è  evidente  che  una  funzione  qualunque  . 
di  Ay  (  nella  quale  però  noa  entrino  potenze   frazionarie    di . 

Jy 
4x 

Aj^  )  sarà  eguale  ad  una  simil  funzione  di  e  —  i ,  purché 

nello  sviluppo  delle  due  funzioni  s*  applichino  alle  caratteristi- 
che A  e  d  gli  esponenti  di  Aj'  e  dy ,  e  si  mutino  le  differen- 
ze d'  esponente  negativo  in  integrali .  Per  esempio  ricaviamo  da. 
quell'  equazione  (  6  ) 

1  ^  ^y  =  e  ,   e  quindi  prendendone  i  logaritmi  >  s*  avrà 

» 

Z'(  I  H-  Aj')  =  w(  j'))  equazione  che  elevata  alla  potenza  «""*'*,, 

ci  dà 

0(iH- Aj')}   ==«  (— )  •'  dunque  quando  tz  è  positiva,  si  ha 

»"(0)  =  O('-fAj')}" (7) 

e  qiiando  n  .è  negativa  ==  —  m  ' 

^'H*'  = .J ~  ......  (8) 

queste  formule  (7)  e  (8)  ci  esprimono  i  differenziali  e  gli  in- 
tegrali delle  funzioni  per  mezzo  delle  differenze  e  degli  inte- 
grali finiti  delle  medesijne .  Infatti  la  formula  (  7  )  ci  dìi 

w  (^)  =  Aj'-h^^A       ^-^/l^A       ^'-h/i^A       j/H-ec, 
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la  quale,  facendo  n  negativo,  e  cambiando  le  difFerenze  nega- 
tive in  integrali ,  rappresenterà  lo  sviluppo  di  illi^  che  è  da- 
ta dalla  formula  (8). 

P-er  aver  poi  i  coefficienti  Ti  ^  K  ^  Ji'    ec,  potremmo  fare 

ff       tt       ^ 

tiso  del  metodo  dato  alla  fine  del  ^.  50 ,  ma  crediamo  meglio 
adoprare  l'altro  esposto  al  §.  51, 
Per  questo  sfacciamo 

•     ••••• 

{Z(iH«w)>'  =  w*(i-|.A  w-f-^'  w'-i-/t"  w'h-^"'  «*H-ec.) 

T»     •  ^  9  f$  ft  w  • 

e  ponendo  n^i  invece  di  n ,  avremo 

«'  -i-  eo.  )  :  ma 
{Z(  i-<-«)}*'*"'=  {Z(  iH-co)}*Z(  1  H.  «)  =  {Z(  I H- «)}" 

/•  (,)  —  !:i!  -f-  _  —  ec.  )  =  w*      C  i  -f-  A.  «  -i-  A'  w'  h-  A- '  w* 

>^  23  ■  ^  n  n  n 

H»ec.  )(i — ~H-—  —  ec.)  =  «*.    {iìh-(A  — ^)wH* 

^«2»3»4»5  / 

ilnnqne  paragonando  le  due  espressioni  ottenute  per  -{t  (  i 
u:  )  >        ,  avremo 

1;  2^ 


A'  =  — -L2(A  — ^) 

»  2  ^      »  3  '^ 


2   r         .3 


n  3^«  3»  4 
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K"  =-~J-2(fe"  —-h'  -^l-h  —.1) 

«  a       *     »        3*4»        &^ 

ec.  -ea 

Se  facciamo  tz  negativo  j  queste  equazioni  daranao  allora  i 
coefficienti  dello  sviluppo  di  J^^,^^. 

Questo  metodo  servirebbe  anche  per  sviluppare  in  45erie  or- 
flinata   per  le  potenze  di  x  V  espressione 


%  •' 


OM-^yH-^^*H-€4P>H^c.r    ^ijg   ^^^  abbiamo  sviluppata  con  altro 

mezzo  al  §.  (  38  ) . 

§•  54-  Le  formule  (3)  ^  (5)  >  (7)  >  (8)  sono  state  date  la 
prima  volta  dal  Celebre  La -Grange  negli  Atti  di  Berlino  1772- 
Noi  abbiamo  seguita  V  esposizione  che  dì  queste  ne  ha  data  il 
Professore  Paoli ,  avendovi  aggiunto  il  metodo  diretto  per  de- 
terminarne i  coefficienti . 

Il  Geometra  La -Place  ha  trovate  (  Atti  di  Parigi  1779  ) 
altre  formule  per  espricnere  le  differenze  e  gì'  integrali  della  fun- 
zione rny^  ove  m  è  costante  :  ma  queste  nuove  formule  sono 
coroUarj  di  quelle  dell'  Italiano  Geometra  >  come  ora  vedremo  : 
abbiamo  dimostrato  al  §.  50. 


Ora  facendo  y  ==  uiz  (  scrìvo  z  per  non  flir  confusione  ) 
.  avremo  differenziando  è  dividendo  per  dx 

{'£)  =  m-zlm  -h  m-(g)  =  m-  {{^.)lm.  -Kg)> 
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(£!^)  =  TO*(Z/7z-t»(^))*,  pardiè  cello  sviluppo  si  barattino  le 
potenze  in  diiOEerenze,  secondo  ciò  che  è  detto  sopra;,  sarà  dunque 


m' 


e  questa  è  la  fòrmula  data  da  La -Place. 
Nella  stessa  guisa  dalla  formula 

2%  =  r^ — ' —   si  potrà  dedurre  1*  altra  formula  data  da 

quel  Geometra 


.0        X  ma' 


"^  m,  z  = ~ —  i  come  pure  dalle  formule  (7)  »  (8)» 

\m    .e  —  I  / 

potranno  dedursene  delle  altre  simili  per  la  funzione  m'z. 

Noi  rimandiamo  i  nostri  Leggitori  alk  sopra  citata  Memo- 
ria >  quando  bramino  di  vedere  estese,  queste  formule  alle  fu»-' 
zioni  ^  più  variabili. 
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n^ 


MM^ 
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CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE- 


c 


A 


P. 


IV. 


-^>-^^»i  Wl  I  I 


Continuazione  dello  stesso  .  Soggetto 


■1^ 


i^— ^«*^J»^Mi«»i*    il      I     111 


V.  -Risoluzione   delle   Frazioni, 


§•  55*    iJER  quanto  la  risoluzione  delle  frazioni  compo»* 
J^     ste  nelle  loro  frazioni  semplici,  appartenga  ali* 
introduzione  all'  Analisi  Sublime ,  pare  ne  faremo  qui  un  cen- 
no,  giacché  il  Calcolo  Differenziale*  «?imministra  un  semplicissi» 
mo  ,metodo  per  ottenerla . 

Sia  —  una  vera  frazione ,  tale  cioè  cbe  le  dimensioni  di  x 

nel  denominatore  siano  maggiori  di  quelle  del  numeratore ,  e 
proponiamoci  di  risolverla  nelle  sue  frazioni  componenti .  Sup- 
poniamo che  per  mezzo  della  risoluzione  dell'  equazione  Q  =  o 
già  si  sappiano  i  fattori  di  Q  •  In  virtù  delle  radici  reali  e  di- 
suguali ,  Q  avrà  dei  fattori  di  questa  forma  a^^bx  i  in  virtiì 
delle  radici  reali  ed  eguali ,  Q  avrà  dei  fattori  di  questa  forma 
{a  ^  bxY i  in  virtù  delle  radici  immaginarie  e  diseguali,  Q  a- 
vrà  dei  fattori  trinomiali  di  questa  forma  cl"  -h  ^Q-òxcosp  h* 
6'a?M  in  virtù  infine  delle  radici  immaginarie  ed  eguali,  Q  a- 
vrà  dei   fattori  trinomiali  di  questa  forma  {  a  ^-{^  "labx  cos  (p 

'  b\x'y. 

Consideriamo  questi  quattro  casi  separatamente . 
I.  Sia  Q  =  (aH*^3c)S;  poniamo 


p 
Q 


(a-ì'i,x)S  (a-^U) 


^,  e  riducendo  al   medesimo  deno- 
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minatore  vivremo  V  equazione  ^^— ==ii±^^^ÌfL>,  dalla 
nnale  incaveremo  31=  ^^^  : -ora  E.  è  nna  iunzione  intiera  di  «; 


dunque  P  — .AS  deve  ^essere  divisibile  per  tz  h-  òa?  :  dunque  a 
bx  deve  essere  un  fattore  di  P  —  -ASi  dunque  P  —  -AS  de- 
ve divenire  tuullo  quando  .a-rH.i«=o ,  ovvero  quando  «^=3 


:—  — .  Sarà  pertanto  A  =  -|-,  purché  si  .faccia  aiel  secondo  mcm" 

hro  a?  =  — 7^- 

Ma  impiegando  il  Calcolo  JDifferenziale  in  questa  iricerca* 
moltiplichiamo  .tanto  il  .numeratore  'che  il  denominatore  del  va- 


lore di  A  per  a— h-òap^^ed .avremo  ^A  =  iJp!-~^=HiL±Jf!Ì, 

purché  si  faccia  x  =  — -J-  ;  fora  :in  'questa  supposizione  il  vaio» 

re  di  A  diviene  —  ;  dunque  jper  «ciò  <;he  è  detto  ^sopra  {  J.  43 1> 
avremo 

=  (l^^<*,-"^*>h:(gg),  ovvero 

*  dx  *      -dx* 

= — ~ =  -i^ ,  ipurchè":a  diiterenziazione  «segui- 

;ta  si  faccia  a?  =  —  4^  • 

Per  esempio  )  data  la  ifrazione  -^ — ~ — —-t  cerchiamo  la  fra- 

zione  semplice  che  'naso©  ^da   i  — x  fattore  del  ^denominatore . 
Facendo  il  paragone  con  la  formula  generale  >  ^^vrcmo  a=  i  , 


dx 


:^nx        ;  dunque   A  = — -i — -  ^   purché    si    faccia 

Tom.  IL  Q     - 
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ic  =s  1  ;  dunque  A  =   .^— .  Pereiò  la  fmzìoad  coraispondentc 


A 


il  fattoi»  I — X)  sarà  ■  «  ., .       \- 

•  ^•.•»  •  •••1,-  ^_ 

Per  faroe  un  altro  esempio  >  proponiimoci.  di  decomporre  la 
frazione — ,     ••/''^'^*.v    -  \  nelieh  tre^  fraziona  semplici.  -^ 


Per  determinare  A>  avremo  a=:  2 ,  5"=  ^>  F=  r -4* -'t"'*  >♦ 
•  •  •     •      • 


^=:  l-Ì-±^_  =  ^  i*,  pe»cbè .  «.=4=  -r-  ai.  A  Eigjiardo  di.  B,  si 

1—4*  — 8»^-   -  3 

hi  ai=  hy  &;=  i ,.  E.=  t-fr^c! »,  Q  =^^  aH^aJ  —  aa:'  —  a?' ?  dun- 


,qae  B  =  -— l^t£ — j^r=  ^-r^.  i. ,  poiché  a?,=  —  i.  ;  così,  avremo^ 
C  =  — ^"*'**     =  —  —  :  dunque  sarà. 


(2-h*)Cl-4-*)(l— *)  3(2-*-*)  1  -+*  3O— *) 

II.  Sia  Q=  (<t-4*-6af)rS>.e  pomàmo- 
^  ^  ^        ■        "        •  5.  ;  rìdùoendo  al!  medè- 


simo  denominatore ,  avremo  1'  equazione-  . 

___! ,.-,AS-«-B(^-f*^)SH-^,(^rtrfa)*    ,j  y^.  gnalè  SÌ' rlcava  F 

==  AS.^i-B((2-f6jc)S-4-R(as-i-'>'0%  ed  in  conseguenza  R  = 

ia-i-bx)*      ~^' 

Ora  dovendo  essere  K  una  funziono  intiera,  b  necessario 
clie  P  —  AS  —  B (a  -i-  òos)* ,  ovvero 

~  —  A^ —  B(a-^5a;),  (  poiché  S  non  contiene  il  fattore  a H* 
ia?)  sia  divisibile  per  (a-{-$ap)*i  dunque 
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,  t 

Zi 

Z  —  A  —  B/aH-6*)>  *<i  il  suo  difFerenziale 

^/l ^ B{aH-  ^  )  )  >  dovranno  annullarsi  quando  a^hoi 

s 

=  o  j  ovvero  (juando  ^  =  "^  y  • 

Questa  riflessione  joì  dà  le  due  equazioni  -  —  A  ^  o  » 

p 
(JZ)  -«  B5  =  o^  dalle  quali  si  ricava  A.=  j«B 

F 

^       )  facendovi  pero  «  =  —  y 


•  •-•••*• 


y  V-^)  facendovi  pero  «  =  —  j 

In  generale  -essenda  Q  =  {a-h*af)*"S#  poniamo 

T  P  _-         A  .  A'  _, A2 


•  •  •  «-« 


e  per  lo  stesso  ragionamento  troveremo  quest'  equazione 

^alla  quale  si  ricava 

p— AS— A's(a-»-gy)— >• .  g  .dovcudo  -esscrc  B.  una  funaio» 

—  (a-^Bx)'. 

ne  intiera,  ed  S  non  contenendo  il  fattore  (a  -*•  5w) ,  la  quantità 

1  ^  A  --  A' (a^  hx)  ^  A'ia^ixy  —  ' •  >  — 

s         . 

A         '(oh- Sa?) 

sarà  divisibile  per  (  a  -^  Sa?)*,  ed  in  conseguenza  essa  e  le  sue 
differenziali  fino  all'  ordine  m—i  inclusive ,  saranno  nulle  quan- 
do vi  si^&  <i  H-  62C  =  o,  ovvero  a:  =  —  f  :  avremo  adunque 
queste  m  equazioni 


1.^4 
'^  —  A 
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.  C-à) 


ex 


bK 


4^.1 


1  A  '/ 


;(_^)_,6-A 


o  ect9 


dalle  q^uali  si  ricavano,  i  ricercati,  valori;"  dt  A,  A' ,  A^  ec. ,  ei 
si  hau 


A- 


A' 


t( 


A' 


f// 


P' 

(4l) 


2-1-4.'       </*/ 


; 


///^ 


x 


-j—i-I.) 


3.3-4 


ec. 


ec. 


Per  esempio  »,  siai  proposta  làt  frazione  •;; ~- %-  e  si  cer— 


chino  le  frazioni  corrispondènti:  al'  fattore  (  2.Hr  jk)*  . 
Rappresentate-  queste-  frazioni,  per.       *  ^ 


2Jlf 


<i*'  ^      d)f       '  (l-i-jc) 


p^ 

S 


-4 
l 


»>  e- 


—  :  dunque-  facendo»  x 


2-*-  *• 


avremo^ 


2>  Al 


4.  A' 


(b  ,-  una-:  so- 


la  sarà  la  frazione  che  corrisponde  al*  fattore  (  a^  -h-  a?  )*  >  cioà 


(2^X)^ 


Cercando  poi  la  frazione  clic  corrisponde  al  fattore  sem- 


plice  I  H-  a:  ,  si  troverà 


ì  ^  X 


,  ed  avremo  in  conseguenza 


•  •  •  • 
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** 


(i-t-iip)(2-»-ir)*^         i-fjr.        (2-1-*)* 

§^  56i  Veniamo^  adesso^  aglii  altri!  due.  casi,  nei  quali  Q  ha 
dei*  fattori:  trinomiali . . 
in.  Sia.  Q  =c  (^a^  ^ì^2abxcos(p ^0^x^)8  r  e^  poniamo 

P* P*  A^-f-A'jr  .    R\ 


riducenda  allò'  stesso:  denominatore  >  e:^  togliendo?  qnindi  il  deno- 
minatore comune ,-  .avremo^ 

P=  AS'-^  A'Sx  H-  R  (  a*"  H*  ^cthx  cos  (pr^  òW  )  ,  e  perciò 


R=r  ,  ^   ,^~ — ^^r-Ti  ;  ora  R'  deve  essere  una  funzione  intie- 
ri: H- a^  ♦jt  ra/ 9 -♦•  i*x. 

ra^;-  dunque-  P' — AS^ — A'Soc  sarX  divisibile  per  a'  --fi  Q,abxcosp 

Hr  6*^*  J  dunque  sarai  P  —  AS—  A'Sx  =  o,-  quando  a*  h- 
sj^ò^ccos  (p  -^  6*0?:=  o\   Prendendo»  il  valore  di   a?  =   — 

—  (co5^p=fcVC — r)"-5e;r^)' dà' quest'^ultima' equazione,  e  sup- 

ponendo'  cKe  P  in^  virtù  di*  una-  tal*  sostituzióne ^  divenga  Prt 
FV  (  —  I  )  i  e  che  S  divenga.  SV-ir  S''  v^  (  —  1  )  ,,  avremo  le  e- 
quazioni: 


# 

y 


\ 


F'H*FV(—  i)--(S'H-S'V(—  i))(A:-A'-i{c(w^^ 

v'  (^ —  I  )  •  sen  py)=  o-> 
F— FVC—  I  )  —  (S' —  S'V(  —  I  ))  (  A  -  A'i.  {co5^"  ^ 

V  (—  I  ) . 5e/2 ^  J  )  =  Ò  r 

che*  serviranno» a'  determinare  A  ,  A'. 

Per  mezzo  del  Calcolo-  Differenziale  potremmo  anche  sen- 
za- conoscere  i^  valóre-  di  S'  determinare  i  due  numeratori  A  } 
A'  :  infatti!  essendo»       « 

S=r- -^ ___,.  ed' annullandosi  il  numeratore  ed  il  de- 

nominatore  di  questa  frazione  qnando  si  f^  a*  -h  ^ahx  cos  p  -i- 
6*07*  =  0,  ovvero  a?  =  "^ ( cos <|> :± v' ( — i).se/2^),  avremo  il 


* 
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valore  di  S  espresso  (  §•  4a  )  in  (joest'  altra  guisa 


dx^ 

dx 


_^i!L- ;  dunque  r  equazione 

•4«  lélb  Cui  (2> 


<§) 


-  AJS  -r  A'Sa? = 0 ,  <U verrà  P  -  (  A  ^^  A\-  )  ^^^  4^^,—  =  o , 

la  quale  per  la  sostituzione  di  guel  valore  di  x^  cii  darà  queste 
due  equazioni 

fh-p'V(- i)--(Q' H- gv(  -  o).(A  -  ^^^.{(jos?»-^ 

ÌP  _PV.(^  O— (Q'  -  Q'V(--  i»  (A  -  A:f  {co5?,  -, 

ojide  .doterminare  A  ed  A' . 

Avvertiamo  che  Q'=tQV(—  O  vogliamo  cte  sisnificti 

il  valore  di fr,        quando  vi  si  fa 

a?==: J!.^co«^=fcV<(— O'^^'^'I'^- 
IV.  Sia  infine  Q  =  («*  H-  a a6a?cos^  -i-^ *'»*)' S-»  ®  polliamo 

tf *  H-  2abx  cos  <?  -+  *■**  S 

Riducendo  allo  stesso  denominatore,  e  quindi  togliendolo  dairc- 

quazione,  avremo   . 

P  =  (A-i-A'a?)S  -J.  (B  H-  B'a;)S(a*  H-  2abxcos<f>  H-  6V)  H- 

S  (  M ^ Na: )  (  a  H-  2abxcQS  p  H-  6 V  )"  "" * H-B  (a'-f  aa&^X 
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e  quiqdi 

B.          P—  (  A  -4-  A';c  )S^  (  r  ^  r jr  ì  fJ  (  4*  -f  2abx eoi  0  -4-  Px^  )  —  éc; 
^      j  ■' ■— ^^^1  ■  Il  ■  .    I  I    I    I    ■  I     ■  i  >m.  ■  I  I  II  «imi  • 

ma  es^endo>  R  una  funzione  intiera ,  il  numeratore  del  secondo 
membra^  dovrà  essere  esattamente  divisibile  per  (  a* -4-2060;  cos  ^ 
-^  i&^»*  )"  ;  dun([ue  dovrà  annullarsi  quando  a*  h-  oiahx  cos  (p  h* 
bì^^  =  o.^  ovvero  quando". 

a?  = — ^{cesp^V('-^  I  ][.5e«^)j  e  siccome  S  noa  contiene 
il  fattore  (a* -i-3ai5bf  co* ^H- 6'*' y>  cesi  anche  1*  espressone 

-|  —  (  Ah-A'oc)  — (:B^B'x){à!^%ahx.cosp^\^Ihx^)  —  ec. 

dov^à  essere  divisibile  per  (  a* -i- aaC jc  coa^9 -i- i&*a?*  )"  >  e  perciò 
essa  ed  i  di  lei  differenziali  fino,  ali*  ordine  n  —  i  inclusive  > 
s'  annulleranno  quando  si  fa. 

a*  -4-  2aBxcos^  -4-  h'x'  =  o  ;.  dunque  in  qiiesta  snpgosizione  » 
avremo,  le  seguenti  eqxiazioni. 


tì) 


P 


A'  —  (B  -t-  B'vv)  ( ai5*a?  ►*.  lah cosp )  =  a 


^  ^    —  aB* ( aS'ic  h-  aaSco» (p.)  —  a ( B. -^  B'jc )  5*  — '■ 

a  (  C  H-C'a?)  (  aS'a'  H*  o^àBcos  ^ )'  =  o- 
ec.  "         ea 

per  mezzo  delle  quali,  avremo  i  valori  di.A,  A',B,B',CìC'  ec. 

Per  esempio,  sia  proposta  la  frazione    *" J"**'   per  decom- 
porsi nelle  sue.  frazioni  semplici ... 

Questa  frazione  prende  anche  la  formai 


m  -V  «X 


«V   ^  .^.^     —m :r*  Ic   frazioni  semplici  corrispondenti  ai 

fattori  »*,  (i  ^a)*,  (i  —  a?)*  si  trovano  per  il  metodo  del 


§.  antecedente .  Cerchiamo  adunque  quelle  che  corrispondono  al 
fattore  (ih-^*)'« 


I„8  MATEMATICA     SUBLIME 

Ayremo  in  questo  -caso   à  =  i ,  5  =  i  ,  cos  ^  ===  o  ,  P  = 
m^nx'.S  =  x\i  — a?'r  =  (  x  —  a;')%^==  =fcV(— i  )>  ed 

m  consegnenza  rjzr^ìY —      —        — 


A'— .(B-+^'^)(a«)  =  o 


m 

nelle  quali  .dovremo  :fare  -pritna  a?  =h-  v'  (  —  i  ) ,  poi  .x=  — 
^r ri),  e  s*  .avranno  così  .(mattro  equazioni ,  le  quali  <À  da- 
ranno i  valori  di  A ,  A' ,  B ,  F .  iasciamo  .ai  nostri  Xeggitori 
r  esercizio  di  farne  .il  .calcolo. 

yi  Massimi  .e  J^iìnimi.. 

§.  57.  Rappresentando  iper  p (x)  una  -qualunque  funzione 
di  X ,  e  per  A ,  B  >  G  i  tre  vvalori  che  essa  jiceve  quando  x 
—  fi .w  i  .*  =  a  i .«  =.a--rh  w  %  cioè  supponendo  .che  <[uando 

x=.a  —  w  sia  .<!>(«? )= -A. 

x=.a  •.9(a?)  =  B 

comunque  d*  altr*  onde  piccolissimo  sia  V3 ,  se  B  è  maggiore  edi 
A ,  ed  anche  di  G,  si  ;  dice  che  la  funzione  (f>{x)  -diviene  un 
Massimo  .per  .x  =.a  ;  e  se  B  è  minore  di  A  -e  di  G,  rsi  dice 
che  la  funzione  ^(a?)  .diviene  un  Minimo  per  .x  =  a.  Per  e- 
sempio,  fecendo..^(a?)  =.a?(2ar—-af),  quando  .  .  .  .  .  .  .  .- 

jx  =.a  —  «}  .«(aa  — :x)  =-a* — w* 

a?  =  aj  aefaa  — a?)=-a' 

x  =  a  -i- wj.aB(aa — .x)=.a* — w'> 

e  si  vede  -che  il  valore  dì  x(2a  —  x)  e  Massimo  per  x  =  ai 
poiché  è  più  grande  di  tutti  quei  che  corrispondono  .ad  a?  =  a 
—  w ,  0?  =  a  >{-  u  comùnque  piccolo  si  -prenda  'W  . 

Una  «quantità  adunque  diviene  Massima  o  jMinima ,  àllo- 
raquando  ella  cresce  -o  scema  iino  ad  -un  certo  termine  al  di  là 
del  quale  immediatamente  toma  a  scemare  nel  caso  del  Massimo  y 
ed  a  crescere  nel  caso  del  Minimo .  Il  Calcolo  Differenziale  poi 
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ci  somministra  il  metodo  di  determinare  i  Massimi  e  Mìnimi 
delle  funzióni ,  quando  queste  ne  siano  capaci . 

Sia  pertanto  (f>{x)  quella  funzione  che  deve  divenire  MaS" 
sima  0  Minima  quando  a?  =  a:  dovrà  essere  adunque  ^(a)>. 

<><«-^"^  nel  caso  del  Massimo^  e  <P  (a)<!l*'*"*'ì  nel  caso  del 

Mìnimo  i  e  conservando  a?  invece  di  a  (  rammentandosi  sempre 
che  quest'  a;  è  il  valore  che  conviene  al  Massimo  o  al  Mini- 
mo )  dovrà  essere 

^ (*)  >  1[11V)  ^^ ^^  Massimo-,  (p{oo)  <l\lt.l]  P«^ ^^  ^i^niò; 

Dunque  le  quantità  p(a?H-w)  —  ^(a?);  p{x  —  « )  — 

^{oe)  dovranno  essere  negative  nel  Massimo y  positive  nel  Mi- 

Tiimo . 

Facciamo  lo  sviluppo  di  ^(a?=fcw)  secondo  le  formnle  del 
§.  36  >  prendendo  due  soli  termini  e  tenendo  conto  del  re- 
sto ,  sarà 

f(a?=tu3)  =  ^(«)=tw(^)-t--^''(-c=tp),  essendo  ^"(*)=r 
(  £i  ) ,  e  p  nna  quantità  contenuta  fra  o  ed  w  :  dunque  le  quantità 

t 

dovranno  essere  simultaneamente  negative  nel  Massimo  9  positi- 
ve nel  Minimo^  comunque  piccolo  d*altr*onde  si  prenda  w. 

Ma  date  due  quantità  ooP,  co^Q  possiamo  sempre  trovare  per 
<o  un  valore  tanto  piccolo  che  renda  (o^Q  minore  di  (oP  9  ed  in 
conseguenza  che  (oP  =±  oo^Q  sia  una  quantità  positiva  o  negativa 
secondo  che  lo  è  cjuP  ,  mentre  tutti  i  valori  di  u)  ancor  minori  di 
quello ,  godono  della  medesima  proprietà  (  infatti 

wP  :  w*Q  :  ;  P  :  wQ  ;  dunque  diminuendo  w  possiam  rendere  wQ  < 
P  >  ovvero  co^Q  <  wP  »  ed  è  chiaro  che  a  più  forte  ragione  i 
valori  di  co  più  piccoli  goderanno  di  tal  proprietà  )  dunque  po- 
tremo prendere  to  tanto  piccolo  che  il  valore  di  ciascuna  di  qu&« 
ste  quantità 

Tom.  IL  ^    -       R 


i3a 
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-h^C£ì-h^-p:'{^.-i'P)i. 


db 


sia  positivo,  o,  negativa  se  tale  è  il  di  lei  priino»  termine- •  Mi 
di  questi  due  primi  termini  una  è-  necessariamente  positivo  r  1^  àl-^ 
tro,  necessariamente  negativo;,  dùnque  finché-  quei  due  primi  ter- 
mini sussisteranno  >,  una.  di  quelle  quantità  sarà  positiva  e  T  altra, 
negativa  ;:  dunque  noa  avrà,  luoga  né  Massimo^  nh  Minimo  per 
tutti  quei  valori  di  a?  >,  i  quali  lascìana  sussistere  i  suddetti  due 
primi  termini,,  poiché  allora:  noa  possono^  quelle;  due  quantità 
essere  positive  insieme  e  negative  insieme  :-  dunque  il  massimo^ 
a  il  minimo?  potrà  solo  aver  luogo-  per  quei  valori  di  re ,  i  qna- 
'  li  annulJanQ.  quei  due  primi  termini  ^  ora.  questi  s' annullano,  quan- 
do, (  ^  )=  Q  ;,  dunque  1*  equazione  (  ^  )=  a  sarà  quella,  la  qua- 
le ci  darà  uno.  o^  piùi  valori  di  x:  che  sostituiti  ia  (p{x)  ren- 
diBranno*  questa:  funzione  Massima  o-  Minima .. 

Cerchiama  adesso  il  criterio-  per  riconoscere  quando,  il  va- 
lore di  X,  dato,  da^  quellf  equazione  la^  rende:  Massima  r  e  quan- 
do la.  rende-  Mnimav  per  questo*  sviluppiamo*  ^(a?;=t  co)  in  se- 
rie preadenda  tre.  termini  dello^  sviluppa  e  tenenda  conta  deL 
lestO' . 

Sarà  in  questo^  caso»  . 


■\ 


,r 


dnnque  ,.  a.  cagione  di  (^,)=  o  ,.  bisognerà,  che-  le  dàe:  quantitìu 


a.  ^  </*>  ^ 


2.3. 


{ù*        Pif  f  V 


Mano»  negative  per  il  Massimo  r  e"  positive  per  iì  Minimo^ . 

Ora:  potrà  sempre  prendersi  w  tanto  piccolo-  che-  il'  valore* 
di   quelle  quantità,  dipenda:  dai  loro>  primi   termini»  in:  modo 


w»V  d*p 


che  esse  siano»  negative-  se  £  primi  termini  —  (iL!^);  sono  negati- 
Yi>   c  positive  se  positivi:  dnnque,.  essendo,  w'  sempre  positivo  >, 
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quel  valore  di  70  renderà  la  fanzione  <I>  (  »  )  xia  Massimo  se 

«  • 

(££)  5arà  negativo,  «  la  renderà  un  Minimo  se  (J^)  5arà 

positivo . 

Il  Massimo  -pertanto  ci  h  dato  da  queste  ,doe  equazioni 

{:^)  =  o.,  (^) <:  o ;  .ed  il  Minimo  4a  .quest*  altre  (^)  =  p ^ 


•i  ^ 


Per  fame  xm  «sempio  proponiamoci  -questo  TroLIemìi . 

Tre  Giocjitctt'i  ihanno  perduta  fra  tutti  -nna^omma  a  ;  il  s^« 
condo  ha  perduto  il  doppio  del  primo ,  e  le  tré  perdite  sono  ta- 
li che  il  Joro  prodottQ  è  «n  Màssimo  :  quale  è  la  perdita  di 
ciascuno.? 

Supponendo  x  la  perdita  del  primo ,  2X  sarà  quella  del  se* 
€ondo,  a  —  30?  quella  .del  terzo:  dovrà  dunque  a'(2oc),(a-l^ 
.  3»  )  =  aa«*  ^ —  <^a!^  jessere-  jaa  Alassimo ,  Avremo  pertanto  per 
.determinarlo 

d{^ax''-6xn  __  o,  ^  miindi  nax  —  ^x'  .=  jo,  da  cui  a?  =  o; 


»    » 


2  ^ 


Per  sapere  poi  se  questi  .due  valoFi  .di  a?  ci  danno  il  Mas^ 
Simo  o  il  Minimo y  si  costituiscano  in 

— -^^Ji-^  =  4a  r—  ^6x ,  e  per  »  =^  9  ,  avremo   quest*  ut 

jtima  quantità ?=  40  g  perciò  positiva;  €  per  a  =— a,  avrei^o 

la  medesima  =  ^ —  4a  fi  perciò  negativa .  Il  secondo  valore  z-. 
dunque  di  x  soddisfarà  al  Problema  >  e  le  tre  perdite  saranno 

-?-a;  ^a-y  —a. 
V        9        3 

§.  58.  Se  il  valore  di  x  datoci  dall' equazione  (^)  =  oaa- 
nullasse  ancora  (??)»  allora  riprendendo  lo  sviluppo  di  ^(a?i^ 
(0  )  )  ed  impiegando  un  termine  di  più  )  si  avrebbe 
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ed  essendo  (^)  =  o,  (^)  =  o,le  due  quantità 


2,S^dx^^  2.3.4 


dovranno  essere  negative  nel  Massimo ,  positive  nel  Minimo . 
Ora  si  può  prendere  co  tanto  piccolo  che  il  valore  assoluto  del 
primo  termine  di  una  di  quelle  quantità ,  superi  quello  del  secon- 
do »  ed  allora  i  valori  di  quelle  due  quantità  siano  positivi  se 
tali  sono  i  lor  primi  termini ,  e  negativi  se  egualmente  lo.  sono 
i  detti  termini  :  ma  quei  due  primi  tertoini  sono  necessariamen- 
te di  segno  contrario  ;  dunque  sarà  impossibile  che  abbia  luogo 
'*  il  Massimo  o  il  Minimo  ,  se  quei  termini  non  si  annullano  ,  cioè 

SQ  ^1^)  non  è  nullo  i.  Acciò  dunque  la  funzione  ^(x)  diven« 
ga  Massima  o  Minima  ^  bisogna  che  il  valore  di  x  ^  il  quale 
annulla  (g) ,  (0),  annulli  anche  (0)  • 

In  quest*  ultimo  caso  impiegando  ancora  il  termine  -seguen- 
te nello  sviluppo  di  p.(^x±i<a),  s'avrà 

.ed  in  conseguenza  le  quantità 

a-ari^dx*-'       273.4.5^  V*      r) 

dovranno  essere  negative  nel  Massimo  9  positive  nel  Mìnimo  ; 

dunque  la  funzione  sarà  un  Massimx)  se  (  ^  )  sarà  negativo  ;  e 

sarà  nn  Minimo  se  (— )  sarà  positivo. 

Nella  stessa  guisa  potrebbe  dimostrarsi  cbe  se  il  valore  di 
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X  dato  dall*  equazione  (  J*  )  =  o  rende  ancoxa  nullo  (  —  )  ,  al- 
lora  acciocchè^  abbia  luogo  il  Massimo  od  il  Minimo^  con  vie* 

# 

iie  che  nello  stessa  tempo  si  annulli  (  4-^  )  :  vi  sarà  il  Massimo 


dx> 


^®  ( j^)  sarà •  negativo >  e  vi  sarà  il  Mìnimo  nel  caso  esposto. 

In  generale  se  il  valore  di  x  annulla  anche  (  ^^  ) ,  accioc- 
ché abbia  luogo  il  Massimo  od  il  Minima  j:  conviene  che  s' an* 

mtììì  nello  stesso  tempo  [  — ^qri  J  J  ed  ri  Massimo  avrà  hiogo  se 


.2»  -KS& 


2^  ^2  )  ^  ^  >  ed  il  Mimmo  nel  caso  opposto- , 

Se  la  funzione  (p(x)=y  che  deve  divenire  un  Massimo» 
od  un  Minimo  y  sarà  data  per  una  equazione  F(a;,j/)  ==  Or  no 

prenderen»  allora  T  equazione  differenziale  (^)  ^(^){^)  =: 

o>  e  facendo;  (^)  ==  o^  avremo  (  j?)  =  o,  equazione ,  la  quale 

combinata  con  la  proposta ,  ci  darà  i  due  valori  di  or  e  di\y  che 
conrispondonor  al  Massimo  od  al  Minimo . 

Prenderemo  in  seguito  la  differenziale  seconda  di  F(a7,.^)  = 

o  >  vi  faremo  (  ^  )  =  o  e  ne  ricaveremo  il  valore  di  (  ^  >%  nel 

quale  ponendo  i  respettivi  valori  ili  a?  e  di  ^ ,  se  avremo  una 
quantità  negativa  y  la  funzione  y  diverrà  Massima  >  o  se  quella 
quantità  sai'à  positiva ^  la  funzione  sarà  Minima. 

Può  accadere  che  il  valore  di  5c ,  il  quale  annulla  (  j^  )  > 

renda  infinite  le  quanti^  (j^)»C^)  ^^''   al>bÌMtro  alUora  un 

contrassegno  che  per  quel  valore  di  x  non  può  aver  luogo  Io 
sviluppo  di  j^  (  §.  40  )  secondo  le  potenze  intiere  e  crescenti  di 
to  •  In  questo  caso  >  supponendo  ==  a  quel  valore  di  x ,  prende- 
remo lo  sviluppo  di  ^(a-4*oa)  secondo  le  potenze  crescenti  di 
00 ,  siano  queste  intiere  o  fratte  (  §.  44  } ,  e  dall'  esame  di  quello 
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rileveremo  se  x  =  a  rende  ^(x)  Massima  o  Minima . 

Sarà  però  più  utile,  in  questi  casi,  prendere  se  si  può, 
un  altra  funzione  Y ,  la  quaje^  abbia  il  Massimo  o  il  Mimmo , 
quando  lo  ha  la  y  y  senza  però  jisentire  nello  sviluppo  l'incon- 
veniente di  quella ,  e  cercare  il  valore  di  ix  che  rende  Y  Mas- 
sima o  Minima  i  tjuestp  fenderà  ancor  rale  nello,  stesso  tei»' 
pò  la  jf . 

§.59.  Facciamo  alcuni "esempj, 
I.  Si  dimanda  in  quali  pasi  questa  funzione 

^  =  ,1?^  ^  5x*  ^  5ap'  ^  i  diviene  pn  Màssimo  p  pn  Minimo? 

Essendo  (^)  =  5»*^ao^'-f- 1507%  avremo  per  deterjpj» 
nare  oc ,  quest'  e<Juazion^ 
x^  -—  4^^:*  ^  ^x*  sssQ^  !dall4  quale  sj  ricava 
x  =  o,  a?  =  o,  i3«?=|,  «  =  3.  Pi  piiì  si  ha 

(  0  )  =  aoa?*  —  6oa;' -j- 30JIF 


(:if,)  =  i20cf—i2Q.; 


dx 


•  * 


•  I 


dunque  i  due  primi  valori  di  ar,  i  quali  anpullano  (~)  seoz» 
annullare  (j^)  ^^^^  portaool  ne  Massimo  xib  Minimo-;  il  ter- 
zo valore  ap=  j  ci  dà  no \Jfas5£n7Q>  poiché  (7-1)= — Jojed 
in  fine  il  quarto  valore  a?  =  3  ci  dà  un   Minimo  >  poiché 

» 

II.  Di  tutti  i  triangoli  che  hanno  la  stessa  base  a ,  e  la  me^ 
desima  altezza  B  t  si  dimanda  quale  sarà  quello  che  ha  il  minimo 
perimetro  ? 

Chiamando  x  un  segmento  della  base ,  cui  corrisponde  l' al- 
tezza B  ì  Y  altro  segmento  sarà  a  —  x:  il  perimetro  adunque  sa* 
rà  (  rappresentandolo  per  y  ) 
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y  =  a ^ \/ (x^ ^  5*}H'V'(5'-{-(a:— -a?)*);  e  quindi 


(èY  = 'L ^-^ =ar  ovvero 

<r/(6*H-(a  —  ij;)*)  =  (a  — ai?)v'(^''H-è*)r  d^alla  quale  si  ri- 


cava ar  =  — :  dunque-  il  ricercato  triangolo  è  1*  isoscele»  II  peri- 
metro poi  di  questo  triangolo  h  véramente  un.  minimo  ?.  poiché 
prendendo  il  valore  di  (  ^ }  er  facendovi  x=  —  y  questo  vaio- 

re  diviene  una:  quantità:  positivi,»  come  è  facile  assicurarsene  fa- 
cendo il  càlcolo. 

III.  Si  dimanda:  per  quali  valori  di  x  la  funzione 

jr  =  «x^  —  8jc^  -h  34^*  —  3^0?  diviene  urt  Massimo  a  Minimo  ? 

In  questo  caso  abbiamo» 

(^)  =  4x^ —  24x*^H-48iar — ^(z.^=^0'y  dk  cui  si  ricavar  ar=:2y 

or  =  2 ,  a;  =  2 .  Ora  questo  valore  di  x  annulla  (  ^  J  =  1 20;'  — 

A^x  H*  48^,,  ed  ancora  annulla:  (pt^Jz=2J[x  —  48 r  e*  rende 

(j^)  =  24)  quantità  positiva  i  dunque  la  jw'oposta'  funzione  di- 
viene un:  Minima  quando^  jc'  =  or .. 

§.  60:  Veniamo  ora  a  parlare  dei  Massimi  e  dei  Minimi 
delle  funzioni  a  pia  variabilf . 

E'  primieramente  osserviamo."  i^  che  la  natura  della  funzio- 
ne debbe  esser  tale  che  tutte  le  variabili  y  le  qnalr  entrano  neJ- 
*  la  di  lei  corappsizione  y  conducana  nello  stessa  tempo*  al  massi- 
mo o  al  mìnimo  r  poiché  se  alcune  di  esse  conducessero  al  mas- 
simo ed  altre  al  minimov  la  funzione  noff  potrebbe  divenire  né 
massima  ne  minima  r  crescerebbe  sempre  in^  virtù*  di  quelle  che 
portano  il  minimo:,  e  scemerebbe  per  quelle*  che  poitano*  al  mas- 
simo :  2**.  che  essendo»  quelle  variabili  indipendenti  r  la  funzione 
che  è  massima  o^  minima  per  dei  determinati  valori  delle  varia- 
bili "i  si  conserva  ancor  tale  per  ciascuno 'di  quei  valori  in  par- 
ticolare, o*  considerando  una  sola  variabile,  e  le  altre  costanti. 

Sia  z=^(p{x  ^y)  .una  funzione:  di  due  variabili  a;  ed  y^  e 
sì  cerchino  i  valori  che  convengono»  allo  medesime  variabili  , 
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affinchè  z  sia  un  Massimo  o  un  Minimo . 

Supponiamo  che  x  divenga  a;±=w,  ed  y  divenga  j  =fc  fl ,  e 
prendendo  la  sviluppo  di 

^(jc^w,j^*=jfl)  secondo  le  formule  del  §.  37,  avremo  (  scri- 
viamo indifferentemente  ^>e^(a?,^)) 

^(^±=w,j.±=.e)  =  <P(*,:y)*:{w(g)H.d(|)}-i.i-{a)V'(a;dt 

essicndo  jp>o,<w}  g'>o,<d;  ed  indicando  per  ^'' ( a? , j/ ) 
la  funzione  (0);'per  ^',(«)^)  la  funzione  i£^)t  e  per  f,,(*» 

^)  la  funzione  (0)> 

Se  dunqne  noi  rappresentiatno  il  secondo  tèrmine  di  qae- 
£*o  sviluppo  per  F,  ed  il  terzo  per  F',  avremo 

Ragionando  ora  come  abbiamo  fatto  al  (  §.  5?  )  per  le  fun- 
zioni ad  una  sola  variabile  >  si  vedrà  che  f>(^yy)  sarà  un  mas- 
simo quando  le  quantità  H*  F  -4*  F'  ;  —  F  H-  F  saranno  negati- 
ve ;  e  che  sarà  un  minimo  quando  le  medesime  qaantità  saran- 
no positive ,  comunque  piccoli  d*  altr'  onde  possano  prendersi  (O 
e  fl  :  vedremo  di  piii  chjB  potremo  sempre  dare  ad  co  e  fl  .dei  va- 
lori così  piccoli  che  le  quantità  F  -4-  F  j  —  F  h-  F'  siano  posi- 
tive o  negative  se  lo  sono  i  loro  primi  termini  F>  —  F;  ora  di 
questi  due  termini  uno  essendo . sempre  necessariamente  positivo, 
e  r  altro  necessariamente  negativo  9  iinchè  essi  sussisteranno  9  le 
due  quantità  non  potranno  essere  positiva  insieme  e  negative  in- 
sieme, ma  sarà  una  positiva  e  Y  altra  negativa  :  dunque  acciò 
abbia  luogo  il  Massimo  o  il  Minimo^  bisognerà  che  quei  due 
primi  termini  svaniscano  :  dunque  il  Massimo  o  il  Minimo  sa- 
rà dato  da  quei  valori  di  a?  e  di  j^  che  rendono  F  =  o,  ovvero 

w(^)H-fl(j^)  =  o:  questa'  equazione  adunque  servirà  per  de- 
terminare quei  valori  quando  siano  incogniti  ;  e  siccome  le  ^ue 
variabili  oc  ed  y  ^  come  pure  i  loro  aumenti ,  sono  indipendenti 
fra  loro ,  così  queir  equazione  si  spezzerà  in  queste  due 
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^^£^^'^^  ^S^  ~^'  ^^^^®  '^"^^^  i-icaveiJetoo  i  valori  che  rendo* 

♦   ^  _^  1  t X -^ ^  M  W  '*  -9  ^  •         • 


Massimo 


Per  conoscere  poi  -se  questi  valori  danno  efFettivaraente  na 
Massimo  o  un  Mnimo-,  si  prenda  lo  sviluppo  idi  <p{x=±w^y^ 
B  )  iìno  .alle  terze  potenze  degli  amoenti  inclusive ,  ed  avremo 


•   «  » 


P'Jf  =*=9)/>  che  rappccsenteremo  per 

sarà  ^(a;-fcto,j.:h:9)  ==.^(à;,^)^  r^tF":  avremo adunqne  un 
^/«o  se-Je  quantità  F^-F';  F  -  F' «mono  Belati  ve ,  ed 
DO  Minimo  se  positive .  .  . .     «         ,  ut* 

.  "Ora  i  termini  che  compongono  F  essendo  di  dueidimcnsìò- 
.111  relativamente  ad  w  e  9 ,  e  quei  che  eorapongono  F'  dì  tre 
dimensioni ,  possiamo  sempre  piendei^  w  e  9  tanto  piccoli  che-i 
valori  di  quelle  quantità  dipendano ,  per  essere  positivi  o  neeà- 
ny,  dal  valore  di  F;  -  dunque  avrUo  un  X W  .^a^^o 
i?  <o,  ed  un  Mimmo  quando  F>o, 

Essendo  F=.i-{.»(£?)^^^9(|^)^,.(^.jy^ 
se  rappre&entiamo  per  A,B,C,  le  funzioni  C^ì^f-^tì  /''^^x 

allorché  a: ,  j'  ricevono  i   valori  che  borrispondono  al  Massimo 
o  al  i»/£/2i;ao ,  dovrà  nel  caso  del  Massimo  la  quantità 

F' =  w  »  A -1. 3w«B  H- «*C  essere  negativa,  e  nel  caso  del  Mi^ 
rumo ,  positiva  ;  ma  essendo 

w'Ah-  swflB  H-^*G  =  A(wh-??)'h-«'(G  — l*),' 

Cd  i  quadrati  (  w  h-  ^)%  «'  sempre  positivi ,  la  quantità  F  sarà 

t 

Tom.  IL  Q       ' 
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posidra  se  lo  saranno  le  (inaraità  A, Ce  C  —  l!(a).,  ovvero 
se  esseada  A  e  G  positivi ,  sarà  AC  >  B*  :  al  contrario  la  quan- 


tità F'  sarà  negativa  quando?  A ,  C  e  C  —  ^  saran  negative ,. 


cioè  quando  A<oj.  C<a;^C  —  L<:o;ma  una*  quantità 
negativa  moltiplicata  per  un"  altra  negativa  y  diviene  positiva  -, 

dunque  in  qnest* ultimo  easa  (  C  —  %-).-^% ovvero CA  —  B* > o > 

€  perciò  CA  >  B*  i 

Dunque  acciò  abbia  luogo'  iT  Massimo  o  il  Mimma-  con- 
viene che  sia  CA  >  B%  di  più  per  il  Massimo  dobbiamo  ave- 
re G<  a,  A  <.o  y  e  per  il  Minimo  C  >  o ,  A  >  a .  Quando» 
poi  manchi  aFcuna  di  queste  condizioni,;  non  avrà  allora  luogo 
uè  Alassimo  né  Minimo . 

Se  i  valori  di  oc  ^  Ai  f  che  si  trovano'  per  il.  Massimo  o 
per  il  Minima  annullano  la  quantità  F' ,  rendendo*  nulle  le  quaj> 
tità  AyByCy  àlloTa  per  vedere  se  può  aver  luogo  il  Massi-- 
Ima  ù^  2Ì  Minima y  converrà  nella  sviluppo  di  (p{x  ±z{ayy  ±zt^ 
prendere^  ancorsr  i  due  ordini  ài  termini 

-i!5{»'"(0J-^3P't(5$|)H-  s^nm  H-  «'(0)) 


-*-5 


e  se  tutti  i  termini  moltiplicati  per  *=  -X-  saranno  ancora  resi 

nulli  da  <[uci  valori  di  x  e  ài  yr  potrà  esserci   allora  il  Mas- 
simo- o  il  Minimo:   vi  sarà  il  Massimo  quando  la  quantità 


(a)  I  dae  termini  che  eoropongona  F',  debbono  essere  insieme  pos^i> 
tivì,  acci6*lo  sia  F;  imperocché  se  uno  fosse  positiTo  e  T  altro  negativo  » 
potrebbero;  prendersi  «  e  ^^  in  maniera  che  di  quei  da«  termini  p  fosse- 
maggiore  il  positivo  f  ed  il  negatiivo  r  come  a  noi  piace  »  e  così  F'  divea- 
terebbe  positiVo  o  negativo  al  »o^o  arbitrio» 


■  ^< 
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_! — -f w'*('^ì-4-ec. /•  sarà  negativa,  il  Minimo  nel  caso  op- 
.3.4  ^     ^ji**'  y  **         ■ 


posto 


«f»^ 


iDdicihiamo  ora  per  G  >  H ,  L  ,  P ,  Q  le  iìinzioni  (  21?  )  » 


(J!!!.)  «e.,  quando  invece  di  quelle  variabili  x^y  é.  pongono 

i  loro  valori  9  e  vediamo  le  xx)ndizioni  che  rendono  la  quantità 
w*G  H-  4w'«H  H-  6«)*d*L  H-  4w^'P  -4«<*Q  positiva  o  negativa. 
Ridotta  questa  quanti^  sotto  la  forma 

-61  vede  che  vi  sarà  il  McLSsimf}  quando 

G<o,Q<o,  3L  —  ^  —  ^<o;€d  il  Minimo  nel  caso 

opposto  ;  e  così  di  seguito  * 

§.  61.  Ma  per  dare  la  Teorìa  dei  Massimi  e  dei  Minimi 
in  tutta  la  Bua  generalità,  rappresentiamo  per  <f>{óoyy^Zyuec.)^ 
una  funzione  di  quante  si  vcgliono  variabili^  e  cerchiamo  i  va- 
lori che  queste  debbono  avere  >  «ifinchè  la  funzione  divenga 
Màssima  o  Minima . 

Prendendo  lo  sviluppo  dì  ^(a?=tto,  jfcfl^  ZfcT,  iz±:|ec.)f 
secondo  le  formule  del  §.  37 ,  e  supponendo  che  sia  termyiato 
a  queir  ordiiie  di  termini  che  ci  abbisogna^  acciò  abbiano  luo- 
go i  ragionamenti  fatti  ai  §§.  antecedenti  ^  avremo 

f(A,-tM,j.*5ec.)=f(»,J'ec)=t{(o(^)-».J(^)H-T(t»)-:j.«(^H.ec.} 

« 

H..'(g)H.».r(|^)-l-2«{(4^)-*.ec. 


-'  ■  '  ,  ^ 


-^-5*(^)-*-ec.}=±ec.. 
Indicando  ora  il  secondo  termine  per  F  »  ed  il  terzo  per 


1^0  -    ]«  ATE  M  A.T  I.C  A    SU^LTMa 

le  dfB&  epanthìi.  F  h-F'  >  —  F  -t-  F  debbono  essere  negative  nel 
Ma»òÌ77io^T  e  positive  nel  Minimo  j  ciò  che-  potrà  accadere  se  F=y 
o>i  avremo»  adunque  per  determinare  le*  variabili  x^y  yZ  ec: ,  Te- 

qa&zioni.  (^  )  ==  o ,.  (^)=  o  ,  (^  )  =>a  ec. ,  le  qnali  soiio>  tan- 
te di:  nninero  ^  quante  le  vtniabili  stesse ;.  e-  la  funzione'  sark 
Massima  quando  K  <  o.,.  e  Minima:  nel.  caso»  opposto-. 

Eaceiaina»  E'  ==r—  /  w'A  -{-  aw4A»'  -H-2co?rA,''H-  «w|A^"'-h«c:- 

Hr  ra  -f-  afirB-  H-  afllBr  h-  ce 


|1JH-ec.  J:: 

« 

ìas  qtiiantità:  posta:  adanque  fra:  le  parentesi;  dovrà:  divenure"  posi- 
tiva: O'  negativa: . 

Questa:  quantità  soffre  le  riduzioni  seguenti 

A.  A- 

ec  )*  Hrfl^B'HradTB'  ^  ail^B-'  -^  ec;  h-  t'C  .^  aar^C 


ec..  -t-  TD  -t«  ec: 


ec.  -h-  Mt*'  h-  i2rMVi  ^  ce  H-  Nr  H-  ec:  essendo»  L  r  L'  ec:. 
quantità  che  si  trovano^  facirmcnte  y.  eseguendo-  il  quadiato  di  ciò; 
cbè  moltiplica -i  e  rinnendo'  i  termini  siimili  ;: 

L"?  -h  ec.  y  -*►  M«r'  -{-  skM:''pI  H-  ec:  -h  Ni*  H-  ec: 
aF  =  A(w  ^^-^)'-^L((tHi-5L!:i-p^^^ 


A. 

aP'^rl  H-  ec.  H-  Ql*  H-  ce. 
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A     ^      •   -V-     '  L 

|-  (  FI  H-  ec.  )*  -4*  Ql*  -h  ec"' 

A'4-fec.  \*      .     T   /'*     .   t.'»Hiec  \* 


sarà  dunrqtre  F  positiva  ^  ovverà  la  ftrnzione  proposta  diverrà  un. 
Minimo  se  A  >  o ,  L  >  o ,  P  >  o  >  R  >  o>  ec,  ed  art  Massi- 
tao  nel  caso'  opposto. 

Alctraer  delle  quantità  A^L^F  ec'.,>  potrebl}cra  essernnlle; 
allora-  il  Massimo  si  avrel^be  quando  tutte  le'  quantità  residue 
sono  negative ,  ed  il  Minimo  nel  caso  opposto  : 

Le  qua-nfità:  A  ,•  L  ,  F ,  R  ec. ,  sono  date  per  .mezzo*  delle 
quantità  A  ,•  B  y  C  ec. ,  A'  i  B- ,  C''  ec.  ec. 

Applichiamo»  tutta,  questa  Teorìa,  alle  funzioni  di'  tre  va- 
tóbili.. 

Sia  (p^^p^x  jy  yZ)  i  ed  avreuio*  per  determrnare  i  valori 
che'  corrispondono  al  Massimo^  ed  al  Minimo^  le  tre-  eq^uazioni; 

(è)=o-.(f)=o,(g)=c.. 


tf" 


Sarà  poi  2F'=  Aw'*'-!- awfl A' -f  swtA' 
r  quindi 

ffF  =^  A  (  (0  H-  £?:±J^)*'  _  j:  (  A'«  h^  AV)*'  h^  Br  H^.  afOTB' 

^  A»        •'  A  ^ 

sF  =r  A  (  w  H-  ^-^  )'  H-  (  B  -  f .)  «••  ^  (  BT  -  ^'  )  29«^  H. 
e  facendo^  B~^  =  L,B'  —  ^'  =  L',C-^  =  M, 

A  .   A        •  *  A 

r  V 

s  avrà 


• 
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Dunque  avrà  luogo  il  Massimo  quando  A  <  o  >  L  <  o  ) 
M  —  t!  <  o  ;  ed  il  Minimo  nel  caso  opposto . 

ma 

Da  quanto  abbiamo  detto  risulta  questa  conclusione  genera- 
le :  se  in  una  funzione  qualunque  delle  variabili  x^y^z  ec. , 
poniamo  in  luogo  dì  esse  le  quantità  a?H*w,jfH-d)ZH-^cc  ^ 
e  sviluppiamo  la  funzione  secondo  le  potenze  ed  i  prodotti  di 
quegli  aumenti ,  i  termini  ove  questi  sono  alla  prima  dimensio- 
ne )  eguagliati  separatamente  a  zero  >  daranno  le  equazioni  neces- 
sarie perchè  la  proposta  divenga  un  Massimo  o  un  Minimo  ^  In 
-  seguito  considereremo  la  quantità  composta  di.  tutti  i  termini  ove 
w  ,  fl  9  ^  formeranno  due  dimensioni ,  e  bisognerà  che  questa 
quantità  sia  positiva  per  il  Minimo  y  negativa  per  il  Massimo^ 
qualunque  d'  altr'  onde  possano  essere  i  valori  di  co  9  0  ec. 

Se  tutti  questi  termini  svanissero  insieme,  bisognerebbe  an- 
cora per  r  esistenza  del  Massimo  o  del  Minimo  che  tutti  i  ter- 
mini ove  (0  e  0  ec.)  formano  tre  dimensioni,  s'annullassero  ìtir 
sieme  e  che  la  quantità  composta  dei  termini  ove  co  e  d  ec. ,  for- 
mano quattro  dimensioni  fosse  sempre  positiva  per  il  Minimo^ 
negativa  per  il  Massimo  >  e  così  di  seguito . 

Sin  ora  noi  abbiam  suppósto  essere  le  variabili  indipenden- 
ti tra  loro  ;  ma  se  alcune  condizioni  del  Problema  stabilissero 
delle  relazioni  tra  quelle  variabili ,  allora  il  metodo  da  seguirsi 
si  presenta  da  se  medesimo:  conviene  eliminare  dalla  funzione 
che  divenir  deve  Massima  o  Minima ,  tante  variabili ,  quante 
sono  le  equazioni  9  le  quali  esprimono  le  suddette  relazioni , 
mentre  le  variabili  che  rimarranno  9  saranno  allora  assolutamente 
indipendenti  tra  loro  • 

Per  esempio,  se  dimandasi  quale  di  tutti  i  parallelepipedi 
rettangoli  che  hanno  la  stessa  superficie  2a* ,  è  quello  che  ha 
la  mag.^ior  solidità,  chiamando  k»  questa  solidità ,  ed  indicando 
per  x^y^z  le  tre  dimensioni  del  parallelepipedo,  avremo  i/ == 
xyz  =  Massimo  :  ina  tra  le  tre  variabili  abbiamo  quest'  equa- 
zione xy  ^  yz  ^  xz  ^=^  a\ ,  dalla  quale  si  ricava  x  =  ^^^^  , 
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dnnqne  la  fnuzione  da  diventare  un  Massimo  sziìl^.^^ — ^il= 
u^  e  questo  Alassimo  avrà  luogo  per  quei  valori  di  j^  e  ;&  che 
rendono  {—)  =  0,  (  j^)  ?=  o>  cioè  quando 

v  =  4->^  =  — 72r  =  4--  Il   ricercato  parallelepipedo  sarà  in 

conseguenza  un  cubo  il  cui  Iato  è  a:y{^). 

§.  62.  Facciamo  alcune  applicazioni  delle  sopra  spiegate 
Teorìe . 

I*.  Quale  è  ii  Massimo  Cilindro  tra  tutti  quei  che  possono 
iscriversi  in  un  cono  retto? 

Indicando  per  a  l'altezza  del  cono,  per  b  il  diametro  del- 
la sua  base ,  e  per  x  V  altezza  del  cilindro  da  inscriversi  y  sarà 

la  di  lui  solidità  ![iL?JZ£}l5 ,  (  dalla  lettera  t  è  rappresentata  lar 

■semiperiferia  per  il  raggio  f  )  ,  la  quale  dovendo  essere  un  Mas- 
Simo  >  ci  darà  per  determinare  x  quest'  equazione  a'  —  ^x  h* 

^x\  is±zo  y  d'  onde  si  ricarerà  ap  =  i-  a  :  il  ricercato  cilindro  deb- 

-  ^  • 

be  adunque  avere  per  altezza  la  terza  parte  di  quella  del  cono . 
2*.  Date  nello   spazio  due   curve  a  doppia  curvatura ,  si  di- 
manda là  loro  più  corta  distanza  ? 

Siano  z  -=:  p{x)  ^  y  =:iV {x)  V  equazioni  ' delle  projezioni 
della  prima  curva  sopra  i  piani  degli  x^z^  e  degli  ir  ,j/:  sieno 
s  =  ^'(a?),>'  =  F'^ X )  r  equazioni  delle  projezioni  della  secon- 
da curva  sopra  i  suddetti  piani .  Sieno  x  ^y  j  z  le  coordinate  di 
un  punto  della  prima, curva;  u^y  yz'  là  coordinate  di  un  pun- 
to della  seconda  ^  ed  il  quadrato  della  distanza  di  questi  due 
punti  sarà  espressa  da 

s 

{x  —  uY  H-  (s  —  zY  H-  (y — yy  =  (x  —  uy  ^{(px  — 

puY  -r  (Far  —  F'w)':  ora  dovendo  qnesta  distanza  esser 

Minima  >  sarà  anche  tale  il  doppio  -  del  di  lei  quadrato  y  e  per- 
ciò facendo 

sA  =  («  —  «)*  H*  (^«  —  9'o)'  H-  (Fjc  —  F'm)'  ,  dovrà  sA  es- 
sarc  nn  Minimo. 
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Applichiamo  a  questa  funzione  aA  Je  regole  date  al  «  60 
(1  avremo  y       ^ 


^^)  =  <^^-")-^(^«^'-^«)(£)H-(Fa;-'Fz^).(lP) 


^x-      <^ 


(£)^'-{(*-«)H'(^(^)  — ^'z.),(^')^(F^^r;w). 


(f)} 


le  quali  due  equazioni  serviranno  a  determinare  1  due  valori  di 
^  e  di  « ,  e  per  mezzo  di  essi  avremo  ancora  i  valori  di  y  , 

Poniamo  <f>ix)=  a^  bx,  ■^{x)  ^c^ex,  p'{u)  = 
A  -i-  ife ,  J  (  «  )  ==  C  H-  Em  ,  sieno  cioè  diie  linee  rette  le  cur- 
ve date,  ed  avremo  allora  -queste  due  equazioni  per  la  deter- 
jiiiuazione  di  z/  e  di  a? 

ex  —  Ew  ) 


r 

Differenziamo  qtieste  equazioni  5  e  si  avrà  

(££)  =  - '-^B^eB 

Siccome  i  valori  di  (^),(^)  son  positivi^  così  la  ri- 
cercata distanza  sarà  veramente  Minima  <,  se  però  avrà  luogo  la 
condizione  (^)  {^)  >  (/A )%  ovvero  {^)  (J^t^)-(Jl^y  > 

o  ,  cioè- 

(I  H-ò*H- c')(i-i-B*H- E')  — (ih- 6BH-'eEy>o.  Que- 
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Sto  ultimo  rapporto  sempre  sussiste ,  poiché  può  mettersi  sotto 
la  forma 

(  5  —  B  )*  H-  ( ^  —  E  )'  -4-  (  AE  —  eB  )*  >  o  ;  dunque  possiam  sem- 
pi» floddisfare  alla  proposta  dimanda . 

Ma  lasciando  le  cose  Geometriche ,  sopra  le  quali  avremo 
occasioBe  di  tornare  ,  trattiamo  alcune  questioni  relative  ai  Mas- 
simi e  Minimi  delle  Scienze  Fisiche . 

3*.  Data  (  Fig.  1 5  )  la  linea  EF  di  posizione  relativamente  al  piano 
PQ ,  e  dato  egualmeite  di  posizione  il  punto  iisico  C ,  si  dimanda 
il  punto  I  della  retta  EF ,  in  cui  va  collocato  un  lume ,  acciò  1*  il- 
luminazione in  C  sia  la  Massima  ? 

W  una  legge  d*" Ottica  dimostrata  dalla  Teorìa  («)  e  confer- 
mata dall'esperienza,  che  l'intensità  della  luce  in  un  punto  fi- 
sico »  o  r  illuminazione  che  questo  riceve  da  un  ponto  illuminan- 
te ,  è  in  ragion  composta  della  diretta  del  seno  dell'angolo  d'in- 
cidenza fatto  dalla  linea ,  condotta  da  quel  punto  raggiante  al 
punto  fisico  )  con  la  superficie  di  questo  punto  fisico  medesi- 
mo ,  e  dell'  inversa  del  quadrato  della  distanza  dei  due  punti 
illuminante  ed  illuminato.  Questo  premesso,  dal  punto I  si  abbas- 
si la  perpendicolare  sopra  il  piano  PQ ,  é  questa  sia  JH  ;  si 
uniscano  i  punti  E ,  H  ;  C  ,  H  ,  e  dal  punto  C  abbassata  la  per- 
pendicolare  CD  sopra  EH  ,  si  uniscano  C  ^  I  con  la  linea   CI . 

L' illaminazione  chjg  il  ponto  C  riceve  dal  lume  situato  in  I 

eor^o    IH      _L  M 

**       ci  •  CI»        CI'  • 

Poniamo  EI  =  ac,  senlEU  =  m ,  cos lEH  =  n ,  CD  = 
b ,  ED  =  a,  e  sarà  EH  =  ara,  IH  =  »/n ,  CH= V  (**  -^  a*  — 

# 

IG  =  \/ ( OT*a?*  H- &*  H- «*  —  2nax^7Ì'x^)  =  v^(a?*—  2nax^ 
2>*  H-  ^*  )  }  avremo  adunque  Y  illuminazione  in  G  espressa  dalla 

formula — -gì  e  questa  funzione   differenziata  ed 

(  *»  —  2«^4P  -4- 4* -V  i0*  )* 

Tom.  IL 


(  a)  Si  veda  V  Opera  del  Geometra  FoMOmbroni  »,  Saggio  di  Ricerche 
sulf  Intensità  del  Lume  ,>  da  questa  abbiamo  presi  i  Problemi  d'  Ottica  qui 
riportati  . 
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eguagliata  a  zero,  ei  dà  01?  =  — =fc  \/(!!^-t-5-±l.). 

Il  dopjpro  segno  ci  dice  che  il  Problema  ha  due  soluzionf  r 
potendosi  ritrovare  al  disotto  del  piano  nel  prolnngamcnto  del- 
la linea  EF  ,  ira  pnnto  che  goda  della .  medesima  proprietà  ^ 

Ci  potremmo  assicurare  che  il  ritrovato  valore  di  ^  coìti.* 
spónde  precisamenre  ad  un  Massimo  y  facendo  uso  della  regok 
«data  al  §.  58. 

Quando  la  linea  £F  è  perpeiùiicolare  al  piano*  FQ  y  si  ha 

/2  =  ò,a  =  o>  e  quindi  «=  B^—i  sarà  dunque  in  questo  ca>^ 

«o  x:b::  1  :  -/ar ,  e  qfuesta  proporziotfe  ci  dà  una  regola  la  qun^ 
le  può  esser  mite  quando  vogliasi  in  una  forre  collocare  uu  ^ 
naie  per  ilTuminaTe  T  imboccatura  di  un  Poito  y  o  altro  ec. 

4*.  Data  una  superficie  qualunque',  si  dimanda  ri  luogo r  ìa 
cui  va  posto  nur  luma/  acciò  un  punto  preso  iu  ixx  piano  q^a^» 
lunque,  riceva  la  massima  ilhiminazione  ? 

Per  facilitare  la  soluzione  Ai  questo  FroBIcma  r  snppoma> 
mo  d'  aver  permutate  le  coordinate  della  data  superficie  cwva 
in  modo  che  T  origine  sk  nel  punto  da  illuminarsi ,  ed  il  pia^ 
no  degli  x  e  degli  y  sia  quello  stesso  del  punto  fisico  -  Siano 
oc  ^y  ^  z  le  coordinate  del  luogo  ove  dee  porsi  il  lume,  e  sarà 
^(a;*  H^y -+ 2;*)  la  distanza  di  questo  lume  dall' origine,  cioè 
dal  punto  illuminato  :  T  intensità  dell'  illuminazione  sarà  dunque 
z:V(oc^  H- J'"  H*  2*y  r  e  quest*  espressione  deve  diventare  uft 
Massimo . 

Le  tre  variabili  Xiy^z  sono  legate  fra  ài  loro  per  Isl  na- 
tura della  curva ,  la  quale  possiamo  supporre  espressa  da  quest'  e^ 
quazione  z  =  p(x  yy)j  o  semplicemente  :5  =  ^,  essendo  p  fnn^ 
zione  delle  due  variabili  x  ^y  .  Ora  indicando  per  u  k  quanti- 
tà che  deve  divenire  un  Massimo ,  avremo  (61) 

3l 


-3^*'(S)-(«^"-^/-*-^')' 

=  0 

(-)  = 

•3^'.(f).(^^'H-/H-?>'f 

% 

=  0 
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ovvero  (^)(a(?*H-y  —  d<&^)  —  3^*«  =  0 

(|)  (^'  -i-/  r~  2^^)  -  3^  •J'  =  o , 

dalle  quali  dovià  ricavarsi  il  valore  di  a?  e  girello  di  ^ . 

Sia  la  superficie  curva  quella  di  una  sfere ,  e  T  orìgine  dell'  a« 

scisse  sia  nel  centro:  avremo  allora  ^*  =  a*  —  x*  — y  ^  ^S^  ^ 

i!^— —  ^fi^ì  = ^- ^  «  perciò 

>  {(aa'  H-y  H-  a:^)  —  3\^  C^""  —  ^*  — y  )}  =  ^ 

dalle  quali  si  avrà  -c  =  Oijf  =  o-,s  =  a-  Per  aver  dtmqt»  la 
Massima  illuminazione  in  questo  caso,  conviene  porre  il  lume 
nelF  asse  degli  z  ^  ove  esso  sega  la  superficie  sfierica  ;  V  illumi- 
nazione  poi  è  veramente  Massima  y  poiché  rimangono  soddisfate 
ti  i  criteri  dati  al  §.  60. 

Scolio  .  La  ricerca  dei  Massimi  e  dei  Minimi  ^  ha  luogo  tanto 
nelle  Matematiche  pure  che  nelle  miste ,  ed  il  Calcolo  Diflèrenzìa^ 
le  mirabilmente  risolve  tutte  le  questioni  di  questo  genere .  Gli 
Antichi  non  han  fatto  invero  gran  passi  in  una  tal  carriera  ^ 
se  abbiasi  riguardo  al  punto  ^  cui  noi  siam  giunti  ;  ma  quei  passi 
son  giganteschi,  allorché  si  considera  che  essi  non  aveano  altro 
metodo  che  la  sintesi ,  e  che  in  conseguenza  la  forza  di  ingegno 
necessaria  per  immaginare  le  loro  dimostrazioni  ^  è  di  gran  lun- 
ga superiore  a  quella  die  a  noi  abbisogna  per  la  soluzione  di 
siffatti  Problemi .  Per  convincersi  di  questa  verità ,  basta  lecere 
alcune  dimostrazioni  di  questo  genere ,  dedotte  dalla  semplice  Geo- 
metrìa, come  sono  quelle  date  da  Apollonio,  da  Pappo,  e  nei 
tempi  a  noi  più  moderni  da  Torricelli ,  da  Viviani ,  e  da  Cava- 
lieri ,  e  dopo  la  metà  dell'  ultimo  secolo ,  dal  Tommasini  (  a) . 
Noi  afiìdiàmo  un  Problema  al  calcolo ,  il  quale  per  una  specie 
di  meccanismo ,  ci  conduce  alla  soluzione ,  senza  che  si  veda 


(a)  „  De  Maxìmis  et  Minimis  ad  Jnstitntiones  Geometricas  accommoda- 
tis  „  Qtte^t'  Opera  sarà  sempre  stimata  dagli  Amatori  della  Sintesi. 
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alcuno  di   quegli  anelli  intermedi  che  uniscono  i  dati  del  q^re- 
sito  al  risultato .  Eimaniamo  convinti ,  ma  non  persuasi . 


YU. 


nella  Teorìa  delle  Equazioni . 


§.  64.  Jt\Apprcsentiamo  per 


Fjc  =  o;^  -{•  A^"*      '^Bx        -^^  .......  ^  V^  H-  II  ==  ó 


una  equazione  qualunque  delf  ordine  m       . 

Siano  a  y  fi  yy  ec,  le  radici  reali  dell'  equazione  Fx=  o  > 
disposte  secondo  V  ordine  di  grandezza ,  cominciando  per  le  più 
grandi  positive ,  e  finendo  per  le  più  grandi  negative ,  di  modo 
che  ^>p,^>yee.  ,es*  avrà  questa  equazione  identica 


Fjc  =  (a?  —  a)  (a?  —  ^)  (a?  — •  y )  .  .  .  .  ,  xfx, {a) 

fx  essendo  una  simil  funzione  di  a;  9  nia  di  un  grado  minore  di 
m  >  la  quale  è  composta  delle  radici  immaginarie  dell'  equazio- 
ne. Questa  funzione 

fx=z  ax   ^i^bx        H* H^  p  non  può  divenire  né  nul- 


la y  né  negativa  per  qualunque  valore  reale  che  si  dia  ad  a?  ; 
imperocché  se  divenisse  nulla ,  quel  valore  di  x  sarebbe  una  ra- 
dice reale  di  fx  =  o  9  ciò  che  h  contro  V  ipotesi  ;  e  se  divenis- 
se negativa ,  dando  allora  ad  x  un  altro  valore  così  grande  che 

rendesse  il  primo  termine  ax  maggiore  della  somma  di  tutti  gli 
altri  che  Io  seguono ,  s^  avrebbero  per  questi  due  valori  di  x  so- 
stituiti in  fx  y  due  risultati  di  segno  contrario  :  vi  sarebbe  un 
valore  intermedio  h  che  renderebbe  /ar  =  o  :  avrebbe  allora 
quest'equazione  una  radice  reale,  ciò  che  è  contro  F ipotesi. 

Facciamo  ^a?  =  ( x  —  ct){x  —  ^){x  —  y )  ec^  e  V  equa- 
zione (a)  prenderà  la  forma  Vx  =1  (px  .fx  :  ot2l  differenziando 
quest'  ultima  equazione  e  dividendola  per  dx ,  avremo  (  F ,  ^  ,/* 
tengono  luogo  di  Fa? ,  ^x  yfx  ) 


(f  )=/«-(fP -!•?«•(£),  e  sad 
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d^ 


^)  ec.  -f-  (a?  —  «)(«  —  |3)(3C— i^)  €C.  H- («  —  «)(«—» 
^  )  (a?  —  y  )  eo.  H-  éc. 
Sé  pertanto  facciamo  in  (^),  a?  =  «,  s*avrà  (^)  >o;  se 

facciamo  jc  =  (3,  s*  avrà  (^)  <  o  ;  se  facciamo  x=:'y  ,  s*  avrà 

(  2^  )  >  o ,  e  così  di  seguito  ;  e  siccome  facendo  «  =  « ,  ^ ,  y  ec. , 
abbiamo  sempre  ^(af)  =  o,  ey«>o;  dunque 
x  =  ci,  darà  (?)>o 


« 

Ha  prendendo  il  differenziale,  del  polinomio  Fa; ,  e  divi- 
dendolq  per  dx^  si  ha 

dunque  Y  equazione  (  ^  )  =  o ,  avrà  necessariamente  delle  radi- 
ci reali  ^  le  quali  caderanno  fra  i  valori  delle  radici  a ,  /3 ,  y  ec. , 
o  avranno  per  limiti  queste  radici  medesime;  poiché  è  dimostra- 
to nella  Teorìa  delle  equazioni  che  se  due  numeri  ot  ed  /j  so- 
stituiti in  luogo  deir  incognita  in  una  equazione ,  la  rendono  di 
segni  contrari  y  tale  equazione  ha  una  radice  reale  contenuta  fra 
quei  due  numeri.  Indichiamo  ora  per  a  yfi  jy    ec.4  le  radici 

ft  A  1 

reali  dell*  equazione  (  ^  )  ==  o ,  ed  egualmente  dimostreremo  che 
x-==a,  darà  rT-i)>o 

ec.  co. 
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d'onde  segae  phe  T equazione  (j^)  =  o,  nella  quade 
3)(ot  — 3)Ba?"~*-j- H-aT,, 

avrà  anche  delle  radici  reali,  le  quali  caderanno  fra  ì  valori 
delle  radici  a  ì^  ^y  ec. ,  o  avranno  queste  quantità  per  li- 
miti . 

Risulta  di  qui  che  se  l'equazione  Vx^o  ha  un  numero 

n  di  radici  eguali  ad  «,  1*  equazione  (^)  ne  ha  un  numero 

n  —  I  parimente  eguali  ad  «  ;  T  equazione  (  Jn  ),  i^e  ha  un  nu- 
mero n  —  a;  l'equazione  (~^)  ne  ha  un  nimiero  n  —  3,  ed 

infine  Y  equazione  f  - — --5  j  ha  una  sola  radice  eguale  ad  «  j 

ciò  è  d' altr'  onde  evidente  »  poiché  il  polinomio  Fx  contenendo 

^)  contenà  il  fattore  (a;  —  »)"""'}  (^ 

conterrà  il  fattore  {x  —  »)       j  ed  infine  /  — ~  J  conterrà  il 

fattore  x  —  » . 

§.  65.  Consideriamo  adesso  le  radici  dell'  equazione  Fa;  =  o 
per  rapporto  air  essere  positive  o  negative  »  e  supponiamo  che 
le  positive  siano  di  numero  p ,  e  le  negative  di  numero  q. 

Dovendo  (^)  =  o  avere  una  radice  di  meno  di  Fa;  =  o, 

cLx 

essa  conterrà  necesisariamente  p  —  i  radici  positive  >  e  gr  —  i 
jadici  negative ,  e  di  piii  un'  altra  radice  reale  che  potrà  esse- 
re positiva   o   negativa  ;  imperocché  una  radice  deir  equazione 

(— )  cadendo  necessariamente  fra  due  radici  consecutive  dell'e- 

quazione  Fa?  =  o,  un  numero  p  —  i  di  positive >  caderanno  fra 
le  p  positive  >  e  5  —  1  negative  fra  le  q  negative ,  ed  una  fra 
la  più  piccola  positiva ,  e  la  prima  negativa ,  la  quale  potrà  es- 
sere positiva  o  negativa . 


il  fattore  {x  —  <«)",  (^)  conterrà  il  fattore  {x--af    S  (^) 
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Dunque  se  1*  equazione  Fa?  ha  più  radici  positive  che  1'  e- 
quazìone  (^)=£=0)  essa  non  potrà  averne  che  una  di  più,  e 
lo  stesso  è  delle  negative . 


nltimi  termini  senza  x  delle  equazioni  Fa7  =  o,  (— )  =  o  sono 
del  medesimo  segno  r  1*  equazione  Fa?  =  o  non  potra  avere  una 
radice  positiva  di  più  che  l'equazione  (j!^)  =soi  dnnque  in  que- 
sto caso  ella  non  potrà  avere  che  raia  radice  negativa  di  piìl 
che  quest'  ultima  equazione  y  ed  egualmente  essa  non  potrà  ave- 
re una  radice  positiva  di  più  che  quando  gli  ultimi  termini  di 

Fap  =  o,  (^}  =  o  hanno  segni  contrar;.  Dunque  in  generale 
r  equazione  Fa?  =  o  non  potrà  avere  che  una  radice  positiva  o 
negativa  di  più  dell*  equazione  (£)=:o  secondò  che  i  loro  ul- 
timi termini  sono  di  segno  contrario  o  del  medesimo  seimo .  Per 
la  stessa  ragione  1*  equazione  (^)  =  o  non  potrà  avere  che  una 
radice  positiva  o  negativa  di  più  dell*  equazione  (^)  =o,  se- 
condo che  i  loro  nltimi  termini  saranno  di  segno  dificrente  o 
del  medesimo  segno. 

Ora  osservando  nella  seguente  Tavola ,  dopo  ciò  che  abbia- 
mo qui  dimostrato  > 
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H'Ta*H-V*H'U  =  o 

(^)=  mx      H-  im'^i)Ax.      -^     .  (ot  — »)B^'""'^^ 


* 

-^  aT  =  p 


ec.  ec. 


#11  ^^4 

(  ^^  ")  =  4  •  5  —  ^x^  ^3-4  ••••  ("2  -  I  )  A**  -+93  ••••  (  OT  -  a)  B;c  -♦•  1 . 3 .»,  (/a  -  3  )  C  =♦  o 


dx 

.W— 3 


f  — -5^  =  3  4..../na?'-fa.3~..{;a-i)AA?-+|.3.3...^.(OT-u)B=o 


.m—I 


[- — 5  i  =  a.3«..map-f  i  .3.3 (ot-  I  )A=o 

\dx"'-'J 

— -j;-  1=  0  na  la  radice  positiva 
o  negativa  —  —  secondo  che  A  è  negativo  0  positivo  i  V  equa- 


.«»— a 


zione  (- — ■^)  =  9  non  potrà  avere  una  radice  positiva  o  ne- 


dx 

jn  —  f 


- — ~^  =  Q  se  B  non  è  di  segno  contra-- 


rio  0  dello  stesso  segno  di  A  j  1'  equazione  t  )  ^^  °  "^"^ 

dx         * 

jm  —  «p 

potrà  avere  una  radice  positiva  o  negativa  di  più  della  (  ^-^j— )  = 

dx 

o  se  C  non  è  di  segno  contrario  o  dello  stesso  segno  di  B ,  e 
co^ì  di  seguito . 

Da  tutto  ciò  possiamo  concludere  che  V  equazione 


m  .     w  —  I         -T^    w  —  a 


X    -H  Ax         H-  Bjc  h* H-v^H-U=o 
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non  può  avere  più  radici  positive  o  negative  t  delle  variazioni  o 
saccessiooi  dì  segni  che  ^i  ritrovano  in  essa.  Per  conseguenza  se 
r  equazione  ha  tutte  le  radici  reali ,  ve  ne  saranno  tante  delle 
positive  quante  sono  le  variazioni  dei  segni ,  e  tante  delle  nega- 
tive quante  ^ono  le  successioni  ;  e  questo  è  il  famoso  Teorema 
di  Cartesio  che  gl'Inglesi  attribuiscono  ad  Harriot. 

§.  65.  Consideriamo  ora  le  radici  ;deir  equazione  "Fx  =  o 
come  reali  .0  immaginarie. 

Siano  .come  ^opra  «  r^  tT  ec ,  le  -radici  reali  dell'  equazio- 
ne Fjc  =  p^  ed   »  ,^  ìY   ec  )  le  radici  leali  ^lell' equazione 

(  j^  )  =  .0,  essendo  queste  radici  per  ordine  di  grandezza .  Io  di- 
co che  jdelle  radici  «  >  p  >  y  ec. ,  non  ve  ne  può  essere  che  u- 

na  sola  nsàggiore  4i  »   ;  che  juna  sola  la  -quale  cada  fra  a  e  /3   ; 

che  una  sola  Xb.  quale  cada  fra  fi^  e  y^  ;  «  così  4i  seguito  ;  ed 

infine  che  lina  sola  può  ^essere  minore  della  più  piccola  delle 
jgaantità  ^  •  /3  ,  r  ,ec^  :  imperocché  se  u  e  fiy  per  ^esempio^  fosse- 

xo  nello  ^esso  .tempo  maggiori  della  .quantità  .«  ,  siccome  fra 
le  due  radici  a  e  j3  deve  necessariamente  cadere  una  radice  dell' 
equazione  (— )  =  o,  questa  radice  sarebbe  allora  maggiore  di 
/t  ì  .dunque  a  non  sarebbe  la  maggiore  delle  radici  xlell*  equazio- 
jie  (~?)  =  0  jjorae  si  supponeva:  tC^almente  se  due  radici  /3  e 
y  cadessero  nello  .stesso  tempo  fra  le  due  m  e  fi  ^  siccome  fra 
/J  e  y  deve  necessariamente  cadere  una  radice  deU*  equazione 
(  ^  )  =  p ,  questa  radice  tcaderebbe  anche  fra  a  e  fi   contro  Y  i- 

potesi ,  poiché  si  suppone  che  queste  si  seguano  in  ordine  di 

grandezza,  e  così  di  seguito..  Infine  se  molte  delle  radici  ^,|3, 

7  ec.  y  fossero  minori  della  piiì  piccola  delle  radici  -^5/3,7  ec. , 

III 

siccome  fra  di  esse  dovrebbero  cadere  alcune  delle  radici  di 
Tom.  IL 
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(  2^  )  =?=  o ,  sarebbero  quest*  oltime  radici  minori  della  più  pìcco- 
la delle  medesime  >  ciò  che  è  assni'do . 

E  qui  osserviamo  che  questa  dimostrazione  solo  conclude  > 
una  sola  tra  le  radici  «  »  |i  >  7  ec.  >  essere  maggiore  della  piiì  gran- 
de delle  radici  «  ,  /3    ec. ,  una  sola  minore  della  più  piccola  i  ed 

una  sola  cadere  fra  due  consecutive  «  9  ^  ,  ovvero  /5  >  y  ec.  ; 
ina  più  radici  delle  «  >/3    ec. ,  posscmo  essere  maggiori  della  più 

grande  a;  più  radici  essere  minori  della  più  piccola  delle  radia- 
ci «3^>y  ec.j  ed  infine  più  radici  delle  ^  ,j3  ce.,  possono  ca- 
dere tra  due  consecutive  «s ,  p  ;  ovvero  /3  ,  y  ec. 

Questo  premesso  9   scriviamo  le   funzioni  (^)5(~^)>(^) 

ec- ,  per  ¥x ,  Vx ,  ¥''x  ec  r  e  ciò  per  comoda  dei  calcoli  che 
siamo  per  fare . 

Poicbè  abbiamo  in  generale 

Fa?  =  (.V  —  «)(^  —  ^}  (*'  —  y  ) Xfx^ 

è  evidente  che  sostituendo  a  in  luogo  di  or  >  se  nessuna  delle  ra- 
dici et  )  /3 ,  y  ec.  è  maggiore  di  «;  ,  il  valore  di  ¥x  sarà  positivo; 
e  se  la  sola  radice  »  è  più  grande  che  a  ,  il  valore  di  Fx  di* 

verrà  negativo  ;  poiché  nel  primo  caso  >  tutti  i  fattori  semplici 
saranno  positivi,  e  nel  secondo,  un  solo  sark  negativo 7  mentre 
nei  due  casi  sarà  sempre  fx  positivo . 

Supponiamo  in;  seguito  che  si  sostituisca  /J  in  luogo  di  Xy 

e  se  nessuna  delle  radici  « ,  j^ ,  y  ec  y  cade  fra  a  e  P  y  questa 

sostituzione  darà  per  Vx  un  valore  del  medesimo  segno  di  quel- 
lo che   ha  dato  la  sostituzione  di  u  .  Ma  essa  darà  un  valore 

di  segno  contrario,  se  una  delle  radici  cade  tra  a  e  /3  .  Imperoc- 
ché è  manifesto  che  ogni  prodotto   come  (^  — »)(/3   — »)  h 

necessariamente   sempre   positivo  ,   finché  la  quantità  a  è   nello 

stesso  tempo  maggiore  o  minore  delle  quantità  a  y^  ì  6  che  al 

11 
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contrario,  è  necessariamente  negativo  se  la  qnantità  «  cade  fra 
le  quantità  «    e  p  ,  cioè  a  dire  se  è  maggiore  di  0^  e  minore 

di  tf  :  ora  la  sostituzione  di  a    in  "Px,  in  luogo  di  a:,  ci  dà 

e  la  sostituzióne  di  fi    in  luogo  di  x  nella  stessa  funzione  dà 

{0^-^a)(fi^  —  0)(]^^'-y) Xffi^i  dunque  il  prodot- 

lo  di  queste  due  quantità ,   cioè  il  valore  di   F«  x  Fp  ,   sarà 

della  ferma 

Dunqnc  qnesio  prodotto  sarà  positivo  ^  se  nessuna  delle  quan-^ 
tità  a ,  j3  ,  y  ec,  cade  tra  le  quantità  a  ^^  i  e  sarà  negativo,  se 

una  sola  delle  quantità  as  ,  p ,  y^  ec. ,  cade  tra  le  quantità  a   e  p^ , 

poiché  fx    e  jfp    sono  sempre  positive  ;  per  conseguenza  i  vaio- 

ri  dì  Fa    e  di  Fp    saranno  del  medesimo  segno  nel  primo  ca^ 

so  >  e  di  segno  differente  nel  secondo . 

Si  dimostrerà  egualmente  che  la  sostituzione  di  y  per  x  in 

Vxy  darà  uu  risultato  del  medesimo  segno  o  di  segno  contrario 
a  quello  della  sostituzione  di  p  ,  se  nessuna  delle  radici  ^  ,  p  t 

y  eo.  9  caderà  tra  p    e  y  ,  o  sé  ve  ne  caderà  una  «   e   così  di 

II 

seguito  • 

In  fine  se  rappresentiamo  per  p^  Y  ultima  in  grandezza 

delle  radici  «^  >  l^^ ,  y^  ec. ,  si  troverà  per  mezzo  dell'  espressio- 
ne, di  Fa?  nei  suoi  fattori  che  il  risultato  della  sostituzione  di 
>»-.  invece  di  x  in  TPx  sarà  positivo ,  se  nessuna  delle  radici  a , 

P  >  y  ec. ,  sarà  minore  che  p  ,  ovvero  negativo  >  se  una  di  que-* 

« 

ste  radici  sarà  minore  di  p  ,  essendo  esse  di  numero  pari  ;  e- 
gualmente  il  risultato  di  quella  sostituzione  sarà  negativo ,  se  nes- 
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suna  delle  radici  0.^^,7^  ec.  >  sarà  minore  di  r  ,  ovvero  posi- 

I 

tivQ  »  se  una  di  esse,  saia  pia  piccola  di  r  ,»  essendo  queste  di 

numera  impari .  Ora  siccome  il  nnraerO'  delle  radici  immagina- 
rie è  sempre  pari  >  così  il  numero  delle  radici  reali  deir  equa* 
ziofle  Fx  =  0  i  saiù  necessariamente  pari  o  impari  >  se  pari  o 
impari  sarà  il  grada  m  dell'  equazione  ^    - 

Potrema  adunque  giudicare  della  natura:  delle*  radici  di  un^ 
equazione  qualunque  del  grada  ttz  >  Fx=  o^  per  mezzo  di  quel- 
le deir  equazióne  F'ar  =  o  che  è  sempre  di  un  grado  minore  di 

un*  unità  i  imperocché  avenda  essa  le  radici  reali  «■  ,  fJ  >  v  ec.  ^ 

-        1     1      1 

r^  ^  basterà  sostituirle  successivamente  per  or  neir  equazione  pro- 
posta,: e  concluderemo- 

i\  Che  essa:  avrà  o  non  avrà  una:  radice  maggiore  df  c^  se- 
condo che  F«.  sarà  <  o  y  ovverà  >  ó  - 

il..  Che  essa  avrà  a  no»  avrà  una.  radice  compresa-  fra  et  e 
^  secondo  che  F/3"  sarà,  di  segno  differente  o  del  medesimo 
segno  di  Fa  ► 

3^»  Che  essa  avrà  ò^  non  avrà  una  radice  compresa  tra  jj  e 
y  y  secondo  che  Fy  y  sarà  di  segna  contraria  à  del  medesima 
segna  di  F/?^ ,  e  così  di  seguita  ► 

E  che  infine  essa  avrà  o  non  avrà  una  radice  minore  df 
p  y  seconda  che  Fj»  >  sarà  positivo  a  negativo  >  nel  caso  di  m 

impari  ;  e  negativo  o  positiva  per  m  pari  '  .        . 

Conosceremo  adunque  con  queste  regole  non  solo  il  nume- 
ro delle  radici  reali  della  proposta  f  ma  ancora  i  loro  limiti . 

§.  66.  Noi  abbiamo  fin  ora  supposta  che  T  equazione  propo-  ' 
sta  potesse  avere  delle  radici  immaginarie  e  reali  mescolate  in* 
sieme  ;   esaminiamo  ciò  che  deve  «risultare   dalla  supposizione 
che  tutte  queste  radici  siano  reali. 

E'  primieramente  manifesta  che  V  equazione  Fa;  =  o  del 
grado  m  ,  avrà  m  radici  reali ,  e  che  V  equazione  derivata  F'^  =  o 
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del  grado  m  —  i  avrà  necessariamente  ttt  — ^  r  radici  reali ,  poi- 
ché fra  due  radici  reali  consecutive  deir  equazione  Fx  =  o  , 
cade  necessariamente  una  radice  reale  della  F'a;  =  o  :  per  la  stes- 
sa ragione  la  seconda  equazione  Y^x  =  o  avxà  necessariamente 
tutte  le  sue  radici  reali  9  e  cosi  di  seguito  •         , 

'  •  Cosi  la  prima  condizione  perchè  una  equazione  abbia  tutte 
le, sue  radici  reali ,  è  che  le  sue  equazioni  derivate  per  la  suc- 
cessiva diflerenziazione  j  abbiano  ancora  esse  tutte  le  lor  radici 
reali  ;  ma  tutte  queste  equazioni  potrebbero  aver. le  lor  radi- 
ci reali»  senza  che  la  FwT  =  o  ne  avesse  alcuna. 

Supponiamo  adunque  che  le  ot  -^  i  radici  ^  j  /3  >  y    ec.  » 

dell'  equazione  Yx  =  o  siano  tutte  reali  9  e  vei^iamo  quali  sono 
le  condizioni  necessarie  9  perchè  le  m  radici  «  9 13  9  y  ec.  9  dell' 
equazione  Fac:  =  Oy  siano  ancora  necessariiimente  reali.  Avendo 
noi  dimostrato  in  generale  che  delle  radici  reali  deir  equazione 
Fa;  =  o  non  ne  può  cadere  che  una  sola  nell'  intervallo  fra  due 
radici  consecutive  deir  equazione  Yx  =  o ,  e  che  una  soltanto 
può  essere  maggiore,  ed  un^  altra  soltanto  minore  della  piiì  gran- 
de e,  della  più  piccola  delle  radici  di  questa  medesima  equazio- 
ne y  è  ancora  evidente  che  se  tutte  le  radici  di  numero  m  dell'  e- 
quazione  Fx  i=  o  sona  reali ,  esse  debbono  necessariamente  esser 
tali  che  »  sia  maggiore  di  ^    e  che  ^  cada  fra  «   e  ^  ;  che  y 

cada  fra  I?    e  y  >  e  così  di  seguitp  ;  al  contrario  se  esse  non  so- 

no  tutte  reali  9  siccome  in  questo  caso  il  numero  delle  reali  non 
può  superare  m  —  2  ,  esso  sarà  in  conseguenza  minore  del  nu- 
mero delle  radici  ^  ^&  sY   ec.  •  ed  è  chiaro  che  la  stessa  di- 

sposizione  non  avrà  pìiì  luogo  9  e  vi  sarà  necessariamente  qual- 
che intervallo  tra  queste  ultime  radici  9  nel  quale  non  caderà  al- 
cuna radice  di  Fa;  =  o ,  a  meno  che  nessuna  di  queste  radici  sia 
maggiore  o  minore  della  più  grande  o  della  più  piccola  delle 
radici  «  >  /3  >  y    ec- 

Danqne,  secondo  quanto  abbiam  sopra  dimostrato.)  se  so- 
stimiamo  successivamente  per  «  in  Fa?,  tutte  le  radici  »  , /3  » 

y   ec.  )  avremo  necessariamente  nel  primo  caso 


N. 
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F^  <  o  >  Fp  >  o  ,  F/  <  o  ce. , 

e  nel  secondo   caso  vi  sarà   una  o  molte  di  queste  condizioni  > 
le  quali  non  avranno  luogo . 

Per  un'  altra  parte  sostituendo  successivamente  le  medesime 
radici  ^^^^^^ Y^  ^c.   nella  seconda  funzione  ¥'x ,  s*  avrà  sem- 
pre ,  come  abbiam  visto  sopra  > 
F'^  >  o,  F"/3  <  o,  FV  >  o  ec. 

Dunque  combinando  queste  condizioni  con  le  precedenti , 
si  concluderà  che  quando  le  radici  dell'  equazione  data  Fa?  =  o 
sono  tutte  reali ,  le  quantità 

F«^  X  F'«^ .,  F/3^  X  F"/3^ ,  Fy^  X  F V^  ec. ,  saranno  tutte  negative , 

e  che  al  contrario  ve  ne  saranno  delle  positive  se  V  equazione 
data  ha  delle  radici  immaginarie . 

Ora  se  si  fa  M(^)  (Fa:)  ^  j^,  M  essendo  un  coefficien- 
te positivo  o  una  funzione  qualunque  essenzialmente  positiva  > 
e  ia  seguito  si  elimina  x  per  mezzo  delV  equazione  (  —  )  =  o  , 
della  quale  «^ ,  fì  ,  y    ec.  >  sono  le  radici  >  s*  avrà  un'  equazione 

in  y  dello  sttsso  grado  che  (l?)  =  o>  e  le  radici  di  una  tale 

equazione  saranno  i  valori  dell' j^  che  risulterebbero  dalla  sosti- 
tuzione successiva  delle  radici  u  ^  Q     ec   in  luogo  di  x .   Dun- 

ir  ^ 

qué  se  questi  valori  sono  tutti  negativi ,  V  equazione  in  y  non 
avrà  che  delle  radici  negative  >  e  per  conseguenza  tutti  i  di  lei 
termini  avranno  il  segno  più  ;  e  reciprocamente ,  se  tutti  i  termi- 
ni di  questa  equazione  avi^anno  il  segno  piii ,  essa  avrà  tutte  le 
radici  negative  ,  e  i  valori  di  y  saranno  tutti  negativi . 

*  Possiamo  adunque  dedurre  di  qui  che  i  caratteri  della  real- 
tà delle  radici  dell'  equazione  Fa?  =  o  >  sono  che  1'  equazione 

(  ^  )  abbia  tutte  le  sue  radici  reali  >  e  che  1'  equazione  in  y  ri- 
sultante dall'  eliminazione  di  x  >  per  mezzo  di  quest'  ultima  e- 


quazìone  e  dell'equazione  (  —  ). Fa;  =  j^ >  abbia  tutti  i  suoi  ter- 


•    •      • 
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dx 

mini  positivi . 

Applicando  i  medesimi  ragionamenti  all'  aquazione  (  ^  )  =  o , 

si  concluderà  egualmente .  che  i  caratteri  della  realtà  di  tutte  le 
sue  radici,  soao  che  T  equazione  (j^)  =  o  abbia  tutte  le  sue 
radici  reali ,  e  che  Y  equazione  risultante  dall'  eliminazione  di  x 

per  mezzo  di  essa  e  dell'  equazione  (~!^)  (^3)  =^,  abbia  tutti 

i  suoi  termini  positivi ,  e  così  di  seguito .  Dunque  infine  per  ave- 
re tutti  i  caratteri  della  realtà  delle  radici  dell' equazione  Fa?==o, 
si  farà . 

l^^  =  ^Jc(J^),  si  eliminerà  x  per  mezzo  dell' equazione 
(~)  =  o,  e  s'  avrà  la  prima  equazione  in  y  . 

a°.  Si  farà  j^  =  (?£)(?-^),  e  si  diminerà  x  per  mezzo  dell' e- 
quazione  (jr«)  =  °>  ©  s'avrà  la  seconda  equazione  in  ^. 

3".  Si  farà  j)^==(^)(^),esi  eliminerà  x  per  mezzo  dell'  e* 

quazione  (  1-  )  =  o ,  e  s'  avrà  la  terza  equazione  in  j^ ,  e  così 

di  seguito . 

Queste  equazioni  in  y  saranno  m  —  i  di  numero ,  se  1'  e- 
quazione  Fa?  =  o  è  del  grado  m . 

Ciò  posto  i  caratteri  della  realtà  delle  radici  dell'  equazio- 
ne Fa;  ==  o  saranno ,  che  tutti  i  termini .  di  queste  differenti  e- 
quazioni  in  y  siano  .positivi ,  cioè  a  dire  dello  stesso  seguo  che 
ha  il  primo  termine  in  ciascuna  equazione . 

Ora  è  facile  vedere  che  1*  equazione  Fa;  =  o  essendo  del 

grado  m ,  1*  equazioni  diflèrenziali  (^)  =  o,(^)=:oec., sono 

successivamente  dei  gradi  m  —  lym  —  ft  ec. ,  e  che  1*  equazio- 
ni in  y  sono  egualmente  di  questi  stessi  gradi  ;  ciascuna  di  es- 
se darà  in  conseguenza  altrettante  condizioni  -,  di  modo  che  il 
numero  totale  deUe  condizioni  sarà 
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Nelle  equjizioni  però  del  terzo  e  del  quarto  grado  le  con- 
dizioni si  riducono  ad  un  minor  puniero  {^a') . 

§.  67.  IjC  pondizioni  trovate  ppr  la  realtà  <3elle  radici  di 
jin  ordine  qualunque,  possono  servire  per  tutti  gli  ordini  supe- 
riori ;  così  potrebbero  facilmente  costruirsi  delle  Tavole  che  con- 
tenessero successivamente  i  curjitteri  delk  realtà  di  tutte  Je  ra- 
dici ,  comi qci andò  dall'  equazione  del  secondo  grado ,  e  rimon- 
dando successivamente  air  equazioni  dei  gradi  piiì  altj  ^ 

Fer  dare  un  ^bbpzzo  di  cjueste  TavoJ? 

Si^  Fa?  =  wx"  H-  aAvT  H-  B)  ed  gvremo  (^)  =  aa?  ^  %h  ^ 
(^P)=:  i^  pnde;^  =  Fa;.(0)  =  (  a?V^  aAo?  H- B)  .  1  ,    ed 

;r  H-  A  =  o  :  elipiinando  adunque  x  per  mezzo  di  queste  due  e^ 
qnazioni  ^*  H-  izAa;  -4-  B  =j' ,  a?  H-  A  =  o ,  s'avrà  ^  h*  A'  — . 
B  =  o  ;  dunque  A*  —  B  ?>  p  ^  ^arà  }^  condizione  jiellai  realtà 
delle  radici  della  proposta, 

Sia  Fjc  =  ^'  -H-  3  Aa?'  h-  ^x  -1-0  =  0,  ed  gvremo 


dunque  ^  =  (oeV-^ 3Aa* H- 3Ba;  -<-  C )  (  a? H-  A  ) ,  ovvero 

^  =  07* H-  4Aa?'  -h  3  (  A*H-B)  a?'  H-  (  3AB  h-  C)a7H- AC,  e  si 

dovrà  eliminare  x  per  mezzo  dell'  equazione 

X  H-  a Aa?  H-  B  =  Q .  Per  questo  prenderemo  dall*  ultima  €qu^^■. 

zione  i  valori  di  a?'  >  »*>  ed  avremo 

a?'  =  —  (  B H-  «ìAa7)a?  =  —  Ba?  r-r  jiAaj'j 

a?*  =  —  B*  •  —  » Afl?»  —  -^  Ba?'  -h  JjÀBa?  ^  4 A*pf'  =  (  4A'  — 

B)a?VH-aABa7;  e  sostituendo  questi  valori  nell*  equazione  in  ^, 

avremo  un*  altr*  equazione  della  forms^  seguente 


^mm 


fa  )  L»  Grange  „  Di  la  Resolution  des  Equaiions  Numeriques  iV.  3?.  » 
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Sottraendo  ora  tìair  equazione  qui  trovata  ,  Y  equazione 
€LX* •i^^aAx^àB  =  o ,  g'  avrà  ^  =  ( è  —  aaA )x^€  -^  aB: 
moltiplicando  Y  equazione  y  =  ax^  ^^bx  ^c  per  clx  h-  aaA  > 
:avremo  (ajcH-attA)j  =:  aW  H-    <2&x?* .  H*ca!rH-aAap 

2a'  Aa?*  H*  2ahAx 


«  moltiplicando  parimente  aa?*  H-  aaAop  h-  <3jB  =  o  per  aa?-:H6t 
«*  avrà 

o  =  aW  H-  aa* A:»;*  h-  a*B^  h-  a^B 


isottraendo  una  dall'  altra  le  ottenute  equazioni  9  avremo  (  ax 
aaA)y  =-{^ca  —  a*B)3c  -4-  aAac:  «e  ora  per  mezzo  di  quest'ul- 
tima equazione  e  ài  y  =  [b  —  aaA)  a?  -he  —  aB>  eliminiamo 
Xy  è  facile  vedere  che  avremo  per  y  un'equazione  della  forma 
;y*H-My  H-N  =  o  che  ci  darà  le  due  condizioni  M>o,  Ni>o 
di  più. 

Sia  Fa;  =  x^  H*  4 Aà?^  H*  ÓBo;*  H-  4Ccr  --h  D  =  0  ;  avremo 

• 

(^)  =  4.3.a?"H-  4.3.aAa?  H-  6.a.B:  dunque 


dx 

j  =  (  a?"*  H-  4Aa?'  H-  óBx*  H-  4Ga?  H-  D  )  (a?*H-aA«-HB),  ed 
a?'  H-  3 Ao;*  H-  3Ba:  •V  C  =s  o . 

Sostituendo  nella  prima  equazione  (  eseguita  che  sia  la  mol- 
tiplicazione )  per  x^  y  x^  yX^  \  i  valori  ricavati  dalla  seconda  ^ 
avremo  un'  altra  equazione  di  questa  forma  y  =  nx^  h*  bx"^  h* 
CwT  -H  ^  >  ed  eliminando  a?,  avremo  per  jy  un'  equazione  del  ter- 
zo grado  della  forma  y"^  H*  Pjy*  H*  Qjy  h*  R  =  o,  la  quale  ci  dà 
di  più  le  condizioni  P>o,  Q>o,  R>o. 

Potrebbero  facilmente  '  continuarsi  queste  ricerche  per  le  e- 
quazioni  dei  gradi  superiori . 

Le  condizioni  adunque  per  il  secondo  grado  sono 

A^  — B>o 

Tom.  IL  X 


# 


V 


l62  M  A  T-E.MA.TLCA.    SU&LIM& 

Per  il  terzo  sono 


]St>o,.N>o. 


Per  il  quarto  sonoi 


I) 


A*  — B>o. 

M>o,  N>o 
>o,Q>o,.R 

c  così  di  seguito. 

Er  qui  riportiamo^  una  bellissima^  conseguenza:  di:  quanta  ab- 
biamo, detto,  sopra ,  la  quale  De  -  Gua;  ha:  dedotta/ da.  altri  pria- 
cip; . 

Se  neir  equazione  Fx  ==  o>  sostituiamo^  a  -^2;  in  luogo  di 
a: ,  si  ha  per  mezzo*  della  formula,  dello;  sviluppo,  della  funzio- 
ni in  serie», 

Fa-4^(j^  )-2.H*  (j^)-— H* H*a  =  o !..  purché  dopo 

le  differenziazioni  si  faccia,  x  =  a\  Facciamo  sparire  un  termi- 
ne qualunque  di  questa:  equazione  ,  quello,  cioè  nel:  quale  si  tro- 

va  la  potenza  z  detecminaudO'  a  per  mezzo<  «dell''  eqnazioae- 
(  ^  )  =  o  >  ovvero  F  *  (  ^  )=  ^'  Ora  noi!  abbiamo/  veduto,  che 
se  tutte  le  radici  dell*  eqnazione  Fa?.  =  o  sono»  reali  >,  i  valori,  di 
F  *  ~"     «  ed  F  *        X.  sono,  necessariameqte  di.  segno  contra- 

(  Hi) 

rio  per  tntti  i  valori  di  x  che  risultaua dall'equazione  F  a?.  =  o j. 
dunque  anche  i  valori  di  F  '*       a,  F  *     ^   a  saranno/  di  segoni; 

contrari  per  tutti  i  valori  di  a  dati  da.  F      £r=ro*.. 

D'  onde  segue  che  se  facciami  svanire  un  termine  qualun- 
que della  trasformata  in  js ,  i  due  termini  vicini  avranno  neces* 
sariamente  segni  centrar; ,  se  la  proposta:  ha.  tutte  le  sue  radici 
reali  ;  per  conseguenza  ella  avrà  delle-  radici  immagihrtrie ,  se  i 
termini  vicini  a  quello  che  sparisce ,  hanno»  gK  stessi»  segni . 

,9  Questo  eccellente  pezzo  d' Analisi  per  V  applicazione  del 
»  Calcolo  Differenziale  alle  equazioni, -è  del  Geometra  La- Grange, 
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^,  e  forma  la  Nota  Vili,  della  sua  Teorìa  sopra  la  risoluzione 
-,,  delle  equazioni  numeriche  ,, . 

;§.  68.  Quando  mon  si  possono  avere  le  radici  «sattc  di  unn. 
-equazione ,  "1  unico  ^compenso  è  quello  di  cercarle  approssimata- 
mente, e  per  tale  approssimazione  'di  una  .^grandissima  risorsa  so* 
no  le  serie  ;  per  questo  noi  ci  occuperemo  ora  della  soluzione 
di  un  iProblema,  'dal  quale  dipende  la  «cerca 'delle  radici  deire- 
quazioni  espresse  per  sei'ie. 

'Nel  Tomo  IV.  della  Società  Italiana,  il  Goemetra  Profes* 
sore  Pietro  Paoli  si  propone  e  dà  una  completa  soluzione  di  que- 
sto Problema  „  Dato  un  numero  qualunque  d' equazioni  a  ==  ò^ 
„  z'  =  0,  x"  =2  o  ec,  tra  le  variabili  x  ^y  ^t  yU  ec,  esprime- 
I,  re  una  funzione  qualunque  p  delle  medesime  variabili  per  tan- 
„  te  di  esse,,  -tprantoè  il  loro  numero  diminuito  del  numero  dell'  e- 
„  quaziioni  :2  =x) ,  z'  =  o ,  2  '  =  o  ec.  ,> 

I^on  potendo, ^r  la  natura  di  questo  Trattato^  uver  qui  luo- 
go la  soluzione  generale  di  tal  Problema ,  noi  ci  limiteremo  a 
risolverlo  nel  caso  ^be  sia  data  una  sola  equaziotre  2  =  0  tra 
le  due  variabili  .x  ,;y ,  e  -si  cerchi  di  esprimere  una  funzione  qua- 
lunque F  delle  medesime  variabili  per  j^  senza  a? . 

Prendiamo  x  ^h  x — x'  in  luogo  di /a;,  e  supponiamo  che 
sia  z  il*  valore  di  z  quando  x  si  cangia  in  »,  avremo  allora 
per  il  Teorema  di  Tajlor  (  y  in  questa  operazione  resta  costante  ) 

Per  deteinnìoare  la  quantità  «• —  «?'  mediante  quest*  equa- 
zione,  facciamo 


e  sostitnendo  «questo  -valore  >  avremo 


V 


i6à  matematica   sublime 


ce: 


Faragonandò  1  termiai  affetti  dalle  medésime  potenze  di  sf  r.'Z* 
vremo 


r  L 1  • .  •  joL^ 


« 


da'- 


■tlx' 
(a)...B  =  —        ^         r 


2AB   fd^s_^M   fdy£ 
dx<*'      3.3    *•</*' 


(4>...D= -^7- ^ 


(^^) 


ifjV 


ce. 


cf  A  %  a  ^  ''* 


K  equazione  (i)  ci  dà  -1(^)  =  -^^^,  ovvero 
SI  ricava 
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2K,Jk\     i  td*z\      A» /<i'«'\  A*  fd^t,\fd'z' 


^ 


e  perciò  C  =':i(g)  =  3— C^^^^)  .   Così  pure    V  equazione 
(3)  ci  darà 

T^^  (  — ) 


4  ^dx'^' a.s^dx''  '      2.3.4  W*'»'_,     4  ^</«'»'       4  ^ dx>* ^ ' 2.3^ dx'* ^ 


(  — )  (  — )' 


cioè 


ì-(^)=3.aC(^'5;)h-^(t^')h-^A'B.-L(^^)h-^A3x 


rfV  X      ,     A*Bir^»«'  ^      .       A*     rd^z' 


■D  =  ^i^,)=—^  /milArfA2i-v     g       j  troveremmo 


ji   A  / dO  \  _.        A rd<.Ad[AdiAdA)]')'l 

5^^^'^         a.3.4.sL  dx"^  y 

ec.  ec. 

Avremo  pertanto 

ti  ^J.v'^  2.3  ^     dx**     J  2.3.4 

/'drArf(A/Al_n     ,4^  __ A__  r^<AdCArf(A^A)l>1    ',y  ^  ec. 

\       «/*'»       /  2.3.4.5  U  </*'*  J 


»   •   •   n 


(— ) 
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essendo  A  =  — ^  ■  ' 

—  §.  69.  Determinati  così  i  coefficienti  A  >  B  ,  C  ec. ,  s*  avià 
X  —  x'  dato  per  una  serie  cbe  sarà  funz.ione  di  x'  0  dì  y  ^  e 
se  facciamo  ;x'  =^J^  essendo  f  una  funzione  qualunque  di  j^  ^ 
avremo  ix  —  ix'  dato  per  una  funzione  soltanto  di  y\  e  sicco- 
me iz^^z  sono  funzioni  simili  di  a?  e  di  x  .^  potremo  usare  z 
ed  X  in  luogo  di  z  e  di  :x  \  purché  ad  operazioni  eseguite  >  si 
ponga  da  per  tutto  X  =/.•  .avremo  .adunque  ,con  .questa  coiidi- 
zione 


A 


t 


{'-D 


.1   A  faK\     .    „%     A     ^J{AM)\     ,      -^      A 


/rf[Arf(A«/A)]\         ^^ 

facendo  .dopo  le  .différenzìazloni  x  =/*• 

Indichiamo  ora  per  F  quella  funzione  di  1»  e  di  j^  che  ci 
proponiamo  .di  éviluppare  in  una  serie  data  per  y  soltanto ,  eli- 
minando la  X  in  virtù  dell' equazione  z=zol  Se  poniamo  a?'H- 
X  —  x'  invece  di  ;x;>  avremo  j)er  il  Teorema  di  Tajlor 


facendo  nel  «econdo  membro  in  F,  ij-)'»ij^*)^^">'^^f'  So- 

stituiamo  ,ora  in  questa  formula  il  valore  di  a?^ — .x"  tdato  dairc- 
quazione  z  =0 ,  £  che  abbiamo ^ui  sopra  Jtrovato-^  ,ed  avremo 

F=F-^.AIS]-^;.'{f(^)I£]-^?,[S]>-^-«'{^x 
(<(i;'Ai)i-]^^(^)[i^]H.fl[S]>H-.'{4-x.. 

,rf(Arf(AdA)KrdF,     .    A»  <^(AdA)Nrrf^T^.     A^/rfA\lr^1^ 
A  VA  X  r  i/'P -I     .       A^  r  rf^F -i  \      .     _- 
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cioè; 

A</F\V  ,.,  ....  rrfp 


'-ite-'         a.  V    rf*     /       a.3  V  </»•  / 


.3-4A  dx)  J 


facenda  nel  secondo*  membra  dopa  le  diiFerenziazioni  x  =^=3 
Jìunz>  y.. 

Ma  si  pnò>  giungere  ai  medésimi  risultati  per  uà  altro  me- 
todo infìnkamente  più  semplice  di  quello  seguito,  dal  sopra  lo^ 
data  Autore  :  infatti  riprendiamo'  Inequazione- 

«  —  ^  =  Az'  H-  Bz'*  H-Cs^'  ^  Dz:*^  ec.  ;  questa,  differenzia- 
ta, rapporto,  ad.  x'  diviene; 

(S)}-<-^''{(£)-^4D(^:)>H.eo. 

che  CI  dà.  immediatamente,  queste  equazioni 

dalli  canate  si  ricava 

—       ^  — ì'  "* 


2 


Q  ydx> ^' A  Y*^(AcfA)v 
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(  — ) 

4(^!-)    «•3-4V    ^*"    ;* 


come  sopra 

Per  avere  ora  la  serie  che  ci  dia  il  valore  di  ¥x,  osser- 
viamo che  essendo 


a:  =  a?'  H-  Aa'  h-  Bs'*  •j-  Cjs''  -i-  D«"*  -j-  ec- 

Se  facciamo 

Vx  =  a  ^  bz*  ^  cz'*  -^  cz'*  H-  ec. ,  sarà  u  =  Fx\  e  perciò 


Differenziamo  (juest*  ultima  equazione  rapporto  ad  a?' ,  ed 
avremo 

la  quale  subito  ci  dà 
(-) 


(È)  W^(A.tA(g,)l) 

-;—  =  —/ T-r^^^ —  I;  ec. 


e  quindi  per  F  la  stessa  serie  che  abbiamo  trovata  sopra. 

§.  70.  Poniamo  Y  equazione  z  =  o  sotto  questa  forma  x  — 
/  —  ^  rr^  o ,  essendo  ./  quella  funzione  di  y  cbe  sopra  sostitui 
vamo  in  lujgo  di  a;  dopo  le  differenziazioni ,  e  9  una  funzio- 
ne qualunque  di  x  e  dì  y  :  avremo  allora 
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(^)  =  i— (^),  ed  A=i -I— -,  ovvero 


^W«''  ^</«''  ^rf»' 


e  quindi 


T(^)=T(^)-^T(i^)(S)-^f(f:)(.^tK.")-<-«^ 


\ 

is 


(f)(0)-»'|(SnS)H*^- 


— -l-(£l«>)(é!f)H.ec. 


f  (.^)  (1^^) -*•-■ 


J(A(fIAJ(A[3f])I)      ^ 

/  2.3.4''^** 

Sostituendo  questi  valori   in  quello  di  F  ,  ed  osservando 
che  z  -=  —  (f>  quando  x  =J\  avremo 


a^i*»-'  ^^  a^i/*»-'  ^dx>^^     i"**  v'Si/   ^itr»Aji^ 


» 

a      V  rfx»  M  </,»  ; 


Tom.  IL 


a. 3. 4.    ^<<**' 


x'^à-  M  A  t£  M  A  TICA    SVjrX11»6 

la  qual  fornitila  si.  riduce  alla  seguente 


X 


-  ♦         .  •         • 

:  ijnale  dobbiaiiio  fitte  dopo  ìò\  diffbrfetlzìazìbfli  or  ^^^jf . 
Se  p  ed  F  sono  funzioni  solamente  di  a? ,  e  póniamo  ^Z" 
H  modd^  chìe  t^  equazione  sia  'x  =jf  h*  <&^  r  avremo 


rfpT  *^r.    .*riF 


.«  «  r, -.  ^.t£]..(li2:,f^)..^X^^)^ 


ec. 


2.3-4^  cT/  ^ 

La  qual-  formula  è  stata  data  la  prima  volta  dal  CeTebr©' 
La -Grange  nelle  Memorie  dell'  Accademia  di  Berlino  del  1768,, 
ed  in  seguito  nella  saa  Teorìa 'delle  f'ùnzioni  Analitiche  p.  1^4 'r 
e  nella  Nota  XL  della  Risoluzione  delle  Equazioni  Numeriche. 

Gérchraùio  adesso  il  valore  (fi  oc  datò  dall'  Equazione  Alge- 
braica  del  grado  m. 

a?    •^  oa;     *  H-  6*        H*  •  •.  •  •  •  •  ^.poe  h*  a=  o  ,  ed  avre- 
mo  primieramente 

t     '  P 

oi'a'  facendo  J'xrt^rc,  ?ra;  =  —  '^Ù±j^^u.±±'!!!21±Jl1  y, 

s'  avrà  per  il  valore  delta  cefoata  radice 

^^> H- ^  W H.  (C|l-).i  H- (^). 5I5 -f  ea 

pnrchè  si  faccia  jf=  —  ^  dopo  le  differenziazioni-. 

Sia  ora  i»  =  2 ,  cioè  abbiasi  V  equazione  op*  -h  «a?  •+•  6  =  o  r 
ed  avreàio  a?-t-  —  -♦•  —  =  0,  e  quindi  <py  ='  —  — :  dunque  a  = 
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ttl 


1 

2 


^ 
«♦ 


«C. 


»•-  A* 


l'or  avere  1'  altra  radice^  43iamo  alla  equazìoiae  prQpp^ta 

4 

forma  a?H-a-i-  —  =  o^*dixi  qi*esto  <aso  sarà  f jf  s=  — 


.« 


il  9  e  perciò 

«  questa  sarà  la^ecooda  radice  deir equazione  del  secondo  grado. 
Si  vede  di  qui  come  potratino  trovarsi  tatte  le  m  radici 

dell*  equazione  «    *4*^ax   ""    -4. •^-pscH*^  ==  o. 

Chi  brama  vedere  una  più  estesa  applicazione  del  Calcolo 
Differenziale  all'  Equazioni  Algebraiohe,  legga  le  Note  IX ,  X  ^ 
XI ,  della  citata  Opera  -sopra  la  Risoluzione  deir  Equazioni  Nu- 
ineriche,  ed  il  Calcalo  Differenziale  dd  5ig.  Euler  ni  Capito- 
Si  XII  e  XUI, 


\ 


i7a 


^B 


CALCOLÒ  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE- 

C       A        P.  V. 


Della  Trasformazione 
delle  Equazioni  Differenziali 


§.  7**  ^%^  *ra  X  ed  j/  si  ha  un*^ equazione  qualunque  F(jc, 
\Zj  ^  )  =  o  ,  è  noto  che  possiamo  sempre  trasfor- 
marla in  un*  altra  fra  due  nuove  variabili  f  ed  i^ ,  la  quale  ten- 
ga il  suo  luogo .  Supponendo  infatti  ad  arbitrio  a?  =  ^  (  r/  ,  f  ) , 
j  =  y(ii  ,  f  ),  ovvero  ar  =  ^,  j^  =  Y,  e  rappresentando  per  p 
e  per  y  due  funzioni  di  w  e  *,  s'avrà  E(^  ,' Y)  =  o,  che  sarà 
un'equazione  fra  le  variabili  u  e  t. 

Ora  può  dimandarsi,  se  dafa  un'  equazione  differenziale  tra 
due  variabili  a?  ed  jy  ,  potrà  egualmente  trasformarsi  questa  in 
un'  altra  equazione  differenziale  tra  due  nuove  variabili  u  t  t  ^ 
e  come  ciò  potrà  conseguirsi . 

Per  rispondere  a  questa  questione ,  premettiamo  che  se  si  ha 
un*  equazione  F(a;,j/)=o  tra.  due  variabili  x^y-^h  in  nostro 
arbitrio  considerare  la  y  funzione  di  x ,  ovvero  la  x  funzione 
deir  y  ;  ma  allorché  dobbiamo  prenderne  i  differenziali ,  conviene 
stabilire  quale  delle  due  si  considera  funzione  dell'  altra ,  per  sa- 
pere rapporto  a  qual  variabile  dobbiamo  differenziare .  Se  poi  è 
data  un'  equazione  differenziale ,  allora  'non  è  piiì  nulla  al  nostro 
arbitrio  ,  e  1'  equazione  differenziale  dice  da  se  medesima  quale 
è  la  variabile \ rapporto  a  cui  sono  presi  i  differenziali,  ovvero 
quale  delle  variabili  è  considerata  funzione  dell'  altra . 

Infatti  se  essa  contiene  (  ^  )  »  f  ~  )  ec. ,  allora  le  differen- 

^  dx^     ^  dx*  ' 
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ziili  sono  prese  rapporto  ad  a? ,  ed  y  è  considerata  funzione  del- 
la  a:  :  se  essa  contiene  (  ^  )  >  (  ^—^  ec.  »  le  difFerenaiali  sono  al- 

dy  dy 

lora  prese  rapporto  ad  yi  ovvero  a?  vi  è  considerata  funzione 
di  y  :  non  possono  però  mai  sussistere  equazioni  che  nello  stes- 

so  tempo  contengano  (^)  >  (^)  >  (0)  »  (^)  ®^»  poiché  la  sup- 
posizione per  ottenere  le  difFef-enziàli  della  y  rapporto  ad  x ,  non 
è  compatibile  nello  stesso  tempo  con  quella  che  porterebbe  le  dif-    • 
ferenziali  della  a?  rapporto  za  y . 

« 

Ciò  premesso,  sia  data  un'equazione  tra  a?  edy  e  (^),  e 

si  voglia  trasformare  in  un*  altra  tra  due  variabili  «  e  ^ ,  ed  il 
differenziale  di  una  di  queste  variabili  rapporto  all'  altra .  Sup- 
poniamo a?  =  ^(a»^)  =  f»j'  =  ^(")*)  =  ^>  e  Consideria- 
mo u  come  funzione  di  f ,  di  modo  che  l' equazione  trasforma- 
ta debba  essere  tra  a,f  e  C^)-  Ora  essendo  u  funzione  dì  ty 

sarà  necessariamente  x  fmizione  di  f,  ed  j^  parimente  funzione 
di  ^^  poiché  ambedue  sono  funzioni  di  z^  e  di  f,  e  di  più  jy 
era  funzione  di  y  ;  dunque  difFerenzìando ,  come  abbiamo  inse- 
gnato sopra  (  §  1  o.  )  >  avremo 

(^)  =  (^)(^)>  e  perciò  in  questa  supposizione 
(^)  =  (^)  ;  (^)i  ma  da  un  altro  lato 


rf> 


(f)-(7,)(j-!) 


Se  adesso  sostituiamo  nella  proposta  p^u^t)  iuvece  di  x^ 
T(a>t)  invece  ài  y  y  ed  il  ritrovato  valore  per  {—)%  avremo 

nn*^ equazione  trasformata  in  u^t  t  (  —  ) >  la  quale  teri*à  il  luo- 
go della  proposta . 


1 
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» 

Così  avendo  1*  «quazioae  (^  )  =  F  (  « ,  ^  )  comincicrcmo  dal 
trasformarla  ÌQ  (  ^  )'  :  C^  )  =  F  (  a; ,  jr  ) ,  e  qmndi  invece  di  ^ ,  ^ , 


i%)'*i^)  ^i   so8titaÌEemo  i  loro   valori,  dati   dall'equazioni 
j^  =  -y ,  x==<pi  e  dai  loro  difFerenziali . 

Per  farne  un  esempio»  sia  data  T equazione 


e  poniamo  «  «=  k  -f-  f ,  j>  a=  «^ j  avremo  allóra  (  — )  =  (*$)H-  i « 
(~)=».M--^^(~),  e  quindi  sbstitucndo  in  «'-j-a^C— )i(— )=o 
le  nuove  variahili*  s'-avrà  (  «  •^  if  )*  H-  aut  £«  -f»  *  (-^  )1^  :  {i  •+• 
(^^)}  =  o,  ovvero  («  H-  *)'-i-  {u  ^t)' (^^)^au't 
«ztf*(~).  =  0^  ovvero  ( « -+•  ^ )* -f- aw't -t- { (  a -t- f  )* -+. 

ata"^  (^)  =  0.,  equazione  'die  tiene  luogo  dell'altra  in  a?  ed  y. 

Sia  r  eqnazione  da  trasformarsi  del  secondo  -ordine ,  con- 
tenga cioè  ancora  (  j2^  );  se  facciamo  (^)  =^  2,  avremo  (^.  )  = 
(  f^  )  i  ora  nel  caso  della  trasfomiazione  %  cioè  considerando  s 
come  unzione  di  a?  >  'Cd  zv  come  fuaziòQe  di  /  9  sì  ha 

(£)=($)-(S)'  «  p*-^""  (0)=(é)'(z)'  »»  "  9™=«» 

Stesso  caso  (£)  =  ($J  ••  (^)  =  ^*  dunque 


(g)=C'-^^^Ì^).-(S) 
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ed  eseguendo  la  diiFerenziazioae,  s*  avrà 


djf\    »   «^«    /rf*- 


Sostituendo  allora  nella  preposta  per  (^)  e  per  (12)  fe 
ritrovate  espressioni ,  essa  conterrà  «>^,  (^)  ,  C^)>  (Sr)»(^J» 

•  •  • 

e  per  ciò  ponendovi  in  seguito  per  «>jr>  (j^)  ec.,  i  valori  dati 
da  «  =  ^  ( M ,  f  ) >  J'  =  T (m  ,  it)  ,  e  dai  differenziali  di  queste  , 

s' avrà  un*  eqnazicwie  trasformata  in  M»f,  (?)>(5i)»  ^He  terra 
il  luogo  della  proposta. 

Sia  r  equazione  da  trasformarsi  del  terzo  ordine,  coittenga 

•eìoè  ancora  (07;  facciamo  (0)  =  2,  e  sarà  (^)  =  (-)j 
Sta  caso  ai  ha 


N. 


"{(?.)=(  k)>--{s) 


^)-(fr 


ove  non  altro  si  deve  fare  che.  eseguire  le  differenziazioni  per 
avere  (g)  espresso  in  (0) ,  {^^)  ,  (^)  ec,,  .e  s'avrà 

(.^ì    .     jrf^U^Ì         af*lYff?VY'         rèYf^> 

Lo  stesso  metodo  ci  insegna  come  trasformare  1'  ec^zioni 
degli  ordini  snperiori. 


*• 
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§.  72.  Risalta  dunque  da  ciò  che  si  è  detto  al  §.  antece- 
dente che  considerando  in  una  equazione  »  ed  ^ ,  funzioni  di 
un*  altra  variabile  t ,  dovremo  in  essa  fare  le  seguenti  sostitu- 
zioni 


r 

ec  ec. 

Se  ora  un'  eqeazione  diflerenzìale  nella  quale  è  considei'a- 
to  y  funzione  di  a: ,  si  vorrà  trasformarla  in  un'  altra ,  nella  qua- 
le sia  viceversa  os  funzione,  di  y-^  allora  supponendo  che  f ,  rap- 
porto a  cui  si  hanno  i  differenziali  nelle  formule  superiori ,  di- 
venga la  stessa  y  >  sostituendo  y  per  t  in  qutelle  formule  9   ed 

* 

osservando  di  piii  che  la  differenziale  {^)  è  in  questo  caso  Tu- 
nità  y  avremo  da  sostituire 

^••(è')P«^(£)'^-'('^)  =  C7>''P^'X0)/e  cosi  di  se- 
guito . 

Così  neir  equazione  P-i-Q(j^)  =  o,j^  è  considerato  co- 
me funzione  di  ar ,  e  le  differenziali  sono  fatte  rapporto  ad  x  : 
vi  si  ponga  i  :(J^)  invece  di  (j')»e  s'avrà P(j^)*4-Q  =  o, 

equazione  trasformata  che  tiene  il  luogo  della  proposta ,  e  vi  è 
considerato  x'  come  funzione  ài  j^ ,  o  la  diflferenziàzioue  vi  è 
fatta  rapporto  alla  variabile  y . 

L'  equazione  del  secondo  ordine 
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cella  quale  y  è  considerato  come  funzione  di  a? ,  si   trasforma 
(ponendo  .:(|)  per  (g),  e  -^  (p-if,)'  per  (g))  in 

ove  i  differenziali  sono  presi  rapporto  ad  j^,,  oyrejo  .x  h  consi- 
jderato  come  funzione  di  ji' . 
^Facciamo  qualche  esempio  « 

Abbiasi  V  equazione y  ij^)^  oc(f{)  =^  apy 

e  si  voglia  trasformare  in  un'  altra  nella  quale  i  dii&renziali  sia->^ 
no  presi  rapporto  ad  jf . 

Fatte  le  opportune  sostituzioni  >  la  nostrxi  equazione  diverrai 

<jve  è  considerato  x  funzione  dell'  y . 

La  stessa  equazione  y  {%)  ^  x {~^)  =  ocy  vogliasi  trasfor- 

mare  in  un'altra  tra  le  variabili  u,tì  e(^)>(^)  essendo  ^=^ 
U'+'ti  x^=ut .  S*  avrà  priaùeramente 

^{(S)^(è')}-*-*{('^)^(5)-(Ì)(it):(S)'>  =  »^- 
»(^)-^^(^);  dunque  sostituendo,  avremo 


(u^t)  -— ^ h  ut 


■"(^•)_„j.  (^f) 


•-^•(S)       \{'-*'i.%)t 


t-(g)] 

[ 


7b7«.  //.  .  Z 
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ovvero  ridncendo» 


equazione  del  secondo  ordina. fra.  le,  du©  naove  variabili  Uytf, 
ed  i  lora  differenziali . 

§.  73.  R  iguardando»  jT'  come  funzione  di  x^  se  a?  aumentet 
di  una  quantità  indeterminata  co  ^  una  equazione:  p{x  yy)  =  o 
tra  a;  ed  ^  )  ci  dà  Y  equazione,  differenziala  del  primo^  ordina 

Ph-  Q  (^)  ==  o>  fr  se  X  è  la:  variabile-  che  noi  rignardiamo  co- 

me  funzione  di  y ,  ovvero  y  è  la  variabile*  che  aumenta*  della 
quantità  uv  per  darci  Y  equazione  differenziale  >.  allora,  dair equa- 
zione (p(^x  yy)-=^o  otteniamo 

V^(^  —  )^Q=zo.  Ma  se  neir  equazione-  ^=0  non:  è  già  la  x 

o  la  y  che  aumenti  di  w ,  ma  è  una  data  funzione  F(Xyy) 
delle  variabili  a? ,  j^  la  quale  aumenta,  di  w  ,  quale  sarà  allora 
r  equazione  differenziale  ? 

Jj^acciamo.  F(i)c  ,j/)  =  f  r  ed  eliminando  a;  ovvero  y  ,  per 
mezzo  delle  due  equazioni  ^=  o  ,  F=  o,  s'  avrà  un'  equazio- 
ne fra  y  e  t  y  ovvero  fra  x  t  t  y  della  quale  sarà,  facile-  pren- 
dere la  diticrenziale  rapporto  a  t .  Data  però  Y  equazione  diffe- 
renziale P^Q(^)  =  o^  come  potrà  trasformarsi  in  un'  altra: 

che  abbia'  i  ditferenziali'  rapporto  a  t  ? 

Essendo  t  una  fhnzione  di  a:  e  di  ^,  ed  y  nna  funzione 
di  Xr  saranno  in  conseguenza:  le  variabili  x  ed  y  funzioni  di  t;. 


dunque  T equazione  Ph-  Q(^)  =  o»  si  trasformerà.  (  §.  71  )  in 
(■)  ••••P(S)H-Q(|)=o. 


^x 


Ora  eliminando  da  questa  eqtrazìone  x  e  {  y}  per  mezzo) 


dt 


di  F{xyy)=zty  e  della  di  lei  differenziale 
(2.)....(^)(^)H-(^)($')  =0,   avremo   un'equazione-  dì 
questa  forma 
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Rh-S(7^)==o»  *  questa  sarà  la  ricercata  equaziono  dif- 
ferenziale .Mfoi  avremmo  potuto  «gualmente  tcftvare  un'equazione 

tra  «,*,  e  (g)  eliminando  y  e  (Jj) . 

Nella  stessji  maniera  se  fosse  data  nn'  equazione  differenzra- 

le  dì  qualunque  .ordine  .in  .a?,j',  (£)>.(^^)  ^^">  ®  ^i  volesse 

tràsfoirmare  in  un'altra  nella  quale  i  differenziali  fossero  presi 
irapporto  a  / ,  .essendo  /  =  F  (  a? ,  ^  ) ,  si  cominciereblìe  dal  li* 

durre  1*  .equazione  proposta  a  contenere  soltanto  a? ,  j^ ,  (  ^  ) ,  (  ^  ) , 

^^ )  ec,  e  quindi  s'eliminerebbe  .^,  (^) ,  (^) .ec,  per  mezzo 
dell'  .equazione  ;f  =  F  (  a? ,  j^  )  >  e  delle  sue  differeaziali  rapporto 
a  ti  £d  in  guesta  guisa  s' ptterrebbjB .una  .trasformata  in j^ ,  ( ^ ) j 

Se  poi  invece  di  essere  data  frax^y^  et  reqnazion» 
'^{Xyy)=^t\  fosse  data  un'  equazione  .diiFereaziale  del  primp 
ordine 

questa  terrebbe  luogo  dell'equazione  (fi).  JSi  potrebbe  per  mez- 
zo  di  ,essa  .eliminare  dall'equazione  (i)  la  differenziale  (j)> 
ma  resterebbero  sempre  le  due  variabili  ,x  ed  y  y  e  V  equazio- 
ne,  cui  condurrebbe  ^uest'  eliminazione,  P'h-  Q'(^)  =  o  jcon- 

.terrebbe  x^y,  e  ij-)y  essendo  le  variabili  .x  ed  y  considerate 

come  funzioni  di  t .  Per  eliminare  anche  x  ^  converrebbe  avere 
Y  equazione ,  dalla  quale  dipende  la  data  y  =  J[ . 

5e  r. equazione  da  trasfor;» arsi  fosse  di  un  ordine  più  elo 
vate  del  primo,  allora  preodeudo  le  differenziali  dell' .equazio^ 
ne  Y.  ==  I  >  s'  avrebbero  Je  .equazioni  necessaria  per  eliminare 
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(^))(5j)  eeo  e  si  troverebbe  una  trasformata  io  dc,y,(*:), 

§•  74-  Rendiamo  più  chiara  questa  Teorìa  per  mezzo  d'  al- 
cuni esempi . 

Sia  r  equazione  *H-j(^)==:o>  e  proponiamoci  di  tras- 


dx 

formarla  in  un'  altra  che  abbia  i  differenziali  rapporto  a  f  «  es» 
sendo  xy  =^t . 

S'  avrà  primierameme  (^  70  ) 


^^\  ^  ^»(^y 


^(•^)H-J'(^)  =or  ora  difFercnzianda  xy=:ty  sarà 
a?(^)H-j^(^)=  I»  dunqoe  sostftuenda  «  =  Ì-; 

(  s) =<'- 7(5)}  ••y  »"«"«> 

^{«-7(g)}H-?(*)  =  o,  ovvero 

4h-(^  —  ^)(?)  =  o,  la  qrtale  sarà  la  trasformata  che  si 

voleva .  , 

Data  la  stessa  equazione  ìch-^(^)  =  o,  si  voglia  trafor- 

mare  in  un'  altra  con  i  differenziali  rapporto  a  t ,  essendo  data 
fra  A? ,  j^  e  f   ijnest'  eqaazione  y{~)z=z  i . 

Essendo  x^ty  funzione  di  ti  avremo  primieramente 
jc(^)  H-^(— )  =  0,  nella  quale  facendo  (^)  =  J- ,  si  troverà 
la  trasformata  richiesta  —^y(^\z=LO.  Per  eliminare  or  con- 

y        ^  ^dt^ 

verrebbe  avere  V  equazione  >  dalla  quale ,  per  mezzo  della  dif- 
ferenziazione dipende^  (~)  = 

Sia  ora  V  equazione  x  •+  (^)*  ^y{j^)  =  o,  e  fra  x.^y^t 


f 
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si  Abbia  (^)*  -I-  (^)*  =  i  ;  avremo  primieramente 


a:  H- — ^^^— H- > -— y —^ — —  =  o, 

e  quindi  ponendovi  per  (g),  V(  i  —  (%)')  >  «  per  (^) ,  -^ 

(g)(0).v(i-(gr).  silvia 
^(Sr(gvv(i-(Sr)=o, 

la  quale  equazione  contiene  i  differenziali  rapporto  a  t. 

§.  75.  Le  formule  differenziali  le  quali  contengono  (— )> 

(j4)  ec  5  si  possono  egualmente  che  T equazioni,  trasformare  in 

altre  ove  si  trovino,  i  differenziali  di  x  e  à^ y  rapporto  ad  u- 
na  nuova  variabile  t  ;  per  questo  tasterà  sostituire  in  esso  le 

espressioni  di  (^) ,  (£?)  ec,  trovate  per  tale  oggetto  al  §  71. 
Ridotta  così  una  formula  a  contenere  le  differenziali  (— )> 

^5J*  ^  ^^**  ^/^  ^  ^7^)  ^^'  '  potranno  da  essa  eliminarsi  i  differen- 
ziali rapporto  ad  una  variabile  a? ,  ovvero  jr,  per  mezzo  dell'e- 
quazione che  stabilisce  la  relazione  tra  x^y  e  la  nuova  varia- 
bile ,  e  delle  di  lei  equazioni  differenziali . 

Quando  per  stabilire  la  suddetta  relazione  è  data  un'equa- 
zione differenziale  (  §  antecedente  ). 

"^i^^y^iT)^  (t^))=  *  >  ovvero  T=  i,  allora  essendo  (^)  = 
o ,  (  1^  \  =  o  ec. ,  snoie  anche  dirsi  che  la  trasformazione  è  fat- 
ta  o  deve  farsi  nella  supposizione  che  Y(a;,j^,(^),(^))  sia 


I 


r 

» 

1 

( 

I 

j 
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Tina  quantità  costante,  o.che  abbia  i  difFei!enziali  nulli;  cosi 
neir  ultimo  caso  del  §.  antecedente ,  la  trasfonnazione  di  a;  h> 

{y-)*H-^(^,)  =  o  (  equazione  in  cui  dx  è  supposto  costante  ) 


si  dice  cbe  deve  farsi  nella  supposizione  cbe  3ia  costante  (  —  )*  H- 
(*)•,  ovvero  V((g)'-f.(g)'). 

Egnalmente.  se  un'  equazione  nella  quale  le  differenziali  so- 
no prese  relativamente  ad  a?,  vuole  trasformarsi  in  nn' altra  nel- 
la quale  le  differenziali  siano  relative  ad  y ,  suole  dirsi  ,,  che 
^,  queir  equazione  nella  quale  è  costantQ  dx  ^  deve  trasformarsi 
5,  in  un'  altra  nella  quale  è  costante  dy  ^^, 

Infatti  trasfor^iata  queir  equazione  in  (^),(*!),(^)ec., 
vi  faremo  y  =  ty  ed  in  conseguetiza  (^)  =  i ,  (^)  =  p  ea  > 

per  il  che  la  trasformata  non  conterrà  che  (  ^  ) ,  (  ^  )  ec. 

Proponiamo .  per  esémpio  ili  trasformare  la  formula 
(^):V(i-^(^)*)  in  un'altra  pella  quale  i  diiFerenziali  sia- 
no presi  rapporto  a  f,  essendo  v'((j^)*'H-(— )*)=i-  Ponen^ 
do  in  questa  formula  (g)  ;  (^;)  per  (^^),  avremo  {±):^[{^J^ 

« 

(t^)*)»  espressione  che  si  riduce  a  (^)  per  essere  y((^)*  -^ 

Noi  non  ci  estendiamo  di  più  sopra  queste  trasforraagioni^ 
poiché  quanto  abbiamo  detto  ne  contiene  X  intiera  Teoria  >  e  ci 
rìserbiamo  a  darne  ulteriore  spiegazione  ^  allorché  pi  verrà  il  ibi^ 
sogno  di  farne  uso . 


— 1 
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Prime  Applicazioni  del  Calcolo  Differenziale 
alla  Geometria  ed  alla  Meccanica  ^ 


§•  76.  1^1  Oì  avevamo^  determinato  di  dar  con  tutta  la 
JL^  possibile  estensione  le  applicazioni  alla  Geo- 
metria ed  alla  Meccanica  nel  fine  del  Calcolo  Integrale  ;  ma 
siccome ,  seguendo  un  tal  metodo  ^  non  avremmo  potuto  tramez- 
zare le  sterili  Teorìe  deir  integrazioni ,  con  Problemi  interes- 
santi e  celebri  per  avere  esercitati  i  primi  inventori  dei  Cal- 
coli Differenziale  ed  Integrale }  così  abbiam  cangiato  consiglio , 
e  destinato  abbiamo  questo  Capitolo  ad  alcune  di  siffatte  a[)pli- 
eazioni  :  le  chiamiamo  prime  per  distinguerle  da  quelle  .più  su- 
blimi interessanti  ricerche  Geometriche  e  Meccaniche ,  delle  qua- 
li parleremo  nel  seguente-  Volume  ^ 

Prime  Jpj)licazioni  alla  Geometria . 

(Fig.  I  )  Si  abbiano  due  curve  qualunque  EF,ET'  riferi- 
te a  due  assi  ortogonali  AB, .AC.  Siano  le  coordinate  della  pri- 
ma curva  AP=  (o,.PM=:  T ,  fra  le  quali  si  abbia  V  equazio- 
ne T^=jfoo,  indicando  per \/w  una  qualunque  funzione  di  w: 
le  coordinate  della  seconda  curva  siana  AF=p9  P'M' ==  5 , 
fia  le  quali  abbiasi  la  relazione  y  =  Fp,  essendo  Fp  una  fun- 
zione di  p.  L*' equazione*  adunque  T=f^  rappresenta  la  cur- 
va EF,  e  r  equazione  g=Fp  la  curva  E'F' . 

Affi^nchè  le  due  curve  abbiano  un  punto  comune,  è  neces- 
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y.  sarìo  che  ad  una  certa  ascissa  cornane  corrisponda  nelle  dne  car- 
^2-  ^*  ve  una  stessa  ordinata  .  Sia  AN  =  x  quest'  ascissa  comune,  e  sia 
NH=j^  l'ordinata  che  vi  corrisponde:  converrà  per  resisten- 
za del  punto  comune  alle  due  curve ,  che  mentre  co  ascissa  della 
prima  curva  9  diviene  x ,  V  ordinata  t  divenga  y  r  e  quando  p 
ascissa  della  seconda  curvai  diviene  x  >  V  ordinata  q  divenga  pa- 
rimente y  ;  ovvero  che  1^  abbia  y  =zfx\y  =  Fjc,  d^onde  7à?  = 
Fa; .  Quest'  ultima  equazione  in  x ,  ci  darà  il  valore  dell  ascis- 
sa x  che  corrisponde  al  punto  comune  N  •  Se  la  risoluzione  di 
qaest'  ultima  equazione  ci  dà  per  x  un  valore  immaginario ,  le 
due  curve  non  possono  allora  segarsi . 

Abbiano  le  due  curve  un  punto  H  comune  >  sia  cioèya?  = 
Fa; ,  ed  esaminiamo  il  corgo  di  (jueste  curve  al  di  là  di  quel 
punto .    • 

Facciamo  nelle  due  equazioni  t  =:/co  ,  3  =  Fp ,  w  =  a;  •+• 

fl,  p  =  a;H-  6>  ed  avremo  T=jf(a;H-0>  ff  ==F(a;H-0-  *5a- 
rà  dunque  OQ=jr(a;H-0  l'ordinata  della  prima  curva  EP, 
e  OR  ==:  F(a;  H-  fl  )  T  ordinata  della  seconda  ET' ,  corrispon- 
denti ambedue  alla  stessa  ascissa  AO  =  x^ò^  Queste  due  or- 
dinate ,  le  quali  cadono  evidentemente  una  sopra  V  altra  9  sono 
distanti  dall'  ordinata  NH  =^y  della  quantità  NO  =  d . 

La  differenza  RQ  =  F  (  a;  -+  6  )  — f{  ^  H-  d  )  di  queste  due 
ordinate ,  sarà  la  distanza  dei  due  punti  R ,  Q  delle  curve ,  cor- 
rispondenti all'ascissa  AO^  misurata  questa  distanza  sopra  la  di- 

^      lezione  dell'  ordinata  . 

'  Sviluppando  in  serie  le  due  funzioni  l^{x^ò)^f{x^ 

6  )  per  mezzo  del  Teorema  di  Tajlor ,  avremo  (  rammentiamo 
che  FwT  =^ ,  e  quindi  Fa;  — fx  =  o  ) 

RQ  =  {(£)- (g)}^  H.  {(0)  >- (;ìO}^h.{(£!)^ 


^dx'Jj    2.2 


ec. 


Si  vede  primieramente  che  questa  distanza  RQ  sarà  tanto  mi- 
nore, e  per  .conseguenza  le  curve  tanto  più  si  avvicineranno, 
quanfo  maggiore  sarà  il  numero  dei  termini  che  svaniranno  al 
principio  di  questa  serici  se  dunque  oltre  essere  Fxz=fxi  fós- 

É 

se  ancora  (^)  ==(?)>  ^^  differenza  RQ  sarebbe  minore,  e  lo 
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dae  curve  s'avvicinerebbero  di  più,  che  se  questa  condizione 
non  avesse  luogo;  se  fosse  anche  (g)  =  (0), ravvicinamen- 
to crescerebbe  di  più ,  e  così  di  seguito . 

Ma  per  vedere  piìì  chiaramente  in  che  consistono  questi 
differenti  i^Kidi  di  ravvicinamento ,  noi  considereremo  una  -terza  ^ 
curva  E"F'  riferita  ai  medesimi  assi .  Siano  r  ed  5  le  coordi-      »"    ' 
nate  dì  questa  curva,  la  quale  sia  espressa  dall' equazione  5  = 
^r .   Supponiamo  che  anche  essa  passi  per  H  ;  quaudo  dunque 
r  =  x,  sarà  5  =  j/ ,  e  perciò  (px  =fx  =  Fa:. 

Sia  ora  RQ  =  D,  RR"=  A  >  ed  avremo 

sempre  che  D  sarà  minore  di  A  »  la  terza  curva  non  passerà 
fra  le .  due  prime  ;  e  se  pei*  qualunque  valore  di  •  ,  comunque 
$i  voglia  piccolo  o  grande,  sarà  sempre  D'<Ai  la  terza  cur- 
va E  P'  per  tutto  il  suo  corso  al  di  là  del  punto  N,  non  potrà 
mai  passare  tra  le  due  prime  xjurve  EF ,  E'F'. 

Acciocché  4a  terza  curva  potesse,  dopo  il  punto  comune, 
continuare  il  «uo  corso ,  almeno  per  un  certo  tratto ,  tra  le  altre 
due  curve  r  bisognerebbe  che  per  il  valore  di  d  corrispondente. 
a  quel  tratto ,  non  avesse  luogo  la  condizione  suddetta  ;  non  fos- 
se cioè  D<  A-  Finché  però  le  funzioni  sono  tali  che  sussiste 
questa  condizione,  la  terza  curva  non  passerà  fra  di  .esse. 

Sviluppiamo  le  funzioni  /(  a?  H-  4  ) ,  F  (  «;  -i-  6  )  >  ^  (  a^  -4-  ^  ) 
in  serie  per  mezzo  delle  formule  del  (  §.  36.  ) ,  prendeu^o  i  due 
soli  primi  termini  dello  sviluppo  non  trascurando  però  il  resto, 
ed  avremo  ^ 

/(«r  -^  0  )  =./v  H-  fl  (|)  H-  'ir  i^-^j) 

essendo  j  una  quantità  maggiore  di  zero  e  minore  di  •  ;  qne- 
sta  quaatità  J  potrà  essere  diversa  nei  tre  sviluppi  >  ma  dovrà 
essere  ^sempre  contenuta  tra  gli  stessi  limiti,  Sar»  dunque 

Tom.  IL  A  a 


V 
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A  =  F,  -  p«H- .  {(£)  _  (g) }  -^  f  {  F-(,  ^y)_ 

Ma  avendo  le  tre  curve  tìn  punfo  coiDniie  corrispondeot» 
air  ascissa  x  y  è  Fx  =fx  =  (f>x  ;  dunque 

Sappoaiàmo  frattanto  che   nelle  diie  prime   cnrve  si   abbis 
(  ^  )  =  *(  j  ) ,  ed  allora  s*  arra  per  D  quest*  espressione 

Ora  finché  neir  espressione  di  A  sussisterà  il  termine  mot- 
fiplicato  da  % ^  potremo  dare  a  d  un  così  piccolo  valore,  che  la 
quantità  A  divenga  maggiore  della  D  ^  astrazione  fatta  dai  se- 
gni :  infatti  se  rappresentiamo  per  P  la  quantità  che  è  moltipli- 
cata per  6*  neir  espressione  di  D  ,  e  per  Q  la  simil  quantità 
nell*  espressione  di  A  >  si  avrà  D*  <  A  >  quando 

£p<»{{f)-{g)}-ffQ,. ovvero  qaandò 


% 


(P--Q)<9  {(^>-(g))  ,  ovvero  quanda 


!!.(? — Q)<(— )  — C-)^  oJ"a  il  primo  termine  di  gnest'ulti* 

ma  rapportò  diminuendo  continuamente  col  diminuire  di  d ,  ne 
segue  che  potrà  prendersi  Ì  così  piccolo ,  che  non  solo  il  prinìo 
termine  di  quest'  ultimo  rapporto  eguagli  il  siBCondo ,  ma  ancora 
che  sia  miaore  di  lui,  per  il  che  azicora  D*  sarà  minore  di  Ar 
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e  tutti  i  valori  di  fl  minori  di  qoiesto,  goderanno  a  più  forte  ra- 
gione dèlia  stessa  proprietà  (  a  )  . 

Dunque  per  questo  valore  di  fl  e  dei  snoi  ininori\,  non  po- 
trà mai  -essere  la  differenza  A  n»i(iore  .della  D  «  cioè  non  potià 
mai  il  punto  R"  cadere  fra  i  punti  R  i  Q  »  non  potrà  perciò  la 
terza  curva  continuare  il  suo  tratto  fra  le  due  prime  curve  al 
di  là  del  punto  comune .,  o  passare,  per  mezzo  ad  esse ,  se  la 

quantità  (— )  —  (— )  ^oa  si  annulla.,  ovvero  se  non  è  (^)  = 

j(i?).;  jb  se  quest*  ultima  .equazione  è  vera ,  allora  non  ha  luogo 

la  conclnsione  precedente . 

§.  77.  Supponiamo  che  il  ravvicinamento  delle  due  prime 
cjorv^e  sia,  tale  che  si  atbia  nel  punto  comune  aUc  due  curve  non 

solo  Fx  =^fx ,  (|  )  =  (%) ,  ma  ancora  (0)  =  <^) , 

«Sviluppiamo  in  serie  le  ordinate  corrispondenti  all'  ascissa 
x^  6  i  e  fermiamoci  al  terzo  termine  tenendo  conto  del  resto: 
nvremo 

F(»-t.«)=F»-f«(S)-*-|(0)H-f3r'(«M-y) 

or.  r»  =>= p«,  {£)  =  (^) .  (^)  =  (gì  ;  dunque 


(a)  Faccio  osservare  la  differenza  che  pas^  tra  Taamento  6  indeter^ 
minato,  ed  il  dx  infinitesimo.  Questo  debbo  esser  minore  di  ogni  quanti- 
tà assegnabile ,  di  modo  che  non  puossi  concepire  nna  grandezza  più  pic^ 
cola  di  lui ,  è   quello ,   cioè   il  ^  i    lo  considero  diminuire   finché   renda 

~(P-Q)  =  (  —  )-(^},  e  posso  immaginare*  allora  nna.  infinità  dì  al-    , 

tri  valori  di  t^  piiì  piccoli  di  quello  ,  per  i  quali  ,  il  primo  membro  dive* 
aendo  minore  del  secondo  ^  nascerebbe  T  assurdo» 
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RQ  =  D  =  {F"(*H-j) -/"(x-t-i)}  Jl 


2 


1{f"(«H-7  )-?."' (»-*•»} 


Con  un  ragionamento  simile  a  quello  fatto  al  §  anteceden- 
te ,  proveremo  che  se  i  termini  moltiplicati  per  le  potenze  di  •  » 
6^  neir  espressione  di  A  non  sono  nulli  ^  potrà  preadersi  6  cosi 
piccolo  che  la  quantità  A  superi  D  )  astraendo  dai  segui . 

Si  rappresenti  infatti  per  P  la  qoantità  moltiplicata  per  -^  > 

*  •  a 

che  ^  nel  valore  di  D  ;  per  Q  >  quella  che  moltiplica  —  ;  e  per 
R  quella  che  moltìplica  -^  neir  espressione  ài  £i^  ed  avremo- 

sarà  dunque  D  <  A  se 

iLp<fl /(^)-.(^*))H.^QH-  —  Rr  ovvero  se 

±.(P  — R)  — lQ<(^}  — (^^):  ora  il  primo  termine  di 

questo  rapporto  diminuisce  Gontinuamente  col  diminuire  di  9;  dnir- 
que  egli  arriverà  non  solo  ad  essere  eguale  al  secondo  termine  f 
ma  ancora  ad  esser  minore  y  nel  qual  caso  sarà  D  -^^A  - 

Se  poi  la  seconda  e  la  terza  carva  fossero  tali  che  (^)  = 

(r)i  allora  avremo  A==  — Q-H  — R»  in  questo  caso  ancora 
possiamo  prendere  d  così  piccolo  da  rendere  D  <  A  :  iufatti  sa^ 


X 


rà  D<  A  quando  ii  P <- Q  h- —  R j  ovvero  qìiando -1  ( P  — 

2. 3  2  3.3  3 

R  )  <  Q  ;  ciò  che  potrà  sempre  accadere ,  se  Q  non  è  nullo 
da  se  medesimo  »  poiché  in  questo  rapportò  il  primo  termine  di- 
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minuisce  coutiauaraente  col  diminuire  i  ^  ed  il  secondo  rosta  co- 
stante . 

Dunque  non  potrà  mai  RR"  esser  minore  dì  RQ  i  ovve- 

xo  la  terza  curva  non  potrà  mai  passare  fra  le  due  prime  9  se 

Proveremo  nella  stessa  maniera  che  avendo  le  due  curve 
EP ,  ET'  nel  punto   comune   non    solo  Fx  =^fx ,  ma  ancora 


non  è  (^)  =  (^),r^)=(^p 


l?J 


.^  =  (fM^)  =  (0)'(0)  =  (iJC).  la  terza  cerva  E'-F-, 


la  quale   ha  lo   stesso  punto  comune  con   loro ,   non  potrà  (  al 
di  là  di  questo  punto  )  passare  tramezzo  ad  esse  >  se  essa^  non 

t»  (t!Ì  =  (g)  >  (0)  =  (S) .  (S)  =  (S)  i  e  cosi  di  se- 


dx 


dx 


dx 


dx^ 


guito . 

Dunque  se  in  due  curve  che  hanno  un  punto  comune  »  le 
differenziali  prime  dell'  ordinare  corrispondenti  a  questo  punto  co- 
mune sono  eguali ,  nessuna  altra  curva  avente  lo  stesso  pnnto  co- 
mune con  esse  >  può  passare  fra  di  loro  quando  xion  abbia  an- 
cor essa  la  differenziale  prima  della  corrispondente  ordinata  e^ 
goale  alle  differenziali  prime  dell'  ordinate  dell'  altre  curve . 

Se  poi  in  quelle  due  prime  curve  ancora  s' eguagliassero 
fraudi  loro  le  differenziali  seconde  dell' ordinate  del  punto  comu- 
ne ,  non  può  allora  alcuna  altra  curva  >  dotata  dello  stesso  pnn- 
to comune  ^  passare  tramezzo  ad  esse  9  se  oltre  la  differenziale 
prima  9  anche  la  differenziale  seconda  della  di  lei  ordinata  per 
quel  punto  comune ,  non  eguagli  le  altre  differenziali  prime  e 
seconde  >  e  cosi  di  seguito . 

Queste  curve  adunque,  parlando  con  precisione  Geomètrica, 
non  coincidono  che  in  un  sol  punto ,  ove  le  ordinate  sono  egua- 
li >  e  1'  eguaglianza  delle  differenziali  prime  e  seconde  dì  queste 
ordinate ,  non  le  rende  più  o  meno  coincidenti  negli  altri  punti  ; 
ma  essa  le  fa  tanto  avvicinarsi  che  nessuna  altra  curvef  per  la 
quale  non  sussiste  qùest'  eguaglianza ,  può  passare  fra  di  esse . 

Questa  Teorìa  dei  Contatti  che  si  deve  all'  immortale  La- 
Grange  >  ci  da  la  vera  idea  dei  diversi  gradi  di  ravvicinamento 
delle  curve  >  ai  quali  si  dà  il  nome  di  Contatto  ^  Osculazio- 
ne ec. 
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§.  78,  Ma  limitando  im  poco  la  generalità  di  queste  ricer- 
che, applichiamoci  a  qualche  esempio. 
Fi».  7,  Sia  al  solito  t  =/w  1'  equazione  della  curva  EP,  e  pro- 

**  poniamoti  di  paragonarla  con  una  linea  retta  qualunque  .  Noi 
abbiamo  rappresentata  per  ^  =  Fp  Y  equazione  della  curva ,  al- 
la quale  si  voleva  paragonare  la  pioposta  ;  ora  siccome  Y  equa- 
zione di  una  linea  retta  qualunque  ET'  è  0  =  0-4- 5p>  a  e 
b  essendo  due  costanti  che  determinano  la  posizione  della  retta, 
avremo  dunque  nel  nostro  caso  Fp  =  a  -4-  5p . 

Dovendo  la  linea  retta  E'F'  avere  un  punto  comune  H  con 
la  curva  EF ,  dovrà  essere  fx  =  Fx  =  a  ^  bx  ;  e  per  mezzo 
di  quest*  equazione  potremo  determinare  una  delle  due  costan-* 
ti  a, 6. 

Supponiamo  in  seguito  (g)  =  (g)  =  li^±i'j ,  ed   avrc- 

mo  (  ^)  =  6;  cosi  i  valori  di  a  e  di  5,  saranno  b  =  (^)fa=s 

fx  —  X  {^)\  Y  equazione  adunque  della  linea  retta  E'F' ,   la 

quale  ha  un  punto  H  di  comune  con  la  curva  EF ,  ed  ha  in 
questo  punto  la  differenziale  prima  della  sua  ordinata ,  eguale  al- 
la differenziale  prima  dell*  ordinata  della  curva  >  è  q  ^=fx  — 

X  {^)  H-p  {^)i  <^ve  P  P  9.  so°o  ^®  ^^^  coordinate ,  e  T ascis- 
sa a;  è  quella  che  conviene  al  punto  H  comune  alla  retta  ed  al- 
la curva ,  ed  è  riguardata  costante  relativamente  a  tutti  gli  altri 
punti  della  retta  medesima . 

Essendo  nel  punto  comune  H  non  solo  fx  =  Vx  >  ma  an- 

Cora  (^)  =  (^),  nessuna  altra  retta  (  §.  antecedente  )  potrà  a- 

vere  Io  stesso  punto  H  cornane  >  e  passare  fra  la  oiirva  e  la  pri- 
ma linea  retta  ;  infatti  sia  s=^  <pr=^  g^hr  V  equazione  di 
un'  altr^  retta  qualunque  ;  affinchè  essa  passi  per  il  medesimo 
punto  comune,  bisognerà  che  sia  (px  =^fx  ;  ed  affinchè  essa  pos- 
sa passare  tra  la  curva  HF  >  e  la  retta  HF' ,  bisogna  che  di  più 


sia  (^)  =  (  — )  =  (^).  Per  adempire  a  queste  due  condizioni 
si  ha  ^^  hx  =^fcc^  7i  =  (~^) ,  dalle  quali  si  ricavano  per  g^ 


9 
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e  per  h  gli  stessi   valori   ritrovati  per   a  e  per  b  ;  qnest*  ulti* 
ma  retta  cadcrà  adunque  sopra  la  prima . 

Dunque  se  ni!>i  9  seguendo  le  idee  degli  antichi  Geometri  9 
cliiamiamo  tangente  ad  una  curva  quella  retta ,  la  quale  aven- 
do un  punta  comune  con  la  curva  non  permette  ad  alcuna  al* 
tra  retta  che  abbia  lo  stesso  punto  commie,  di  passare  tra  essa 
e  la  curva ,  la  retta  che  noi  abbiamo  determinata ,  e  di  cui  V  e- 

quaziorie  è  q  =fx  —  ^  (;^)  ^P  (^^  '  ^^^^  ^^  tangente  della 

curva  EF  nel  punto  H . 

Possiamo  ancora  prendere  subito  y  '====fx  per  Y  equazione 
della  curva  ;  ed  allora  V  equazione  della  tangente  ad  essa  nel 
punto  corrispondente   alF  ascissa  Xy  sarà  g  =  a«-i*  òp ,  csicndo 

Neir  equazione  alla  linea  retta  q  ==::  a  ^hp  ^  è  facile  ve- 
dere che  b  esprime  la  tangente  deir  angolo  F'E'B  >  che  questa 

retta  fa  con  Y  asse  delle  ascile ,  e  che  —  —  h  Y  ascissa   A  E' 
del  punto  >  ove  la  tetta  sega  Y  asse  ;  poiché  in  questo  punto  do- 
vendo essere  5  =  o  ,.  si  ìm  p  =±  —  ±ì  dunque  questa  retta  ET' 
essendo  tangente  nel  punto  H  corrispondente  alf  ascissa  x ,  sarà 
(^)  la  tangente  dell'angolo  che  essa  fa  con  rasse>  ed 

arH-|-  =  afH.(j^~«(g)):(^^-)=J':(£),  sarà  la  porzione 

NE'  =  NA  —  AE'  dell'  asse ,  alla  quale  si  dà  il  nome  di  Sut- 
tangente . 

Coiioscendo  la  tangente  (^)  >  si  ha  il  coseno  dclIo"^tessa 
angolo  = -^ — ,  ed  il  seno  =  (*!)  :  y/(  i  h-(^-)')- 

-   .    Dì  piiì,  se  rappresentiamo  per  5  =  aH*/3r  Y  equazione  di 
nn^  altra  retta  OP  che  passi  per  il  medesimo  punto  H  ;  r  ed  5  ^^  ^S- 
essendo  le  due  coordinate  di  essa ,  s*  avrà  nel  punto  comune  H  9 
r  =p  =r  a: ,  5  =  g  =  j  ;   dunque  a  ^  bx  ^^  a  ^  fix  i  e  se 
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vogliamo  che  questa  retta  tagli  la  prima  sotto  uà  angolo  E'H'Qr 
la  coi  tangente   sia   m  y   siccome  &  e  /3    sono  le  tangenti  degH 
angoli  HEB^HOB,  avremo  per  le  conosciute  formule  di  tri- 
gonometria 
tang. HOB  =  tang.  (  HEB  ^  E'HO )  ~   ung.ìim  ^  tsm^HO^  ^ 

I  .  . 

perciò  fi  =  r::r7^  =  -j ;  sarà  dunque  ti  =  a^{b  —  fi)x  = 

V 

a  —  ^ll±ill^  =  a  —  — —  jc,  nella  quale  bisognerà  sostituf- 

re  i  ritrovati  valori  per  a  e  per  b . 

Se  questa  seconda   retta   OP  diviene   MIIL  perpendicolare 

alla  tangente,  allora  r Ringoio  EHM  diviene  retto,  e  la  sua  co- 
tangente  ^  =  o  :  abbiamo  allora  /3  =  —  i. ,  ed 

»  =  a  ^  ^l~j.  =  a  -4.  y  --1-  a? J  j  sostituendo  per  a  e  per  b 
i  ritrovati  valori,  avremo  j3  =  tang.  HMB  ==  —  *  =  (^)» 
«  =  AM  =:y  ^  x:  (j^)  ;  e  V equazione. di  questa  perpendico- 
lare sarà  5  =  y  ^  x:(^)  —  r  :($!). 

Avremo  poi  — ^  '•'(—)  pei'  la  tangente  dell*  angolo  HMB , 
che  LM  perpendicolare  ad  EV ,  fa  con  Y  asse  ;  ed  i  :{y)  sar 

rli  la  tangente  del  supplemento  HMA .  Questa  perpendicolare 
HM  chiamasi  Normale . 

La  porzione  poi  NM  intercetta  fra  1'  ordinata  e  la  norma- 
le ,  e  che  chiamasi  Subnormale ,  sarà  =  AM  —  ANj.ma  AM  =s 

--i  =  {->-«:(f^)}:{-I-tg)>=^(f:)-<-«i 

dunque    ' 

Trovate  le  formule  della  suttangente  E'N ,  e  della  subnor- 
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male  NM ,  tatk  facile  tijbvare  quelle  della  tangente  stessa  E'H, 
e  delibi  nonnale  MH:  infatti  essendo  HK=4/((E'N)'h-(NH)*), 
HM  =  v^  «  NM  )*  H-  (  HN  )•  >,  avremo 

HK==v(/:(£r-i-/)-^^0-i.(gy}r.•t^) 

HM=^/<y.(gr-^/)«:KV{iH-(£r}.     ^ 

Facciamo  alcnni  esempi . 

Sia  EHDF  noa  «mezza  EUisse  ,  jifcrìta  ai  due  assi  EC  =»  „. 
41 ,  CD  =  i;  si  cercano  la  tangente,  la  suttangente ,  Ja  «orma»  '  »'  «♦ 
le  «  la  subnormrie  al  pnnto  H  corrispondente  ad  una  ascissa  x. 
Se  r  origine  dell'  ascisse  si  sappone  nel  punto  E ,  «rà  EN  =» 

a? ,  TSB.  =  /,  e  1'  .equazione  dell'  Ellisse  sarà  /  =  ^:(  aax  — ^j'  ). 
ILe  formule  esprìmenti  i  valori  delle  «uddette  linee.,  sono 
^ate  in  x^y  e  (  —  )  :  abbiamo  il  valoi»  di  y  dato  in  x  per  inez* 
zo  dell'equazione  della  curva;  cerchiamone  dunque  il  valore  di 
(&)  per  mezzo  della  differenziazione: 

mX 

essendo  ^  ==  i-  v^  (  2ax  —  *'  ) ,  differenziando  s*  avrà 
/^^=    ^^*~f\.:  avremo  pertanto 


T''""  • 


S'-x  #  — *  NC 

Abbiamo  adunque  nell*  Ellisse  KG  ;  NE  ;  :  NF  :  srtttangenie . 
La  sostituzione  di  y  e  di  C^)  tkSìg  altre  formule  ci  darà  le  «s- 

pressioni  della  tangente,  normale  e  subnormale.  I  nostri  eiet- 
tori s'  eserciteraono  nel  farla . 

Se  invece  di   prendere  1*  ascisse   dal  pnnto  E ,  si  fossero 
prese  dal  centro  G,  V  equazione   allora    dell'  Ellisse  sarebbe 

70772.  7/  Bb 


♦  » 
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i     *  /  _»         1.* 
a 


Stata  j(=  —  v/(a*  — a;*),,  e  différeazìàndo-  avremmo  • 


suttang. -—  = =  — ,—-_-_,  ed  il  se- 

gno  negativo  ci  avverte,,  che  essa,,  relativamente-  air  ascissa^ ar^- 
ila  una.  posizióne  opposta  a  quella  che  aveva,  nel  primo  caso . 
.  Se  neir  equazione   deir  Ellisse  si  fa  à=6>.  essa- diviene 
;i       ^  r  equazione  del  Circolo  ,  è  J'"  espressione  della  suttangente  rima- 
ne la  stessa:. 
Yia.  di  P^^  ^°  altro-  esempio  sì  cerchi*  là  suttangcnte^  nella  Loga-- 

^     "  ritmica:  EHF ,  corrispondente  aL  punto  H  . 

EacendO' AN.t=:=^a:,.  NH  =^,.1'  equazione  della  Logaritmi- 
ca, h  X  =  mlyy  essendo  m  ìV  parametro  costante  (  che  in  questa' 
curva^  si  chiama  Modulo  );  il!  quale  fa:  differire,  questa.  liic^arit— 
mica i  da  un' altra  . 

Differenziando^  queir  equaiiióne  ^  si  ha  : 

*ir^)==  I-,  edin  conseguenza'5i/ffa/z^/==E'N==  v:/^y==OT 

dunque-  nella  Logaritmica*  là  suttangente-  è  sempre  costante  =? ra ,♦ 
qualunque  d*  altr'onde  sia  il  punto  a  cui.  corrisponde  . 

§[  79.  Abbiamo  esaminato  il'  contatto  -  che  'puo  avere  una  li- 
nea^ retta:  con  una i  curvai  qualùnque  ;;  esaminiamo^  ora  quello  che  * 
può  »  avervi  il'  Circolo . . 
Fiff  ^.  ^^^  EHP  una  curva  rappi-esentata^  dà  T=:f{^ ,  essendo  t  ,  w  ' 

^'  ^'  Te,  sue  coordinate  ;  e  sia- il  Circolo  E'HF'  che  abbia  il  punto  .li- 
di comune  con^  quella •  curva  .  Siano  p  e  q  le  coordinate  AG  , 
GD  del  Circolo  ;  e  il  raggio  ;  a ,  6  le  coordinate  AP ,  PC  del 
suo  centro*  C  ,,  e  là.  sua:  equazione,  sarà  (p  —  a)*  H*  (  J^  — 
,   è  )*  ==  e* . 

Da  quest'equazione  si  ricava ' 

5  =  6^  V{^**  —  (  jp— -  ^)*}  •• 

rappresentando  (  §.  76  )  adunque  per  g=fFp;r  equazióne  del- 
la curva  da  paragonarsi  con  EF  ,•  avremo  >neL nostro  caso  ' 

Fp  =r:  i  H-  V{c*  —  ( p  —  a )*■}  ,  e  quindi 
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Fa;  =  6  H.  V{c'  -  (a?  -a  )' }  ,  (Ih  -  -  -         — 


d*'  VU*— («  —  •)') 

Se  ora  snpponiamo  xhe  nel  punto  .coinnne  .H ,  idebba  esse» 

re  Fa;  =^  =,J'  >  (?)  =  (  j^)  =  ( ^ ) >  bisogncii  tdeterminare 

a  e  &  in  maniera  che  siano  sodisfatte  ^qaeste  icondizioni  • 
.La  seconda  di  qnell'  equazioni  ci  dà 

«/(e'  — (a?  —  o)*)  =  —  {x  —  a):  (^)  >  dalla  quale  si  rii 


a?  —  a  =s  e  (^):  V'f  i  H-  (  —  )*)•  Dalla  prìoia  poi  abbiamo 

« 

(£)');  dangne 


Se  dunque  rriguardiamo  il  raggio  e  come  una  quantità  de- 
terminata, non  rimangono  pi iì  arbitrarie  nell'equazione,  e  con- 
cluderemo che  il  circolo  ET' ,  il  cui  centrò  C  è  determinato 
dalle  coordinate  .AP  =  a,  PC  =  6,  ha  non  solo  un  punto  H 
comune  con  la  curva  EF,  ma  di  piti  in  questo  punto  la  diffe- 
renziale prima  deir, ordinata  del  circolò,  eguaglia  la ' differenzia- 
le prima  . dell*  ordinata  della  curva  . 

Quest' .ultima  .circostanza  fa  sì  che  'nessun. altro  circolo  del- 
lo stesso  raggio  può  avere  quel  punto  H  comune,  e ;nello  stesso 
tempo  passare  fra  il  primo  circolo  e  la  rcurva  \  infatti  supponen- 
do ciò  jpossibile,  sia 

,s  ==  ^r  ===  (  A  H-  V  (  c^  —  {  r  r-;^T  )  1'  equazione  del  secondo 

circolo,  il  cui  centro  è  determinato  dalle  coordinate  h  e  g . 
Dovendo  :per  ipotesi  questo  nuovo  ^circolo  avere  lo  stesso  pun- 
to comune  H ,  e  passare  fra  il  primo  circolo  e  la  cnrva ,  Liso' 
gnerà  (  §.  76  )  .che*  non   solo  sia  (f>x  =fx  =j ,   ma   ancóra 

('j^)  =  (Jf)  =  (^)';  determinando  .ora  le  ^coordinate  ^,^  in 

modo  da  soddisfare  a  queste  condizioni,  -ricavando  xioè  i  valori 
-di  g  e  di  h,  da  queste  due  equazioni 
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g)  -(^).>  avremo  per  g  e  per  h  i  medesimi  valori  ritrovati  per 

a  e-  per  6  ;  il  nnovo  circolo  avendo  adunqne  il  medesimo  fag- 
gio' dfel  primo  >  ed  il  centro  nello  stesso  punto  del  primo,  si  coa- 
fonderà^  o.  coinciderà  con  esso . 

Dunque  chiamando  Tangente  in  un  punto  H  di  un^r  cur- 
va, quel  circolo  ,  il  quale  avendo  un  determinato  raggio  e, 
non*  permette  che  un  altro  dello  stesso  raggio  abbia  la  stesso  pui> 
to  comune  e  passi  tra  esso  e  la  curva  >  il  circolo ,  le  coordina* 


te  del  cuf  centro  sono  a  =  «  —  e  (^)  .V{  i  H-  (t  )*)>  ^  — 
j'^c:  y/{  I  -^  (' j  )*■)»  sar^  \\  cìxcoÌQ'TangeTtte  della  cnrva  KP 


ael  ponto  H . 

Questa  conclasione  ha  luogo  qualunque  sia  il  valore'  del  rag- 
gfo  e  :  dunque  possiamo^  riguardare  e  come  indeterminato  neir  es- 
piessicffli.  di  a.  e  di  & }  e  per  ciascun  valore  che  daremo  al  rag- 
gio c>  avremo  diversi  vdbri  per-  a  e  per  5,  i  quali  determi- 
neranno in  conseguenza  diversi  punti,  o  i  diversi  centri  C',G"ec.> 
del  circoli  tangenziali  EW",  E'"HF"  ec 

Queste  ordinate  a  ,  H-  apparterranno-  allóra'  ad'  una  linea  ret- 
ta» l'equazione  dellk  quale  risulterà  dall' eliminazione  di  e.  Else- 
gnita  questa  eliminazione  per  mezzo  dell'  equazioni  a=a7-^ 

c(^);V(i'H-(gy),  S=>'-i-e:V(<iH-(g)')>  avremore- 
quazione  i  ==  jf  ^^  («a;  —  a)  :  ( ^  per  rappresentare  questa  ret- 
ta HCC  ce.  In  quest'  equazione  x  è  riguardata  come  costante; 
a }  b  sono'  le  coordinate  dei  diversi  punti^  C,  C  vCT  ec. 

Quésta  linea  HGCT  ec.  >  essendo  il  luogo  Geometrica  di  tut- 
ti i  centri  der  circoli  tangenti  della  curvar  nel-  punto  H  r  sarà 
normale  alla  cufica  ;  ed  infatti  la  di  lei  equazione^  è  la  stessa  che 
r  equazione  della  normale  toovata  di  sopra  (  $•  78  )»  avvertendo 
che  ivi  abbiamo  indicato  per  r  >  s  quelle  coordinate  cHe  qui  so- 
no rappresentate  da  a  >  5 . 

Frattanto  tra  tutti  i  diversi  circoli  che  soddisfanno  alle  con- 
dizioni Vx—fx^y^  (^)  =  (^)==(^),  se  ne  può  trovare 

Wmmm  W§^  wtn 
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ano  »  il  qaale  soddisfaccia  anche  alia,  condizione  f  ^  )  =  (  ^Y 

C;t^)>  determinando  opportunamente  il  raggio  e. 

Per  qnest»)  avendo  ritrovato  «apeciormente 

e  quindi '- . ^ (^)  :  «ra. 

V{i-«.(jg) 

(l^)=a ,  ed  in  conseguenza; 


dìK 


e  =  fr  H-  (^)')*  •  (3^)»  ^  qncstio  sarà  il  valore  del  la^o  del 

circolo  tangenziafe  ^e  soddisfa  s' quella  terza  condizione.  So- 
stìtnenda  qnesto  valore  diVe  nei  v^oridi  a  e  di  6,-5*  avran- 
no ancora  le  coordinate  del  di  Ini  centro  9  e  saxk 

6=j,-t.(l-).(£)-):(0>. 

Le  tre  costanti  a  f  5  9  e  che  entrano  nell'  equazione  gene- 
rale del  circolo  9  essendo  in  questa  guisa  determinate  9  possiamo 
concludere  che  nessun  altro  circolo  potrà  passare  tra  la  curva 
proposta 9  e  quello  che  è  determinato  dai  valóri  delle  a  ,£9  e; 
iiifatti  acciò  un'  altra  curva  qualunque  riferita  alle  coordinate  r 
ed  S9  e  rappresentata  dall'equazione  s  =s  ^r9  possa  passare  tra 
la  curva  ed  il  ciicolo  9  di  cui  si  tratta  9  bisogna  che  si  abbia 

Ora  se  questa  curva  è  un  circolo  >  indicando  per  gih^h 
le  quantità  omologhe  alle  a%.byC  del  primo  circolo  »  avremo 

per  px^  (7^)>(x|)  ^^^0  espressioni  in  ^,/l)X;  dmili  a  quel* 
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le  in  a  ,  6 ,  e  pttenute  per, Fai?,  (  j£) ,  (^)  ;  dnnciae  le  tre  eqaa- 

zioni  che  avremo  per  la  determinazione  tdi  gyji^k  saranno  ne- 
cessariamente le  stesse  che  quelle  trovate  per  a  ^b  y  c:  dunque 
avremo  {)er  g  ^h  ^k  gli  stessi  valori  che  per  .a  ^  b  ^  e  ^  e  per 
consegneijza  il  nuovo  circolo  sarà  il  medcjsimo  .che  il  primo  >  coin- 
cidendo perfettamente  sopra  di  lui  • 

Questo  circolo  pertanto  avrà  relativamente  ai  circoli,  la  me- 
desima proprietà  che*  ha  la  tangente  a  riguardo  alle  linee  ret- 
te .  Era  la  curva  e  guella  retta  tangente  non  può  passare  nes- 
suna altra  linea  retta  j  ed  egualmente  fra  la  , curva  ed  il  circo- 
lo >  da  noi  determinato i  non  può  passare  nessun  altro  circolo. 

A  questo  circolo  danno  i  Geometri  il  nome  di  drcolo  Os* 
ciilatore  o  di  Curvatura  perchè  si  avvicina  alla  curva  più  di 
qualunque  altro  circolo  ,  ed  in  conseguenza  ci  dà  la  misura  pili 
prossima  della  curvatura  di  .una  curva.  Il  raggio  di  esso  si  chia- 
ma Raggio   Osculatore  o  di   Curvatura ,   ed  indicandolo  peir 

R,è 

§.  80.  Xe  formule  da  noi  date  nei  §§.  antecedenti.,  «sup- 
pongono le  curve  riferite  alle  coordinate  .ortogonali  x  yy  :  se  pe- 
rò saranno  , esse  .referite  a  due  altre  qualunque  coordinate  t  ^m 
delle  quali  si  conosca  la  relazione  con  x  ^y  ^  bisognerà  allora 
in  quelle  formule  cangiare  i  diiferenziali  che  erario  presi  relati- 
vamente alla  variabile  x  ^  in  altri  presi  relativamente  alla  varia- 
bile t. 

.Così  supponendo  y  ==  t(k>?),  .x  =  p{u,t)  t  dovremo 

(  §  70  )  invece  di  (^)  sostituire  (  J)  :  (^),  ovvero 

{(^)-^.fS)<S)}  ■•  {(!)-*•  (J7)(7:'>  P'^e-do  per  .:^  e 

per.jc  i  respettivi  .valori;  ed  invece  di  (~i[)  dovremo  sostituire 

,»x 

La  formula  adunque  della  suttangeijte  trovata  al  §.78,  cioè 
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y-ij^)  div-errà  ^ :  ( ^)  ;  ( ^) ;  la  tangente" dell*  angolo^ fatto  dal-    ' 
la  tangente' alla  curva- con  Trasse ,  là  qnalè  era' espressa  da  (  —  ), 
lo  sarà  in  questo  caso  da*  ( ^)  r  (— )  ;  il  coseno* dello  stesso  an- 

golo  sarà  (f  );V((g)'H.(gy),  ^  ir  seno  (|).V((^P*  H- 


(  ^  )* )  ; .  la  formula  della  subnormale  i  cioè  J'  (  ^  )  >  diverrà  jy  (  —  )  : 

(~)  icgualraente  si  trasformeranno  le  formule  della  tangente  e 

dèlia  normale ,  come  pure  quelle  delle  coordinate  del  centro  del 
circolo  osculatore . 

{5. 

(j^)  si  cangierà  in* 

R'= ^= — r —     •    *  ■■■1. ,.'  la'  quale'  si-  ridnce  a=  - 


R 


{(f:)'-('i)'}^ 


*^ 


(s5(0)-(g)('^') 


la  quest^  ultima'  espressióne  '  a?  ed  \y  sono  '  considerati  come 
fanzioni  di  i  ;  poiché  per  quanto  essi  si  suppongano  funzioni  di 
a  e 'di  t\  la  r^  è  una  funzione  di  f  data^^  dalF  equazione  alla 
curva  tra  u  ^  t . 

§.  8i:  La  formula  ottenuta'  per  il  raggio  di  curvatura  può 
ancora'  trasformarsi  in  un^  altra  più  semfplice ,-  la  quale  contenga 
nel  numeratore  la  differenziale'  dell'  arco ,  piuttosto*  che  quella 
deir  ordinata  ;  per  questo*  ricerchiamo' la' differenziale  di  un  ar- 
co data'  per^  la  differenziale  della  sua  ordinata'  medésima  . 

E'  principio  d'Archimede  adottato  da  tutti  i  Geometri  An- 
tichi e  Modèrni  \  •  che  ,>  •  di  due  curve  o  ^  di  due  linee  composte 
,,  di  rette  v  le  quali  hanno  le  concavità  '■  voltate  da  una  medesi- 
>;  m3  parte >  e  terminano  agli  stessi  punti  estremi)  è  piiì  lunga 


Pig.  8. 
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M  quella  dae  contiene  entro  di  se  V  altra  „ . 

Sia  danqae  la  carva  ZZ  riferita  ali*  asse  AB ,  sia  AP  = 
«,  PM=j^=/(a?),PQ  =  «,  QN=/(afH-«);  si  conduca- 
no le  tangenti  alle  estremità  M ,  N  dell'  arco  MN  finché  incon- 
trino le  dne  ordinate  prolungate  in  T  ed  S  i  si  conduca  la  MF 
parallela  ad  NS  i  SL  perpendicolare  a  QN  >  e  ripiegando  la  &- 
gnra  TSMZPQ  in  TmzpQ,  saia  per  il  principio  qui  sopra  ri- 
portato ,  MTm  >  MNm ,  ed  MNot  >  MPio  ;  ma  WTm  —  aMT , 
MNt»  ==  2MN  »  MFitt  =  aMF  ;  dunque  sarà  ancora  MT  >  MN , 
ed  MN  >  MP  ;  dunque  delle  due  tangenti  MT  ,  NS  una  è  mag- 
giore della  curva  >  l'altra  è  minore»  ed  è  perciò  il  valore  dell'ar- 
co MON  intermedio  ai  due  valori  di  NS  «  di  MT .  Ora  essendo 

tang.  TMR  =  (^),  sarà  TR  =  tf  (^) ,  e  perciò 

MT  ='Jv'(iH-(j^)*)«  Indichiamo  per  p{x)  questa  quantità , 
ed  avremo 

MT=v(iH-(i^r)=«^(«)- 

Se  in  p{oc)  poniamo  a?H-9  invece  di  oc^^  avremo  fl^{a7H* 
^  )  =  NS  (  poiché  r  angolo  NSL  è  eguale  all'  angolo  fatto  dal- 
la tangente  NS  con  V  asse ,  ed  NL  =  fl  tang.  NSL ,  onde  NS  = 

V'(  6*  H-  ò^'tung.  NSL  )  =  fl v^(  i  h-  (  ~^')')  >  indicando  per  /  il 

valore  della  seconda  ordinata  QN  ) .  Sarà  dunqne  V  arco  MON 
contenuto  fra  i  due  limiti  òp{x)^  ^^(^H*»^))  comunque  picca- 
lo possa  prendersi  0 . 

Dunque  se  Fa:  è  la  fnxizione  di  x  che  esprime  Inarco  del- 
la curva  ZM,  dovrà  la  quantità  F(ich-0  ~  Fa;  =  NOM  es- 
ser -sempre  compresa  tra  le  due  quantità  òp{x)y  0^(^h*O); 
dunque  la  differenza  tra  queste  quantità  dovrà  esser  sempre  mag- 
giore (  astraendo  dai  segni  )  della  differenza  tra  una  di  esse,  e 
Tarco  NOM;e  però  e^(  a?-f.  0  —  *?(^)  >  NOM  —  fl^(a:)  , 
ovvero  6^ (oc -4-0  —  ^P  (^)  >F('»?H*ft)  —  Fa? —  ^f{x)i  ora 
^(wT-i-6)  =  ^(a?)H*fl^' (^-+j)i  essendo  (t>\^^j)  la  diffe- 
renziale (^)  nella  quale  si  pone  sc^J  invece  di  .r,  ed  è  x>j^ 

o  (  %.  g6)i  egualmente  F ( «  H-  ^ )  =  F {x)  H-  H £)  •^^ 
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H  F'  (  a?  H- 7  )  i  •sostitueado  dunque  «'  avrà  $'<p  (  a:  H-J  )'>&{  —  ) 
11 F"  ( «  H-i )  —  «?►  (a?) ,  ovvero 


»•  • 


tp' (x  ^j)> i^)  —  (Pix)  ^ -^V {x  ^J) ,  comunque  d'altr* 

onde  piccolo  -possa  prendersi  9 .         • 

Questa  condizione  non  può  in  generale  aver  luogo  se  non 

>sì  annulla  la  quantità  (^)  —  ?>(«?):  infatti ,  supponendo  cihe  ciò 

non  succeda ,  noi  possiamo  (  §.  76  )  sempre  immaginare  per  8 
nn  tal  valore  finito  e  determinato  che  renda 

l|>'(acH-J)=(5^)  —  p ( a? ) -ì- —  F" ( a? H-^ )  >  ovvero  cTie  sod- 

disfaccia  ad  un'  equazione  di  questa  forma  (  per  p'  (  x  H- j  )  e 
per  F"  (  a?  H-7  )  si  pongano  le  respettive  serie  (  §.  35  )  ) 

aò  H-  5**  Hr  cfl^H-  c&  =  (^)  —  a  (a?)  H-  afl  H-  5'6*  ^  ce. ,  €d 
allora  tutti  i  valori  minori  di  questo  >  Tenderebbero 

hp'{x^j)  <{%)  —  p{^) H-  — F"(a?H-^))  ed  in  conseguen- 
za corrisponderebbero  a  porzioni  di  curva  »  per  le  quali  non  a- 
vrebbe  luogo  quella  proprietà  caratteristica  contenuta  nel  prin- 
cipio dì  Archimede ,  ciò  che  è  rassurdo  :  debbe  '.dunque  «ssere 

?)  —  ?>(^)  =  <3  >  ed  in  conseguenza  (^ 
„  La  differenziale  dell'  arco  divìsa  per  dx  »  è  sempre  «eguale  al- 

„  la  quantità  y  (  i  h-  (  ^  )'  )  ». 


(j^)  —  p{x)  =  o  ,  ed  in  conseguenza  (^)  =  p{v)ì  cioè 


dx 


Se  dunque  indichiamo  per  s  1'  arco  BH  *  sarà  p-     ^ 

(^)  =  v/(iH-(^)*)>«la  formula  del  raggio  osculatore  diverrà 

Se  poi  le  variabili  x^y  sono  date  in  funzioni  di  una  ter- 

^ 

Tom.  IL  -Ce 
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za  tt  allora  sarà  ancora  s  una  funzione  ài  t,  e  ponendo  (— ): 
(ip  in  ln<^  di  (g),  e  (g):(g)  in  vece  di  (4),  avremo 

(è)^(g)  =  V((g)'-Kfp-):(f),  ovvero 
.(*)  =  v/((è')'H-(*)'),eqaindi 


Poniamo  s  =  f ,  ed  otterremo 


K 


T 


(s)OTn-<S)(s^) 


per  esprimere  il  raggio  osculatore ,  quando  le  coordinate  sì  cotr- 
siderano  funzioni  dell'  arco .   Allorché  parleremo  dèlia  rettifica- 
zione delle  curve  >  faremo  uso  della  formula  che   abbiam   data 
per  esprimere  la  differenziale  di  un  arco  qualunque . 
-p.  §.  82  Noi  abbiamo  al  §.  79.  trovate  le  coordinate  AD^DC 

^^'  ^'  del  centro  G  del  circolo  osculatore  nel  punto  H,   cioè   abbiam 
trovato 

a  =  AD  =  x-(Ì)(.^(^)'):(S> 


6  =  DC=:,,-(.(iM.  (£)■):(£?), 

sostituendo  in  queste  espressioni  il  valore  ài  y  in  Xy  dato  dair 
equazione  della  curva  EF,  avremo  evidentemente  per  a  e  per 
b  due  funzioni  di  x:  supponiamo  adunque  a=z'¥Xy  6  =  Vxy 
e  questi  due  valori  di  a;  e  di  5  saranno  quei  che  convengono 
al'  punto  H  corrispondente  air  ascissa  AN  =  ar.  Se  ora  per  mez- 
zo delle  due  equazioni  a  =  '«'a;,  6  =  Ya?  eliminiamo  x^  avremo 
un'  equazione  fra  le  coordinate  a  e  5  )  la  quale  rappresenterà 
la  curva  EGCP  che  sarà  il  luogo  Geometrico  di*  tutti  i  centri 
dei  circoli  osculatori  corrispondenti  ai  diversi  punti  della  curva 
EF.  Esaminiamo  ora  questa  curva  dei  centri;  e  primieramente 
ricerchiamo  la  direzione  della  tangente  a  qualunque  di  lei  punto  C . 
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Da  ciò  che  abbiam  detto  di  sópra  (  $•  78  ),  risulta  che  la  pjg  ^ 
tangente  della  curva  EGGP ,  condotta  ad  un  qualunque  di  lei       ^  ^* 

pnnto  G  9  fa  con  V  asse  AB  nn  angolo  che  ha  per  tangente 

•  « 

(ii),  ovverp  (— ):(j),  perchè  5  ed  a  sono  funzioni  di  «> 

6  i  differenziali  sono  presi  rapporto  a  questa  variabile .  Ora  so« 
stituiendo  per  b  e  per  a  i  loro  valori,  avremo 

,.>,    ^(£ng)--(-^(g)')(0) 


d*^' 


e  quindi 

(|^):(j?)  = J-:  questa  sarà  T  espressione  della  tangente 

di  qneir  angolo  >  fatto  dalla  tangente  della  curva  dei  centri  nel 
punto  G ,  con  X  asse  AB . 

Ma  la  tangente  dell'angolo  HMB  che  il  raggio  osculato- 
re HG  fa  con  V  asse  AB ,  è  appunto  —  -j—  ;  dunque  il  raggio 

osculatore  HG  è  tangente  della  curva  dei  centri  nel  punto  G. 
Dunque  fra  una  curva  EP  e  la  sua  curva  dei  centri,  vi  è  que- 
sta corrispondenza ,  che  le  perpendicolari  alla  prima  di  queste  cur-^ 
ve  sono  tangenti  della  seconda . 

Dimostriamo  un'  altra  singoiar  proprietà  di  questa  curva  dei 
centri.  Indicando  per-  ^  il  di  lei  arco  EGG-,  avremo  (  §  ante« 

cedente  )(£)=V((^rH.(gn,  e  sostituendo  per  (^)', 
(^)  i  ritrovati  valori ,  s*  avrà 

^  dx* 
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ora  se  differenziamo  il  valore  del  raggia  oscQlator& 

R  =  { I H-  (£)'}' -(^.ì^  umìimo. 

dnnqn^  (£)  =  (g)  ,>  cioq  k  difFerenzide  dell'  arco-  della  cnr- 

)>  va  dei  centri  è^  eguale  alla  differenziale-  del  raggio-  osculafo- 
,r  re  ,^ .  Donque  il  raggia  osculatore  e  V  arco  della  curva  dei 
centri  che  a  questo  raggio  corrisponde ,  sono-  dae  tali  funzioni 
di  x:  che  hanna  lo  stessa  differenziale  primo  j.  dunque  »  il  rag- 
)>  già  osculatore  è  egnale  aH'  arca  suddetta  ,»,  cioè  JÉl  =  « }  ed 

inÉittL  dalla  difierenziazione  di  quest*'  equazione  ritorna  (  —  )  = 

p-  ?    Avremo»  pertanto»  he  =  EGc ,  HG  =  EGC  ec. 

-  '  ^*  Sègne  dr  qnì^  clie  se  data  una  curva  EGCP ,.  fasciata,  di 

un:  fila  EGCPi  il  quale  si  adatti  perfettamente  .alla  di  lei  cur- 
vità ^  e  se  svolgendo-  gu^jp»  filoy  e  tenendolo  sempre  teso-  nel- 
le posizioni  7ic ,  HG  ec;(Spr  descrive-  con  T  estremità  E  la  cur- 
va E&HF^  saranno  qileste  due  curve  quelle  da  noi  sopra  con- 
siderate; le  porzioni  del  filo  ftc,  HC  ec:>  saranno  sempre  tan- 
geatr  nei  punti  h  y  C  ec.  ^  ed  eguali  agli  archi  EGc ,  EGG'  ec.  : 
EGCP  sarà  la  curva  dei  centri  di  curvatura  della  curva  E&HF.^ 
Delle  due  curve  la  EGCP  si  chiama  la  Sviluppata  o 
V  Evoluta y  e  T altra  EAHFr  la  Sviluppante  a  r Evolvente. 
La  Sviluppata  adunque  è  formata  dai  centri  di  curvatura  della 
Sviluppante 


§   83.  Facciamo»  qualche  esempio. 
i^  Data  r  equazione  della  Parabola  Apolloniana 


y*=:7nx^  si 
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dimanda  il  valore  del  raggia  osculatore  di  questa  curva»  e  l'e- 
quazione della  curva  dei  centri .      . 

Essenda  /  =  v^ (  ma;  )  ,  sarà  (^J  = -^v/^.  (^J 
^V^i  dunque  (§.79  > 


dX*  %''     »^    ^  dK' 


R 


{  >  "* 'Ti  4*'    (  I  H .TI  /.      »       x» 

4     * 


e  siccome  la  posizione  del  raggia  ci  è  data  dalla  posizione  del 
centro  di  curvatura  ^  percià  possiama  prendere 


(  4»  ■+  »  )* 


K  =  ^-^— ^ — ^  senza  aver  riguarda  al  segno . 

Facendo  *ia  questa  formula  ca  =  o >,  avrema  R  =  ^,  e  que- 
sto sarà  il  raggia  osculatore  al  vertice  della  parabola . 
Per  le  coordinate  a ,  h  del  centro  (  §.  79.)  si  ha 


5  =  -v/C»M?)  — (iH-^.^):4«?v'(^)  =  — 4*v'(:^),  ed  eK- 
minanda  x  da  queste  due  equazioni  y  avremo  f 

a'3m5*=.i6  (^a  — ^)^  j  tale  equazione  sarà  quella  della  curva 

JÒei  centri  y  la  quale  è  una  seconda  parabola  cubica . 

La  .considerazione  poi  dèi  valori  di  a  e  di  5,  ci  dimostra  p. 
che  questa  curva  dei  centri  debbe  essere-  al  di  sotta  dell'  asse     ^^'  ^* 

AB  y.  e  che  deve  avere  1*  origine  ia  G  >  essendo  GK  =  ~ . 

a"*.  Sia  la  curva  EF  la  quarta  parte  di  un'  Iperbola  Eqnilate-  p,. 
ra  riferita  ai  suoi  asintoti  AB  >  AL  ►  sia  AES  il  sua  asse ,.  E    ^^'  '  ®' 
lar  sua  origine . 

Facciamo  AD  =  DE  =  to  >  AN  =  Xr  NH  ==  jr  >  e  la  di 

lei  equazione  sarà  ary  =  ot*  >  ovvero  y  =  — .  Avremo  dunque 
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(^)  =  — ii>{0)  =  ^»  c  facendo  le  opportune  sostitnzio- 
ni  nella  formula  del  raggio  osculatore  ^  si  avrà 


Fig.  IO.         .  ^®  facciamo  x  =  m,   sarà  E.  =  ^v^a  »  per  esprìmere  il 
'  raggio  osculatore  che  corrisponde  al  vertice  E  dell'  Iperbola . 

Le  coordinate  a^b  del  centro  del  circolo  osculatore  sa- 
ranno 

iB  =  ^*H-(iH-^)— .  =  ^*H--4;  e  r equazione  della  curva 

GCP  dei   centri  s*  otterrà  eliminando  a?  per  mezzo  delle  due 
equazioni 

Facendo  a?  =  ttz  ,  si  trova  a  =  i5  =  ara  ^  dal  che  si  rica- 
va che  il  ra^io  osculatore  ^  appartenente  al  vertice  della  Iper- 
bola ,  cade  sopra  V  asse  ES  da  E  verso  S  :  dunque  la  curva  dei 
centri  comincierà  dal  punto  G  distante  da  E  della  quantità  EG  = 

Fin*  3"*'  ^^^  AHF  una  mezza  Cicloide  ^  il  cui  circolo  genitore 

^'  '  sia  ADE  ,  e  facciamo  AN  ==  x^  NH  =yy  AB  =  aa .  La  pro- 
prietà della  cicloide  >  per  la  quale  NH  =  ND  h-  AGD  ,  ci  dà 
r  equazione 

^  =  V^  (  2ax  —  a?*  )  H*  ^r.  sen,  v.  x;  dunque 

^^;c^         V(24«  — *M '"^V'(2ifjr  — *•)  V* 

(  ^  )  =; -—* — -  i  e  fatte  le  opportune  sostituzioni ,  'si 

trova 

R  =  2v^(  4a'  —  aaa?)  =  3v^(aa(ao  —  a?))  =  2V^(AB.BN), 


> 
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ina  AB.BN  =  (BD)*;  dunque  B,  =  izBD,  cioè  il  raggio  osca-  --. 
latore  del  punto  H  è  doppio  della  corda  BD .  rig.  li- 

Le  coordinate  del  centro  di  curvatura  C ,  le  quali  indiche- 
remo per  t 'iU  per  non  confonderle  con  la  lettera  a  che  rap- 
presenta il  semidiametro  ,  saranno  f  =  40  -r-  «^ 

u  =  Asen.  v.  x  —  \/{2ax  —  a?* )  ;  ed  eliminando  x  per  mezzo 
di  queste  due  equazioni ,  avremo 

ù  =  A  sen.  v.(4a  —  t)  —  v^  (  2a  (  4a  —  t)  —  (40  —  t)'): 
quest'  ultima  equazione  sarà  quella  della  curva  dei  centri ... 

Ora  è  facile  dimostrare  che  una  tal  curva  ECO  è  la  stes- 
sa cicloide  AHF ,  ma  posta  inversamente  ed  in  quella  guisa 
che  rappresenta  la  Figura  11  ;  iflfatti  facendo  BO  =  AB  =  aa^ 
compiendo  il  rettangolo  BPLO ,  e  descrivendo  sopra  FL  il  se- 
micircolo FPL,  sarà  MO  =  QL  =  AO  —  AM  =  4a  —  f ,  e 
perciò 

u^==  A  sen.  v.  QL  —  V{  sa .  QL  —  (  QL)*  ) ,  ovvero  u  =  PL  — 
QP;  ed  in  conseguenza 

QG  =  QM  ~  GM  ==  LPF  —  z^  =  FP  h-  PQ  che  è  la  pro- 
prietà della  cicloide  FGO  ?  il* cui  circolo  genitore  è  FPL . 

Data  una  curva ,  noi  abbiamo  detto  come  può  aversi  il  luo- 
go Geometrico  dei  centri  dei  circoli  osculatori  che  equivale  a 
dire  data  una  eurva  sviluppante ,  abbiamo  insegnato  a  trovarne 
la  sviluppata  ;  potrebbe  però  proporsi  il  problema  inverso  ,>  Da- 
,7  ta  cioè  la  sviluppata,  trovarne  la  sviluppante  „• 

Sia  per  esempio  h  =^  (p{a)  V  equazione  della  sviluppata  9 
ed  avremo  allora 

a  =  «_(g)(,^(|)-):(0) 

se  ora  per  mezzo  di  queste  due  equazioni  eliminiamo  a,  avrc- 
mo  tra  « ,  jf ,  (  ^  ) ,  (  -4  )  uà*  equazione  che  sarà  quella  della  svi- 

luppante  che  appartiene  alla  sviluppata  5  =  ^ (a).  Quest'equa- 
zióne però  sarà  un*  equazione  differenziale ,  dalla  quale  conver- 
rà ricavare  il  valore  di  j^  in  xi  lìia  questa  ricerca  appartiene 
al  Calcolo  Integrale  • 

»  r 
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§.  84.  Fin  ora  abbiamo  considerate  le  curve  a  coordinate 
rettangole  >  parliamo  adesso  delle  curve  polari . 
Piff.  1 2.  ^^*  ^^  ^"'^  curva ,  riferita  al  polo  C  ;  descritto  intorno 


z£ }  la  curva  EF  sarà  data  per  un'  equazione  txz  u  e  t  che  noi 
rappresenteremo  per  u  =  pt .  Ora  essendo  le  nostre  formule 
adattate  alle  curve  a  coordinate  rettangole  »  permutiamo  le  coor- 
dinate della  curva  EF  -  Per  questo ,  condotto  Y  asse  TAB ,  fac- 
ciamo AN  =  X ,  NH  =y ,  ed  avremo 

cc  =  a  — 1£^ ,  y  =  ILI^  :  dalle  quali  si  ricava 


-' — a ^7t^~r 


(S)  =  (S)^-^--'^' 


dt^  ^dt^     a 


Possiamo  adunque  riguardare  la  curva  EF  come  determina- 
ta dalle  coordinate  rettangole  x  ^y%  ed  adoprare  per  questa  cur- 
va le  medesime  formule  adoprate  per  le  altre  :  solo  rammente- 
remo ciò  che  abbiamo  detto  (  §.  80  )  >  cioè  che  essendo   a;  >  y 

funzioni  delle  variabili  u%t^  dobbiamo  invece  di  ( ^ )  mettervi 
{%  )  :  (g),  ed  invece  di  (^^)  «lettere  (J?)  ,(gr-(g)(^^): 

La  formula  della  suttangente  per-  le  curve  a  coordinate  ret- 

tangole  era  y'{~)\  nel  nostro  caso  adunque  la  suttangente  NT 
5arà . 


•  » 
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-   Nella  stessa  maniera  potremmo  trovare  la  formula  per  il 
raggio  osculatore . 

Per  farne  un  esempio  sia  FÉ  la  spirale  d'  Archimede  5  la  ^ 

coi  equazione  è  r^  =  —  >  indicando  per  e  la  circonferenza  ADQ , 
Doichè  in  onesta  curva  sta  sempre  CH  :  AD  1  ovvero  ADOAD  :  : 


a  =  AG  :  e  ==  ADQA 

tangente 


Jm 


•vrm u  sen.  t  f  u  sen.t  ^_^    a_     eot,  t  \  ,  /  u  cos.  f  ^.    ^     stn,  f  \ 

a       ^      a  e         a     -f  *  \     a  e         a    f 


Tvrm  __^  t  sén.  t  ftscn  t  cos.  t  \  ,  ftcot.t  ^,    Sjcn.  t  \ 

e       ^      e  e    J   '  \      e  e     -f  * 

Conduciamo  ora  la  perpendicolare  GC  sopra  HC ,  fino  all'  ia* 
contro  della  tangente  in  G ,  e  cerchiamo  il  valore  di  GG . 
Essendo  GG  ;  GH  :  ;  tang.  GHG  :  a ,  avremo 

CG  =  ^-^^-«"5  .  Ma  tang.  GRC=tang.  (  GHN^  CHN)  = 

tatfS. OHM  -f  tanj.  CHN  niTIVr ' ^^*  *  —  ^•'-  ^     *^^ /*  nTTM"  _^ 


rox.  r 


— j  dunque 


f  Si»,  t  —  cor»       cof.  f 
_      ^  coi.  /  -+  sew,  t       sen.  t 


tang.  GHG 


I  —  ^^^  t(tsen.t  —  cai.  r  ) 
sen. t{tcos.t^  seiTt) 


in  conseguenza  GG  =  — . 

Se  ora  col  raggio  CH  descriviamo  1*  arco  HR ,  avremo 
HR  ;  DA  ::u:a,  e  perciò  HR  =  f!?  =  CG ;  dal  che  segue  eh© 
prendendo   CG  per  snttangente ,  essa  è  sempre  eguale  air  arco 

Tom.  Il  Dd 
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Fio".  12.^^^-  incile  il  Geometra  di  Siracusa  aveva  ritrovata  questa  sin- 
golare proprietà  di  quella  spirale  . 

La  natura  delle  curve  polari  è  determinata  dalla  relazione 
-fra  r  ordinata  e  T  arco  di  un  circolo  cognito,  intercetto  tra  es- 
sa e  r  asse  j  arco  che  tiene  -luogo  d*  ascissa  :  potrebbe  anche  la 
natura  di  una  curva  essere  determinata  dalla  relazione  tra  T  or- 
dinata e  r  arco  , dì  una  curva  qualunque  cognita,  intercetto  tra 
la  stessa  ordinata  e  V  asse  :  per  averne  in  questo  caso  la  suttan- 
gente ,  la  subnormale  éCj  pieJrnrtitando  le  coordinate  della  cur- 
va ,  la  riporteremo  alle  coordinate  rettangole ,  e  vi  applichere- 
mo allora  le  formule  ritrovate  per  queste  curve . 

§.  85.  L^  ordinata  di  una  curva  è  una  funzione  dell*  ascisi 

sa  che  varia  con  la  variazione  dell'  ascissa  medesima  :  ora  au- 
mentando r  ascissa,  può  accadere  che  V  ordinata  aumenti  iino  ad 
nn  certo  pqnto ,  al  di  là  del  quale  essa  scemi ,  non  ostante  che 
r  ascissa  continui  a  crescere ,  oppure  che  1*  ordinata  scemi  fino 
ad  un  certo  punto ,  per  aumentare  di  nuovo  al  di  là  di  quel 
punto  ;  nel  primo  caso  si  dice  che  V  ordinata  diviene  Massi- 
ma \  e  nel  secondo  Minima . 
p.  La  Figura  i,^,  rappresenta  una  curva  EMM'M"P  che  ha 

^^Z'  '3(306  Massimi  in  M,M'%  ed  un  Minimo  in  M'.  La  stessa  is- 
pezione  di  questa  curva  basta  per  dimostrarci  che  nei  punti  del 
Maìssimo  e  del  Minimo  y  cioè  in  M^M^M'^  le  tangenti  della 
curva  sono  parallele  all' asse  f  e  che  nel  Massimo  la  concavi* 
tà  della  curva  è  voltata  verso  Tasse,  e  nel  Minimo  y  la  con- 
vessità della  curva  è  voltata  verso  di  esso . 

La  proprietà  che  ha  il  Massimo  o  il  Minimo  di  appar- 
tenere ad  un  punto  in  cui  la  tangente  è  parallela  a  IT  asse  ,  ci 
dà  il  mezzo  di  determinare  il  punto  ove  si  trova  il  Massimo 
o  il  Minimo;  questo  sarà  in  quel  punto  della  curva  nel  quale 

(^)  =  o,  poiché  (^)  è  la  tangente  dell'angolo  fatto  dalla  tan- 

geote  alla  curva  con  V  asse ,  il  quol  angolo  essendo  nullo ,  la 
tangente  della  curva  è  allora  parallela  al?  asse  ;  dunque  per  ve- 
dere se  una  curva  ha  dei  Massimi  o  dei   Minimi ,  conyeri^ 

licavare  dalla  di  lei  equazione  il  valore  di  (^),  il  quale  e- 
quagliato  a  zero ,  ci  darà  un*  equazione  tra  oc  ^yì  eliminare  per 


/ 
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mezzo  di  qnesta  equazione  e  di  quella  della  curva  ^  la  variabir 
3e  y  y  per  avere  un'  equazione  in  a?  ^  della  quale  tutte  le  radici 
reali  saranno  quelle  che  corrispondono  ai  punti  del  Massimo 
o  del  Minimo ,  e  le  ordinate  di  queste  ascisse  saranno  i  Mas* 
simi  ed  i  Minimi  cercati . 

Ma  come  distinguere  il  Massimo  dal  Minimo  ? 

Se  noi  facciamo  nelle  espressioni  delle  coordinate  a  e  h 
(  §•  80  )  9  le  quali  determinano  il  luogo  del  centro  del  circolò 

osculatore  (^)  =  o  1  avremo  a=:^x ^  h  =  y h*  i  * (^ì *  e  di 
qui  si  ricava  che  se  (~{)  è  una  quantità  positiva,  questo  cen- 
tro caderà  al  di  là  della  curva  ^  la  quale  sarà  io  conseguenza 
convessa  verso  Tasse,  e  vi  sarà  un  Minimo  \  e  se  (^)  è  ne* 

gativo  i  lo  stesso  centro  caderà  tra  la  curva  e  V  asse  ;  essa  vol- 
terà air  asse  la  concavità,  e  vi  sarà  un  Massimo. 

Ma  senza  far  dipendere  i  Massimi  ed  i  Minimi  delle  cur- 
ve dalla  Teorìa  delle  tangenti ,  noi  osserveremo  che  essi  rientra- 
no nella  classe  di  quelle  funzioni  capaci  di  divenire  Massime 
o  Minime ,  delle  quali  noi  abbiamo  di/fusamente  parlato  ai  §§t 
57.  e  segg  ;  giacché  qualunque  funzione  può  considerarsi  come 
1'  ordinata  di  una  curva ,  la  cui  ascissa  è  la  variabile  che  com- 
pone la  funzione  ;  per  questo  non  parleremo  ulteriormente  (dei 
Massimi  e  Minimi  delle  curve,  ed  altro  non  iaremo  che  dar-^ 
ne  alcuni  esempj , 

§.  86.  1  *.  Si  dimanda  la  Massima  o  la  Minima  ordinata 
neir  Ellisse  EDF  ?  '  ^^Ì-  5^ 

K  equazione  dell' Ellisse,  presa  V origine  delle  ascisse  in  E,' 

è  j^  =  ^  V(aax  —  5c*)i  essendo  a  =  al  semiasse  maggiore  CE, 
e  6  =  al  semiasse  minor»  DC,  e  però  (^)  =     f/'^^^\,=o 

ci  darà  V  equazione  del  Massimo  o  del  Minimo  ;  da  questa  si 
ricava  x  =ai  dunque  il  Massimo  o  il  Minimo  corrisponde  al 
centro  dell'  Ellisse ,  ed  è  lo  stesso  semiasse  minore  j  poiché  fe- 
cendo  a;  =  a  neir  equazione  della  curva,  abbiamo  jf  ==  fi , .  _ 

DiiFerenziamo  ora  il  valore  di  (j^)»  ed  avremo 


espressione  che  diviene  negativa ,  quando  facciamo  x  = 
que  r  ordinata  corrispondente  al  centro  deir  Ellisse  è 
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a;  dun- 
è  un  iWias- 

a^  Si  dimandano  i  Massimi  ed  i  Minimi  della  curva  espres- 
sa daU'  equazione  j^  =  a  -f-  sen>  x? 

Differenziando  quest*  equazione  due  volte  si  ha 

(j')  =  cos,x^  (^)  =  —  sen.Xì  dalla  prima  di  queste  due  e- 

• 

quazioni  si  ritrova  che  x  =  90"*,  x  =  270"* ,  a?  =  450* , 

a?  =  /ZT  H-  90*  (  essendo  t  la  semiperiferia  del  circolo  )  saran- 
no i  valori  delle  ascisse ,  i  quatì  corrisponderanno  alle  Massi- 
me o  Minime  ordinate  della  curva  proposta;  e  dalla  seconda 
sì  deduce  che  x  =  gd"  corrisponderà  ad  un  Massima  x  =  27o° 
ad  un  Minimo \  07=450**  ad  un  altro  Massimo  te:  la  Figu- 
ra 14  esprime  una  tal  curva:  le  ascisse  AP,  AP  ec. ,  sono  e- 
guali  agli  archi  ApyAp  ec,  e  le  ordinate  PM,PM  ec,  sono 
eguali  ad  AB  {z=:  a)  h-  sen  Ap . 

S"".  Supponendo  una  sfera  riferita  a  tre  piani  perpendicolari 
tra  loro  ,  per  mezzo  delle  coordinate  rettangole  x  ry  j  ^j  si  cer- 
ea ove  si  troverà  la  Massima  ordinata  z . 

L'  equazione  della  sfera  è  {a  —  xY  ^  {h  — y)*^(^  — 
zY  =^  r^y  essendo  a^  b  j  e  le  coordinate  del  centro ,  ed  r  il  suo 
raggio  :  differenziandola  adunque  rapporto  ad  a;  e  rapporto  ad 
y  >  avremo 

_(a-«)-(c-a)(g)  =  o, -(S-j.)-(c-z) 

daTFe  quali  otteniamo 

r^)  =:r— .  ini',  f^)=^  — ^ni^;  ora  facendo 

(^)=:o,  (— )==o,  come  ci  prescrive  la  regola  data  al  §.  60, 

otterremo  a  —  a?  =  o,  5  ;;-  y  =b  o  j  e  quindi  ar  =  a  ,  ^=  5  : 
dunque  la  Massima  o  la  Minima  ordinata  della  sfera  sarà  quel- 
la che  passa  per  il  centro  di  essa .     , 
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Il  valore  di  questa  Massima  o  Minima  ordinata  ci  è  da- 
to dall'equazione  delJa  curva,  facendovi  x  =  a^  yz=ih\  abbia- 
mo infatti  (e  —  j5  )^  =  r*  >  ovvero  e  —  2;  =  dt  r ,  e  quindi 
z  z=  e  ^  Ty  2;  =  e  —  r:  corrisponde  dùnque  allo  stesso  pun- 
to del  piano  un  Massimo  ed  un  Minimo  \  z  =  e  ^  r  è  il  Mas- 
simo y  z  =  e  —  r  è  il  Minimo  . 

Questa  medesima  conseguenza'  si  deduce  dai  criterj  dati  al 

§.  60:  ivi  abbiamo  detto  che  2;  sarà  MassÌ7na  quando  (^)i 
(^)  avranno  un  valor  negativo ,  e  Minima  quando  lo  avran- 
no-  positivo,  purché  nei  due  casi  sia  (£i)  (^)  >  (-£|-)  •  ora 

differenziando. le  ritrovate  eqnazioni,  si  ha  (%  f )  =— i-,  (^) 
_L_,  (——)  =  o,  nelle  quali  ponendo  per  z  il  suo  primo  va- 

lore  ,  otteniamo  (^)  =  —  y  =  (^)>  e  ponendovi  il  secondo  » 

otteniamo  (^)  =  -^==(^);  dunque  z^=:^c  ^  r  h  la  Mas^ 

simxt  ordinata- ,  e  2^  =  e  —  r  la  Minima . 

Crediamo  inutile  trattenerci  di  piii  sopra  questa  materia  cfie 
abbiamo  d' altr' onde  abbastanza  spiegata  al  Capitolo  antecedente. 

§•   87.  Quando   una  linea   curva  EP  riferita  air  asse  AB ,  ^.      ^ 
di  concava  come  essa  è  in  EH,  diviene  convessa  come  in  HP    ^2' * 
o  viceversa,  continuando   il  suo^  cammino  dalla  stessar  parte,  il 
punto  H,  ove  segue  quel  cangiamento,  cbiamasi  punto  di  Fles- 
so contrario  ^  o  semplicemente    di  Flesso  ;  e  se   nel  passare 
alla   convessità  torna  indietro  ripiegandosi  sopra  la  medesima  y  il  ^. 
posto  H  si  chiama  allora  di  Regresso^.  ^^'  ^^' 

Tanto  neir  uno  che  neir  altro  caso ,  preso  un  raggio  os* 
culatoro  M'C  nella  parte  convessa  HF  della  curva ,  e  presone 
uiio  MG  nella  parte  concava  EH ,  V  ordinata  del  punto  di:  con- 
tatto M'  per  il  primo  raggio ,  è  minore  dell'  ordinata  del  di  lui 
centro»  C^,  cioè  M']?'<C'^;  e  viceversa  T  ordinata  del  punto 
di  contatto  M  dell'  altro  raggio,  è  maggiore  dell'  ordinata  del  res- 
petti vo  suo  centro  C ,  cioè  MB  >  C^ . 

Incominciamo  dal  considerare  il  Flesso ,  ed  indicando   per  ' 
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y   r  ordinata  che  corrisponde  al  pnot»  di  flesso  >  essendo  «  T  as- 
Tiff.  17.    *  ' 

cissa  )  e  facendo  FP  =  (o ,  FP = ìw' ,  avremo 

^        =]y[P,  j'  ^  .  =  M'P'.Faccaanio>=y        ,y=v       ,> 

e  s'  avrà  (  §.  80  ) 
Cp=>H.(,-^.(g)-):(0) 

Cp-=yH-(l-Kf)-):(^-^') 

acciò  dunque  la  curva  abbia  uq  punto  di  flesso  ^^  converrà  che 

le  due  quantità  (vt)>(t4-)  siano   di  segno  contrario.  Svilup- 

piamo  in  serie  queste  «quantità  .^  lermiuaudo  la  serie  al  terzo  ter- 
mine ,  ed  avremo 

Ora  ui>  ragionamento  simile  a  qiiello  fatto  per  i  Massimi^ 
ed  i  Minimi  {  §.  57  )  ci  dimostrerà  che  non  possono  quelle  quan- 
tità essere'  di  segno  contrario  per  tutti  i  valori  possibili  di  «  , 

se  non  è  (^•^)  =  o;  dunque  il  flesso  contrario  d'una  curva  sa- 

xà  in  quel  punto  nel  quale  ( -^)  =  o:  dunque  <Ìata  Tcquazione 

d'  una  curva  )  troveremo  Y  ascissa  corrispondente  al  flesso ,  e- 
guagliando  a  zero  la  difFerenziale  seconda  della  di  lei  ordinata 
espressa  in  funzione  della  ascissa  x  »  e  cercando  le  radici  reali 
ed  i  valori  di  :x  che  soddisfenuo  ad  iinà  tale  equazione- 

Se  la  suppostone  ('^)  =  o  annullerà  anche  (t4)»  ^^^ 
vi  sarà  iflesso^  tjuando  non  TÌpianes^  ancora  annullato  (^);  e 

se  annullata  quest'ultima  ^uantitì^,  s^  annullerà  (vi)  senza  che 
accada  lo  8te?so  della  ( -~i)  non  vi  sarà  flesso >  e  così  di  seguito. 
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In  generale,  per  avere  uti  punto  di  flesso,  bisogna  che  nella 
serie  . 

Y  ùltimo  termine  che  s*  annulla  sia  una  differenziale  d*  ordine 
pari. 

Combinando  dunque  ciò  che  .  abbiamo  detto  (  §.  58  )  con- 
cluderemo che  se  una  curva  ha  dèi  Massimi  0  dei  Minimi  y 
corrisponderanno  essi  a  quei  punti  nei  quali  le  differenziali  de- 
gli ordini  impari  dell'  ordinata  s'annullano,  e  se  ha  punti  di  fles- 
so >  in  questi  s*'  annulleranno  le   differenziali  degli  ordini  pari . 

Siccome  poi  la  curva  EH  è  concava  quando  (— f  )  è  negativo ,    ^^'  '^" 
e  convessa  nel   caso  opposto  ;  così  quando  essa  abbia  un  punto 
di  flesso,  passerà  dalla  concavità  alla  convessità  se  (^)  sarà  ne- 

gativo,  posto  che  il  flessa  ci  sia  dato  dall' eqaazione  (^)=o; 
se  poi  daià  il  flessa  T  equazione  (^)=  ©,  allora  la  curva  sa- 

t 

Ta.  prima  concava  o  convessa  secondo  che  (—}  sarà  positivo  o 

negativo  .  Questa  osservazione  che  stabilisce  il  criterio  ,  onde  co- 
noscere r  andamento  della  curva  che  ha  il  flessa,  si  deve  al  Ma- 
tematico Paolo  Frisi  (a), 

§.  88.  Per  determinare  il  regresso  r  rignardiama  le  ascisse  e 
le  ordinate  come  funzioni  degli  archi  cni  "corrispondono .  Siano 
donjne  y^ ,  x^  V  Ordinatac  V  ascissa  dèi  regresso»  essendo  s  T ar- 
co corrispondente  EH.  Facciamo  MH  =  w,  HM'  =  w%  ed  a- 
vremo  >  =  MP  =  v        ,  /  =r  MT'  =y       , .   Ora  riguardan- 

do  j'  ed  «  come  due  fanzioni  di  s,  le  quanti^  (è),(^)  sa- 
ranno egaalmente  funzióni  di  «:  indichiamole  per^(4),F(«), 
6  sarà 


^*>^»«WBaiWWi«MaB*iMMlMMM^M«M«« 


{a)  Dissertationum  variarumt  Tom.  II.  pag.  180. 


i 
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Cp   =>-i- (l-l-^* («  —  «))  :P(«  —  W) 

Acciò  dunque  la  curva  abbia  un  punto  di  cegressO:*  conver- 
rà che  le  due  quantità  F(s  —  w),F(«-i-w)  siano  di  segni 
contrari,  giacché  ih-^*(s  —  w),  ih-^'(«H-w')  sono  sem- 
pre del  medesimo  segno  ;  ora  affinchè  questo  abbia  luogo  è  ne- 
cessario (  §.  87  )  che  sia  F(  s)  ==  o  j  dunque  F(s)  =  o  ,  ov- 
vero (^)  =  o  *3rà  »a'  equazione ,  la  quale  ^ovrà  aver  luogo 

nel  punto  di  regresso  ^  ed  il  valore  di  x  che  .ci  sarà  -dato  da 
quest'  equazione  y  sarà  Y  ascissa  corrispondente  al  regresso  :  di  qui 
si  vede  .che  la  medesima  equazione  che  ci  dà  il  flesso,  può  dar- 
ci ancora  il  regresso. 

Affinchè  m  una  curva  si  al)bia  un  punto  di  flesso  o  regres- 
so, abbiara  dimostrato  che  le  due  quantità  (£7)j(£v)»  debbono 
essere  di  segni  contrarj .  Lo  stesso  avremmo  potuto  dimostrare 
delle  quantità  —^~  j  ——  •  ord,  rappresentando  in  generale  per 

L  il  valore  di  (0),  per  ^^  qnello  di  {^^) ,   e  per  |   quello 

di  (^),  acciò  siavi  il  flesso  o  regresso  in  una  curva  corris- 
pendente  alle  coordinate  a? ,  j^ ,  dovranno  le  quantità  ;^  »  ^7  >  o^" 
vero  —-,  %  essere  di  segni  contrarj ,  ed  affinchè  ciò  succeda  do- 
vrà «ssere  ^  =  o  ,  ovvero  §  =  o  . 

Quest*  ultima  equazione  ci  dà  -^  =  ^  =  —  =  00  ;  dunque 


jQ  Q 


d'y 


il  flesso  o  il  regresso  ci  è  dato  dall'equazione  (~\)  =0, 


dall'  equazione  (  — ^  =  00  ;   dimodoché   si  proveranno   ambedue 
le  equazioni  (j^)  =  o,  (^)  =  co,  onde  avere  tutti  i  punti 
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dì  flesso  o  di  regresso  che  possono  trovarsi  io  una  curva . 

Non  vi  è  una  regola  per  distinguere  se  un  ritrovato  punto 
sia  veramente  un  flesso  od  un  regresso  9  e  ciò  clie  ne  hanno  det« 
to  finora  gli  •Autori,  è  a  mio  parere  inesatto. 

Il  Sig.  Bossut  ci  insegua  )j|  sostituire  il  valore  della  ascissa 
corrispondente  ad  un  tal  punto  singolare  ed  aumentato  d*  una 
piccola  quantità ,  nella  espressione  della  ordinata  >  ed- osservare 
se  r  ordinata  diviene  immaginaria,  nel  qual  caso  ei  dioe^  che 
il  punto  singolare  sarà  un  regresso;  ma  la  curva  può  relativa^ 
niente  all'  asse ,  esser  situata  in  modo  che  vi  sia  un  regresso  sen- 
za che  queir  ordinata  divenga  immaginaria  • 

Sembrami  che  dalla  seguente  osservazione  si  potrebbe  rìca^ 
vare  una  regola  sicura  . 

„  Piesi  due  centri  C  ,  (T  di  due  raggi  di  curvatura  MC ,  — . 
,  M'C%  al  di  qua  ed    al  di   là  del  punto  di  flesso  o  regres-  *^S- '7* 
,  so ,  e  determinata  la  posizione  della  linea  CC  che  gli  unisce, 
,  se  la  curva  avrà  un  punto  di  comune  con  la  retta ^  e  questo 
,  situato  tra  i  due  c^entri  C  ^  C  relativamente  alla  retta  ,  e  tra 
,  i  due  contatti  M,  M'  relativamente  alla  curva,  vi  sa^rà  il  fles- 
,  so  i    e   quando  o  non  vi  sarà   questo  punto   comune ,    o    ve 
,  ne  saranno  due-,  allora  la  curva  avrà  un  regresso  „ .   La  tra- 
duzione pelò  di  questa  osservazione  in  espressione  analitica,  sa- 
rebbe complicata  non  poco,  e  resta  sempre  a  desiderarsi  un  cri- 
terio semplice  e  sicuro  per  distinguere  i  flessi  dai  regressi . 
Facciamo  alcuni  esempi  delle  spiegate  dottrine  • 
1^  Si  dimanda  il  punto  di  regresso  nella  curva  rappresentata 
dall'  equazione  y^  ^=a^x  che  è  la  prima  parabola  cubica  ? 


Quest'equazione  ci  dà  j^  ==  a^ a?^ ,  e  quindi  {—^) 

dal  che  si  ricava ,  facendo  (~^)=roo>  a?  =  o:  il  punto  di  re- 
gresso adunque  sarà  nell'  origine  delle  ascisse  • 

a"".  Si  dimanda  il  punto  di  flesso  nella  Concoide  di  Nicomc- 

de  ,  la  cui  equazione  h  y=:  irti?  (^a*  —  x^)^? 

« 

Differeaziaado  due  volte  si  trova 
Tom.  IL  E  e 
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—  (-^  )  =: i^ ^,  e  quindi  egnagliando  a  zera  qiie- 

Sta  espressione  /  abbiamo  a:*  h-  3^-^'  —  ^ab  =  o  ;^  dalla  risolu- 
zione di  questa  equazione  si  trova  il  valore  dell'  ascissa  corris- 
pondente al  flesso  contrario  ;  anzi  siccome  un  valore  di  x  ci  dà 
due  valori  per  y  eguali  e  di  segui  contrarj,  la  curva  avrà  due 
flessi  ad  eguali  distanze  da  una  parte  e  dall'  altra  dell*  asse 
delle  ascisse  , 

§•  89.  Per  quanto  non  si  pòssa  determinare  la  direzione 
d'  una  curva  in  un  qualunque  suo  punto  ^  poiché  essa  varia  con- 
tinuamente y  pure  per  direzione  d'  una  curva  in  un  certo  di  lei 
punto  ^  si  intende  comunemente  la  direzione  che  vi  ha  la  tangen- 
te ;  cosi  il  Problema  che  dimanda  la  determinazione  di  quella 
direzione  nel  luogo  corrispondente  ad  una  ascissa  x  =  a  y  è  ri- 
soluto quando  si  assegni  la  posizione  della  tangente  alla  curva 
in  quel  luogo  medesimo .  , 

Ottenuto  adunque  mercè  la  differenziazione ,  il    vaforc   di 

(^)  che  sarà  in  generale  una  funzione  di  a; ,  j/>  e  ridotto  ad  es- 

sere  una  sola  funzione  di  x  .(  col  sostituirvi  per  y  il  valore  in 
X  dato  dair  equazione  della  curva  )  porremo  in  esso  x  =  a  ^ 
ed  avremo  allora  la  direzione  della  tangente  alla  curva  nel  pun- 
to corrispondente  ad  a;  =  a ,  ed  in  conseguenza  la  direzione  del- 
la curva  in  quel  punto  medesimo . 

Se  questa  supposizione  re  =  tì  renderà  (^)=:^,  allora 
cercandone  il  valore  >  come  abbiamo  insegnato  al  §•  45  ,  avre- 
mo  (  ^  )  dato  per  un'  equazione  di  secondo  grado ,  ed  in  conse- 

guenza  due  valori  per  esso .  Vi  saranno  allora  nel  punto  corris- 
pondente air  ascissa  a?  =  a  due  tangenti ,  e  vi  passeranno  in  con- 
seguenza due  rami  di  curva  :  nello  stesso  modo  se  la  nuova  es- 

pressione  trovata  per  (  ^  )  diasi  per  mezzo  di  una  equazione  del  ter- 

zo  grado  ^  avremo  allora  tre  valori  per  (^)^  ed  in  conseguen- 

za  tre  tangenti  nel  punto  dato  ,  per  cui  passeranno  tre  rami  di 
curva ,  e  così  di  seguito . 
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Viceversa,  data  V  equazione  d'  una  curva,  potremo  facilmen- 
te determinare,  se  essa  ha  dei  punti  multipli,  e  quali.  Per  que- 

sto  ricaveremo  il  valore  di  (  ^  )  dair  equazione  della  curva  ,  e 

supponendolo  =  — ,  faremo  P  =  o ,  Q  =  o  :  queste  due  equa- 

zioni  in  «?  ed  j^  ci  daranno  jc  =  a ,  j^  =  è  ,  e  se  tali  valori 
soddisfaranno  all'  equazione  della  curva ,  avrà  essa  un  punto  mul- 
tiplo ,  e  quando  ciò  non  succeda ,  non  vi  sarà  alcuna  di  questi 
punti . 

Per  decidere  poi  della  moltipllcità  del  punto ,   osserveremo 

se  X  =  a,  ^  =  ò  ,  i  quali  rendono  (^)  =  —,  riducono  ancor?., 
indeterminato  il  nuovo  valore  che  si  ritrova  per  f^)z=L^  e 
quando  ciò  non  succeda,  la  curva  avrà  un  punto  doppio;  lo  a- 
vrà  triplo  se  quei  valori  rendono  anche  =^  —  la  nuova  ^pres- 
sione trovata  per  (^)i  «  ^osì  di  seguito. 

Per  farne  un  esempio,  si  dimandi  se  la  curva,  la  cui  equa- 
zione h  x^  —  Qx^y  H*  by^  =  o  ha  punti  multipli  ? 

Dalla  differenziazione  di  quest^  equazione  si  ha 
• 

4a?'  —  Q.axy  —  (  ax^  —  ^by""  )  (^)  =  o  che  ci  dà 

(£)  =  -^  =  S"^?  '  «  9°'»^''  4»'  -  2<«u-  =  o ,  ax'  - 

gby*  =  o .  Da  queste  due  ultime  equazioni  si  ricava  a?  =  o , 
^  =  o  ,  i  quali  valori  soddisfacendo  alla  proposta ,  ci  dicono  che 
essa  ha  un  punto  multiplo  nell*  origine  delle  coordinate . 

Per  trovare  il  grado  di  multiplicità  del  punto ,  differenzia- 
mo un'  altra  volta ,  ed  avremo 

iax'-2aj.~4a*.(£)~{aa;*-36y)(0)H.Ab'(gr=ro; 

facendo  a?  =  o  ,  y  =  o,  sarà  f  ^)*  =  £. ,  dal  che  si  riconosce 

che  il  punto  è  triplo ,  o  che  passano  per  Y  origine  delle  coor- 
dinate tre  rami  di  curva.  Il  punto  è  triplo,  perchè  differenziando 
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fili  Quovo  il  valore  di  (~)i  non  diviene  esso  indeterminato  per 

*  =  o  ,  j^  =  o  . 

§.  90.  Parliamo  ora  della  Quadratura  e  della  Rcttiiicazio- 

ne  delle  curve ,  come  pure  della  cubatura  dei  solidi .  Sia  y  = 

Ver    S\f^  r  equazione   della  curva   EF;  lo  spazio  EHP  sarà   ancora 

^^"      *  esso  una  funzione  della  ascissa  x  che  indicheremo  per  Fa?  >  e  la 

determinazi€>ee  di  questa  funzione  Fa?  chiamasi  Quadratura . 

Per  ottenerla,  supponiamo  che  AP  divenga  AM>  ovvero 
che  X  divenga  a;  -t-  w  ,  ed  avremo  MN  =^f{  a?  -h  w  );  ENM  = 
F(x^w):  sarà  dunque  ENM  —  EHP  =  F(«-m*)  —  P(a?), 
e  compiendo  i  rettangoli  PHSM  ,  PQNM  i  quali  sono  PHSM  = 
ìMifx  r  PQNM  ==  ijùf(  a?  H-  w  ) ,  vedremo  che  lo  spazio  F  (  a?  h^ 
w)  —  F(a?)  dovrà  essere  sempre  minore  del  rettangolo  circo- 
scritto alla  curva  ,  e  maggiore  deir  iscritto  ;  dovrà  dunque  essere 

wf(xH-w)>I''(^H-w)  —  F(x)  >  wf(cT) 

qualcrnque  d*  altronde  sia  co  ovvero  PM .  Ora  Io  sfesso  ragio- 
namento che  abbiamo  fatto  al  (§.  81)  per  trovare  la  diffeienziale 
dcir  arco  di  una  curva  y  ci  dimostrerà  che  questa  condizione  non 

può  avverarsi  se  non  è  (  —  )  =fx  >  cioè  se  la  differenziale  del- 

io  spazio  EPH  divisa  per  dx ,  non  è  eguale  all'  ordinata  y  ;  dan- 
qne  avremo  sempre 

ifjdx^ydx. 

Se  noi  adesso  rammentiamo  ciò  che  è  stato  detto  al  (  §  50}  $ 
che  €Ìoh  /p{x)dx  esprime  qaella  funiione  ^(o?)  di  Xy  la  cui 

differenziale  è  la  stessa  quantità  (p{x)dxi  avremo /( ^ ) c?a:  = 

F(x)  =/ydxi  cioè  in  qualunque  curva  lo  spazio  EHP  egua- 
glia r  integrale  dell'  ordinata  moltiplicata  per  dxy  aumento  inde- 
terminato deir  ascissa  -x . 

Noi  abbiamo  tacitamente  supposto  in  questa  Analisi  che  la 
porzione  di  curva  HN  non  contenga  ne  un  Massimo  uè  un  Mi- 
nimo :  questa  supposizione  è  legittima  >  poiché  se  un  Massimo  y 
od  un  Minimo  vi  si  trovasse  ^  potremmo  assegnare  ad  w  una  tal 
grandezza  che  il  Massimo  o  il  Minimo  cadesse  al  di  qua  o 
aldi  là  dei  punti  di.  curva  corrispondenti  allo  stesso  u: . 
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Se  la  funzióne  jf(«?)  esprimesse  T  area  della  sezione  d'  nn 
solido  fatta  perpendicolarmente  air  ascifrsa  x  j  si  dimostrerebbe 
nella  stessa  maniera  ehe  la  solidità  è  espressa  dall'  integrale  di 
f{x)dai'y  imperciocché  indicando  per  F{x)  questa  solidità  ^  la 
differenza  F(a?«^w)  —  F(a;)  esprimerebbe  la  porzione  del  so- 
lido compresa  fra  le  due  sezioni /*( a:) ^^(a^ -t-w)^,  e  questa 
porzione  sarebbe  necessariamente  maggioie  di  uno  dei  solidi  pris- 
matici wf(»)>  e  miflore  dell'altro  wjr(  a;H-<«)  )  >  prendendo  co 
quanto  si  vuol  piccolo;  dal  che  ne ,  coacluderemmo  che  de  ve  es- 

sere  (^)=j^,  e  quindi  'F(x)=Jyd'x  ^ 

,>  Cosi  per  avere  la  solidità  d'  un  solido  qualunque,  Bisogna 
„.  prendere  V  integrale  della  funzione  che  rappresenta  la  di  lui 
^>  sezione  perpendicolare  all'  asse  degli  x  j  moltiplicata  per  dx 
yy  e  corrispondente  alfa  stessa  ascissa  a?  » . 

Sia  la  cnrva  da  quadrarsi  una  parabola  Apoiloniana  di  pa-* 
rametro  a .  li  equazione   di  questa  curva  è  y^  =  axj  ovvero 

y  =  \/(aa:)  :  sarà  dunque  Fa?  =  fy/{o.x)  .  dx  =l  —  v^((2x')  = 

—  xyi  e  perciò  EIIF==-  — ajy  =  —  EP  .  PH;  Io  spazio  adunq^ue 
^  *  ^  Fig.  i8* 

parabolico  eguaglierà  dne  terzi  del  rettangola  circoscritto. 

Determiniamo  la  solidità  della  Paraboloide  .  L'  Asse  della 
.Paraboloide  sia  V  asse  degli  or,  ed  il  vertice  di  essa  sia  T  ori- 
gine delle  ascisse.  Una  qiiilunqne  sezione  perpendicolare  all'as- 
se e  corrispondente  all'ascissa  Xy  sarà  t^  ,  ovvero  (  ponendo 
per  y^  il  suo  valore  ax  )  ,  sarà  vax  (  essendo  ir  la  semicircon- 
ferenza del  circolo  che  ha  per  raggio  Tuflità  ).      ' 

La  solidità  adunque  sarà 

fTOxdx  =  Tofxdx  =  Ta  — =  tv*  .  — ,  cioè  la  solidità  cercata  e- 

guaglìerà  k  metà  del  cilindro  circonrscritto .  In  generale  rappre- 
sentando per  y  una  qualunque  funzione  fx  di  a; ,.  la  quantità 
^(JxY  esprimerà  la  sezione  perpendicolare  alleasse  degli  x  in 
qualunque  solido  di  rivoluzione  la  cui  curva  generatrice  è  jf  = 
Jxy  ed  in  conseguenza  f^ifx)^ .  dx  =  ^/(Jxy  .  dx  esprimerà  la 
solidità  dello  stesso  solido. 
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§.  91.  Si  chiama  Rettificazione  di  una  curva  la  determina- 
zione della  di  lei  lunghezza ,  o  piiì  generalmente  parlando ,  là 
determinazione  d*  una  qualunque  di  lei  porzione  in  funzione 
dell'ascissa  cui  quella  corrisponde;  così  essendo  y  =fx  Tequa- 
ji-  o  zione  della  curva  ZZ,  e  facendo  AP  =  ar,  PM=j^  se  indi- 
^'  '  chiamo  per  l^x  T  arco  ZM,  per  rettificare  la  curva  ^  conviene 
determinare  la  funzione  Par. 

Ora   noi  abbiamo   dimostrato   al  §   81  cbe  la  difFerejjziale 

deir*arco  è   sempre  legnale  a  v'(ih-(^)*}i  dunque   (  — )  = 
V'C'H-Cg)'),  e  quindi /(£)d«  =  Fx=/(.-^(g)•)^rfx. 


N^ 


,,  Dunque  per  avere  la  funzione  rapp^esentan^e  un  arco  qua- 
,,  lunqne  corrispondente  all'ascissa,'  bisogna  prendere  rintegra- 

„  le  di  (  I  H-  {j^yY  '  ^^  ^^^P^  avervi  sostituito  per  (^)*  il  va- 

^5  lore  dato  dalT  equazione  della  curva  „  . 

Immaginiamo  che  la  curva  ZZ  ravvolgendosi  intorno  Y  as^ 
se  delle  ascisse ,  generi  una  Conoide  ;  le  sue  ordinate  MP  = 
y=rfx^  QN  = /*(  o:;  H- to  )  descriveranno  nel  tempo  stesso  due 
circoli  di  cui  queste  ordinate  saranno  i  raggi  :  T  arco  MOL  de- 
scriverà una  Zona  Conoidica;  la  tani>enre  MT  e  la  linea  MF 
parallela  ad  NS-,  descriveranno  delle  Zone  Coniche ,  tra  le  qua- 
li la  Zona  Conoidica  sarà  necessariamente  contetiuta:  onde  per- 
suadersene^ basta  supporre  che  V  intiera  figura  ZMN772Z!  si  rav- 
volga intorno  all' .asse  AB^  -ed  allora  le  tre  sujìcrficie  descritte 
dalle  linee  spezzate  MFm  ^  MNot  ^  MTot  ,  tivraniK)  i  medesimi 
termini ,  volteranno  sempre  la  concavità  dalla  medesima  parte  , 
comprendendosi  una  entro  Y  altra  :  sarà  dunque  la  superficie  de- 
scritta da  MTm  maggiore  di  quella  generata  da  MN;;2  ^  ^  que- 
sta maggiore  dell'  altra  fatta  da  MF/tz  ,  e  le  metà  di  queste  tre 
superficie  avranno  ancora  lo  stesso  rapporto  tra  di  loro. 

Ora  la  Geometria  e' insegna  ,  clie  la  superficie  convessa 
d'  un  Cono  troncato  è  eguale  al  soo  lato  moltiplicato  per  la  ?e- 
niisomma  delle  circonferenze  delle  due  basi  ;  dunque  indicando 
per  ^  la  circonferenza  del  circolo  di  cui  il  raggio  è  •=  i,  la 
superficie   della  Zona  Conica   descritta   dalla   tangente   MT  = 
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«v'Ci  ^(g)*)=xw^(»),  (  Scendo  ^(a?)=v/(T -+(^)*), 

sarà  w^(ap).fl.(/«H-|(^));  poiché  i  raggi  delle  due  basi  so- 
no rnnoMP=y=/«,  l'altro  QT  =  QRH-R'r=j'H- «x 

( £ )  =f^ '+^i^)\  la  superficie  dell*  altra  Zona  descritta  dal- 

« 

la  retta  MF  =  NS  =  wa(a;H»  w)r  sarà 

w^(xH-w).r{/(a;)H-^(^^-^)},  imperocché  è   facile 
vedere  che  i  raggi  delle  basi  di  questo  tronco  di  cono  saranno 

/(a;)  =  PM,QF=/(!c)H-RF=/xH-w(^±il]);sedjun- 


qne  rappresenfiama  per  Yjc  la  funzione  deir  ascissa  che  esprime 
la  superficie  della  Conoide  y  è  chiaro  che  la  Zona  Conoidica 
sarà  espressa  per  Hf(x^i^)  —  ^rx  y  e  che  questa  difierenza  do- 
vrà essere  contenuta  tra  le  due  quantità 

comunque  piccolo  si  prenda  oo  ;  si  dimostra  con  un  ragionamen- 
to simile  a  quello  fatto  (  §  81  ),  che  questa  condizione  non  può 
avverarsi  in  generale  9  se  non  è 

Avremo  per  tanto 

Faremo  le  applicazioni  dì  queste  Teorie  qnando  tratteremo 
deir  integrazione  delle  funzioxii . 

Scolio  .  La  normale  di  una  curva  M  riferita  alle  coordina- 


1  N 

2 


te  ortogonali  a7»j^i  è  (  §  78  )  eguale  ad  yV(i  H-C^)*);  se 
dunque  costruiamo  un'  altra  curva ,  la  quale  avendo  per  ascissa 
la  X  abbia  per  ordinata  una  quantità  z=j'V(*H-(^)')>Iadi 
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lei  superficie  sarà  fzdx  =  fy  y/  (a  ^  (^f  )  .  dx  i  ma 
abbiamo  trovata  qoì  sopra  la  superficie  della  Conoide  Vx  = 
T^v^(i  H'{j^y)'dxi  dnngue  avreoio  la  prima  superficie  alla 

I 

seconda  :  :  i  :  r . 

^  Generalmente  la  Figura  fatta  dalle  perpendicolari  ad  nna 
„  curva  data  9  applicate  come  ordinate  air  asse ,  è  proporzionate 
9,  alla  superficie  dello  stesso  solido*  di  rivoluzione ,  formato  dal- 
5,  la  rotazione  della  data  curva  medesima  n . 

Questo  Teorema  è  il  primo  cui  Leibnizio  abbia  applicato 
il  dalcolo  Differenziale.  " 

Prime  Applicazioni  alla  Meccanica 

§.  92  Ogni  movimento  s'  esprime  analiticamnnte  per  un  rap- 
{)orto  fra  lo  spazio  ed  il  tempo:  lo  spaz  o  e  stnjj»;e  ni>fi  fun- 
zione del  tempOr  e  parlando  del  nioto  i^mlineo,  se  indichiamo 
per  s  e  per  é  quelle  due  quantità-,  5  =r.f\^t)  sarà  Y  equazio- 
ne che  esprime  analiticamente  tutti  i  movimenti  possibili  in  li- 
nea retta .  Si  avranno  adunque*  tanti  diversi  movimenti ,  quan- 
ti sono  i  valori  che  possono  darsi  a  jf(f).  L*  osservazione  e 
V  esperienza  ci  ha  dimostrato ,  cIm  due  soli  movimenti  semplici 
esistono  nella  natura ,  i  quali  sono  rappresentati  da  5  =  aty 
s  =  bt^  :  il  primo ,  cui  appartiene  Y  equazione  s  =  a£  ^  sì  chia- 
ma Moto  Uniforme ,  ^d  in  questo  ^li  «pazj  percorsi  sono  pro- 
porzionali ai  tempi  impiegati  a  percorrerli:  il  secondo  dato  dall'al- 
tra equazione  5  =  èf %  si  chiama  moto  uniformemente  accelera- 
to >  ed  in  questo  gli  spazj  sono  proporzionali  ai  quadrati  dei  tem- 
pi impiegati  a  percorrerli  • 

Si  sa  dalla  Meccanica  »  che  il  moto  uniforme  è  quello  ^ 
col  quale  si  moverebbe  un  corpo  messo  in  cnoto  da  una  causa 
istantanea  (  da  una  causa  cioè  9  che  dopo  avere  in  un  istante 
agi«3  sopra  di  esso,  lo  abbandona  )  f;e  tntti  gli  ostacoli,  e  le  re- 
sistenze che  incontra ,  non  alterassero  quel  movimento  :  il  coef- 
licicnie  costante  a ,  che  entra  neir  equazione  di  questo  moto ,  e 
chiamato  Velocità  ;  questa  dunque  è  il  rapporto  fra  Io  spazio 
ed  il  tempo ,  rapporto  che  è  costante  in  un  medesimo  moto  u- 
nifòrme ,  e  che  varia  da  un  moto  all'  altro . 


r 
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Si  sa  |«iiinentìc  dalla  Meccanica  »  che  il  moto  accelerato 
anifonnemente  è  quello  coi  quale  si  muovono  i  Corpi  libera- 
mente cadenti  in  virtù  della  gravità,  astraendo  però  dalla  resi- 
stenza dell*  aria  i  e  che  in  generale  esso  è  prodotto  da  una  for- 
za la  quale  agisce  costantemente  ed  egualmente  sopra  d*  un  cor- 
fx>  mettendolo  in  fuoto ,  «  continuando  la  sua  azione  con  la  me- 
desima intensità ,  con  la  quale  ha  agito  nel  primo  moonento ,  an- 
che npl  tempo  stesso  in  coi  ^el  corpo  si  aauave .  A  questa  for- 
za che  si  /Chiama  fhr%a  Accelerattice ,  la  quale  è  costante  in 
pno  stesso  «ovioteiito^  jb  ohe  varia  da  un  movimento  all' altro  « 
è  proporzionale  il  coefficiente  b  che  entra  nell*  equazione  s  = 
ht*  )  e  che  esprime  il  rapporto  ira  gli  spaz)  ed  i  quadrati  dei 
tempi  \  .coefficiente  che  è  costante  io  90  medesimo  iuoto>  e  d» 
varia  da  nn  movimento  -all'  ifltre . 

Si  sa  infine  dalla  suddetta  Scienza  rche  esìste  in  natura  an- 
cora il  .moto  composto  di  questi  due  movimenti,  rappresentato 
-dàir  equazione  5  =  af  h-  &f'  >  <^e  questo  è  quello  con  cui  si 
ninovono  i  corpi  gettati  verticalmente  di  alto  in  basso  >  o  di  bas- 
so in  alto  :  re  che  in  questo  moto  composto  >  i  due  movimenti  in 
pulla  <i  tutJ>ano ,  .«ssendo  lo  spazio  sempre  eguale  all'  aggrega- 
to dei  due  spaz;  che  il  corpo  .descriverebbe  animato  separata- 
mente da  quei  movimenti  ad  uno  per  volta . 

Questo  premesso ,  <;onsideriamo  un  movimento  qualunque  ret- 
tilineo rappresentato  dall'  equazione  s  =,p{t) .  Alla  line  del 
tempo  .«  il  mobile  avrà  percorso  lo  spazio  p{,t\%  ed  alla  &)e 
del  tempo  ^h>u,  egli  avrà  percorso  lo  spazio  ^(f— f-xi));  saia 
dupqtie  ^(/H-u) — J^(^)  lo  spazio  percorso  nel  tempo  w,  il 
<{ual6  comincia  quando  il  tempo  t  unisce .  Sviluppiamo  in  «erie 
la  funzione  ^  (  f  r^h  w  )  >  ed  avxemo 

Dunque  lo  spazio  percorso  nel  tempo  w  sarà  rappresentato  dal- 
la formula 

«(^•)H-l•(5?)-^=l(ff)-^«c. 

nella  quale  il  tempo  /  trascorso  avanti  il  princìpio  del  tempo 
^  i  è  considerato  come  costante  a  riguardo  del  movimento  che  ha 

Tom,  Il  F  f 
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luogo  in  questo  stesso  tempo  w  ;  così  il  movimento ,  col  quale 
quest(>  spazio  è  percorso  y  è  composto  di  differenti  movimenti  par* 
ziali  ài  cui  gli  spaz;  ccNrrispondenti  al  tempo  co ,  sono 


*^(§)^  ^'-T^S?)'  ^'^r^C^)  ^^-  ^i  questi  movimenti  par- 
ziali il  primo  è  un  moto  uniforme  >  con  una  velocita  misurata 

a 

da'(-p);  il  secando  è  un  moto  uniformemente  accelerato^  do- 

vuto  ad  una  forza  acceleratrice  proporzionale  a  (^)f  rappor- 
to agli  altri  movimenti  j  siccome  essi  non  si  rapportano  ad  al^ 
cun  movimento  semplice  conosciuto ,  non  sarà  necessario  di  con* 
sìderarli  in  particolare  9  e  èì  vedrà  che  potremmo  tralasciare  di 
considerarli  nella  determinazione  del  moto  al  principio  del  ten> 
pò  w. 

§•  93'   Sviluppiamo  la   funzione  ^  (  f  h-  w  )   fermandosi  al 
quarto  termine  (  §•  36  )  ed  avremo 


^(t-i.«)=fs(OH-<o(S)-f.^(,Vn-«-^('-^^i!).   es- 

sendo  ff  medio  tra  zero  ed  w  ;  Io  spazio  percorso  allora  nel 
tempo  '  cj  sarà  espresso  esattamente  da 

^f^)^^(é!ì)^J^féy^^      ed  1  due  primi  termini  rap. 

presentano  il  movimento  composto  di  un  moto  uniforme  »  e  di 
uniformemente  accelerato,  ed  iì  terzo  termine  rappresenta  la  som- 
ma degli  altri  movimenti  che  si  combinano  con  i  primi ,  ed  im- 
pediscono al  vero  movimento  d'  essere  composto  d*  un  moto  uni- 
forme, e  d*^  un  uniformemente  accelerato  soltanto. 

Ora  è  facile  vedere  che  possiamo  tanto  impiccolire  co,  che 

il  movimento  composto  dei  due  termini  ^  (^)  H-  w* .  -1  (^)  ^'^v* 

vicini  tanto  al  vero  movimento,  che  nessun  altro  moto  composto 
di  un  uniforme ,  ed  un  uniformemente  accelerato  possa  avvici- 
narsi più  di  lui:  infatti  la  differenza  tra  il  movimento  composto 

tof^) -(,(d*.i.(lf  ),  ed  il  vero  movimento 

W»-'^^  a^rft»''^         a.3^       Jt*       ;>**"'     2.3V        4t'       ' 
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che  in&cberemo  per  D:  ora  lo  spazio  descritto  nel  tempo  co 
da  qoalanqiie  altro  movimetirt»  composto  d'un  uniforme,  e  d*un  u- 
niforraemente  accelerato  essendo  rappresentato  da  aw  •+.  fico* ,  la 
difièiienza  tra   questo   nuovo  spazio   ed   il  vero  spazio ,    sarà 

dichiamo  per  A  tjucst*  ultima  differenza,  ed  un  ragionamento  si* 
alile  a  qnello  fatto  sii  §  8i  ,  ci  dimostrerà  che  potremo  pren- 
dere to  tale  da  rendere  (  qnalnnqne  siano  a  j  b  )  la  quantità 
A  >  D  ^  «d  in  conseguenza  un  movimento  qualunque  composto 
xM  -i-  iw*  sempre  più  differente  dal  ^ero  movimento ,  di  quel- 

lo  che  ne  sia  il  moto  composto  w(^)  -mù*  .  —  (  j^") . 

•     •  •  ■  — 

Dunque  possiam  prendere  u)  in  maniera  che  w  (  ^  )  esprìmi 

ciò  che  può  esservi  di  moto  uniforme  nel  moto  composto ,  e  che 

t,5*  .i.(£!?)  esprima  tutto  ciò  che  può  «sservi  di  moto  junifprmer 

mente  accelerato;  e  di  qui  tisùltà  che  ogni  tnotò  rettilineo^  rap- 
presentato dall'equazione  .5=  f  (t ),  può  in  un  istante  qualun- 
que alla  fine  del  tempo  t  y  considerarsi  come  nn  composto  iìi  di- 
versi movimenti  ^  cioè  uniforme  ^  nnifbrmemente  «accelerato  >  ed 
altri  ;  neir  aggregato  o  totalità  di  questi  movimenti ,   tutto  ciò 

che  vi  ^  di  moto  uniforme  è  dovuto  alla  velocità  (^)  =  (— ); 

€  tutto  ciò  clie  vi  è  di  moto  tiniformemente  accelerato  ^  h  do- 
vnto  ad  una  forza  acceleratrice  agente  sul  mobile  j  e  proporzio- 
nale a  (Sr)  =  tS)>*  *°^f^  ^^  ^^®  appartiene  ad  altri  movi- 
menti Sì  deve  ad  altre  cause *^  delle  tjuali  non  possiamo  determi- 
nare la  natura  ^  almeno  volendole  dedurre  da  qualche  fenomeno 
conosciuto  di  movimento.  Ma  se  -queste  cause,  Je  quali  impedis- 
cono al  movimento  proposto  d*  essere  uniforme ,  cessassero  tutte 
ad  un  tratto,  il  movimento,  da  queir  istante  in  cui  cessano  > 
continuerebbe  in  una  maniera  uniforme  ^  e  con  una  velocità  mi* 
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sorata  da  (•  J  )  ;  e  se  T  effetto  dì  queste  canse  in  vece  di  diveni- 
re millG>  divenisse  costante ,  il  moviirento  diverrebbe  composto- 
d^un  moto  uniforme,  e  d'un  moto  uniformemente  aeceferato  ^ 
cominciando  nel  medesimo  istante  >  in  viltà  d' una  forza  accele- 

ratrice  costante  e  proporzionale  a  (~) .  Molti  fenomeni  della. 

Natura ,  e  sopra  tutto  i  risultati  di  differenti  esperienze  che  so- 
Bo  state  immaginate  sopra  la  caduta  dei  corpi  »  confermano  pie- 
namente questa  conclusione  y  la  quale  deve  essere  riguardata  co- 
me il  principio  fondamentale  della  Teorìa  del  movimento . 

Dunque  m  generale  in  ogni  moto  rettilineo  nel  quale  lo  spa- 
zia percorso  è  una  funzione  del  tempo  impieg;ELto  a  percorrerlo  r 

(j)  rappresenta  la  velocità ,  ©  (S)  J^  forza  acceleratricc  in  un 

istante  qualunque  ;  così  data  V  equazione  d*  un  movimento  qua- 
haoque  s  =  plt)y  il  Calcolo  Differenziale  ci  darà  subito  le  due- 
funzioni  (^))(S)>  ^^6  rq)prescntano  come  abbiamo  detto,  la 

velocità  e  la  forza  accéleratrice  in  un  istante  qualunque . 

E  qui  vuoisi  per  maggior  chiarezza  osservare  che  quando' 
si  dice  che  in  un  moto  qualunque ,  terminando  il  tempo  t  e 
cominciando  il  tempo  o) ,  il  quale  può  esser  piccole^  quanto  vo- 
gliamo,  la  velocità  è  rappresentata  da  (^),  e  la  forza  accele- 
ratrice  da  (^0>  nou  vuol  dire  che  in  questo  tempo  w  altro  non 
vi  sia  cbe  un  moto  uniforme  dovuto  alla  velocità  (^)  ed  uno 

nnifornremente  accelerato  dovuto  alla  forza  (~)i  poiché  vi  è 

un  altro  aggregato  di  movimenti  che  non  si  dee  trascurare  :  ma 
vuol  dire  che  ratto  ciò  che  vi  è  di  moto  uniforme ,  è  dovuto  a 

f^^.  6  tutto  ciò  che  vi  è  di  moto  uniformemente  accelerato,  k 

(^)  ;  di  modo  che  se  terminando  il  tempo  t  terminassero  ancO' 
ra  le  cause  che  producono  tutti  gli  altri  movimenti,  il  mobile 
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incomincìerebbe  a  muoversi  nel  tempo  ^  con  nn  moto  unifor- 
me ed  uno  uniformemente  accelerato  ^  de' quali  abbiamo  sopra 
determinata  la  velocità  e  la  forza . 

Tutta  questa  maniera  di  considerare  il  moto  si  deve  all'  io^^ 
mortale  La -Grange. 

Possiamo  giungere  allo  stesso  risultato  per  un'  altra  conside^ 
razione  che  può  forse  essere  anteposta  ai  ragionamenti  fatti  qui 
sopra . 

Nel  tempo  co  »  il  quale  comincia  quando  t  finisce  9  Io  spa-» 

zio  descritto  è^  (^)  w  h-  (S)-  •*-  (tt)—  ^  ^^  ec.  Ora  imma- 

giniamo  una  velocità  media  T  tale  che  il  corpo  velocitato  da 
essa  9  faccia  con  moto  equabile  ed  uniforme  nel  tempo  u  lo  stes- 
sa spazio  che  ei  faceva  in  virtù  dei  movimenti   variati  da   cui 

è  realmente  animato  ^ 

Se  io  suppongo  che  sia  v  la  velocità  con  cui  comincia  il 
movimento  nel  tempo  co  j  ovvero  la  velocità  che  ha  il  mobile 
alla  fine  del  tempo  t  y  Y  espressione  di  V*  dovrà  avere  questa  forma 

V  z:==  V  ^  ùòz  y  essendo  C02;  una  funzione  di  cd  e  di  ^ ,  che  si 
annulla  quando  ud  =  o  »  giacché  allora  dobbiamo  avere  Y  =:  t;  ; 
sarà  dunque 

(t, -4- (0^)»  =  »(g) H- ^(  JO  H- ^,(^f) -t- ec.i 

óra  quest'  ultima  equazione  dovendo  esser  vera  per  qualunque 
valore  dell'  indeterminata  u)  >  è  dimostrato  nell'  Algebra  Cartesia- 
na che  i  coefficienti  delle  respettìve  potenze  di  co  debbono  co- 
stituire da  se  medesimi  dell'  equazioni  egualmente  vere  ;  dunque 
deve  essere 

V  —  (^)  =r=  o ,  e  quindi  v  =  (^)  ;  dunque  la  velocità  del  mo* 

bile  alla  fine  del  tempo  t^  è  rappresentata  dalla  funzione  (^)- 
Egualmente  essendo  la  somma  degli  spaz;  descritti  nel  tem« 

pò  CO)  escluso  (^)w>  il  quale  è  fatto  con  moto  equabile  ed  u« 
niforme  >  è 


_  ,.    «'  /dh\      .    ^^ 
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Se  noi  immaginiamo  iioa  forza  taooeleratnce  media  F ,  la 
quale  nel  suddito  tempo  co  faccia  percorrere  al  xm^ile  con  mo* 
to  nniibrmemente  accelerato  uno  spazio  eguale  a  t|uella  -somma  9 
descritta  con  moti  viariatj ,  e  se  noi  supponiamo  F  =jf  h-  wy , 
essendo  f  la  forza  acceleratrice  alla  fine  del  tempo  t ,  ed  wy 
lina  fnnzione  di  oj  ^  di  .f ,  che  :si  annulla  quando  u)  =  o->  avre- 
mo r  equazione 


3 

La  quale  dovendo  esser  vera  per  tutti  i  valori  nii  w ,  ci  daià 
jf  ==  —  (^)  ;  dunque  in  qualunque  movimento  variato  la  forza 
acceleratrice  alla  fine  del  tèmpo  t  è  espressa  tla  ~(^)^  «  quin- 
di  è  proporzionale  ^  (  ?!  )  »  come  abbiamo  >detto  isopra . 

I^el  moto  uniforme  Tappreseiitato  'dall' «equazione  s  =  af  si 
Ila  (?5)  s=s  ia ,  (^)t=s  o  )  in  tjucsto  moto  oioè  il  «coefficiente  a 
rappresenta  la  velocita ^  «e  la  forza  :acceleratrice  iri  ^è  nulla: 
neir  uniformemente  raccelerato  s  =  i6>*^   si  ha  (^)  ==  aSf , 

(^)  =  25 ,  e.  così  la  velocità  in  un  istante  qualunque  è  prò- 

porzionale  al  tempo  trascorso  dopo  T  origine  del  tnoto  9  ed  il 
rapporto  fra  la  velocità  ed  il  tempo  esprime  la  forza  accelera- 
trice ,  ed  è  tioppio  del  rapporto  tra  lo  spazio  j)ercorso  ed  il 
quadrato  del  tempo . 

§.  94.  Consideriamo  ora  nn  movimento  curvilineo  qualun- 

S'  ^'>que  9  essendo  la  curva  descritta  ÈMF  collocata  in  un  piano  CAB, 
e  riferita  ai  due  assi  rettangoli  AC  >  AB>  dei  quali  il  primo  sia 
quello  degli  y ,  ed  il  secondo  quello  degli  :r.  Il  corpo  nel  muo- 
versi si  troverà  -sempre  in  alcuno  dei  punti  della  <curva  ^F ,  ed 
il  punto  M9  nel  quale  ad  un  certo  istante  il  corpo  è^  dipen- 
derà dal  tempo  per  il  quale  è  seguito  il  movimento .  La  posi- 
zione adunque  del  punto  M  sarà  nna  funzione  del  tempo .  Con- 
duciamo le  coordinate  MQ  =  a; ,  MP  =  ^  :  la  posizione   del 
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plinto  M  è  detensioata  da  queste  coordinate  ;;  esse  dnnqne  sono  p,. 
fanzioni  del  tempo,,  e  per  questo  ciascuna  di  esse  può  rappre^    ^2*  '^' 
sentare  uno  spazio  rettilineo  descritto»  con  un  movimento  espres- 
so dalla  funzioo^  del  tempo  i  alla,  quale  è  eguale  la  stessa  or* 
dinata. 

Sia  danqne x=j(t)i  jf  =  F(f);  determinato  f ,  sono  subito 

determinate  le  coordinate  AP ,  AQ ,  ed  in  conseguenza  il  pun- 
to M  ove  trovasi  il  mobile  r  ora  supponiamo'  che  oltre  il  vero 
oorpa  che  muovesi  cella   curva  ^  vi  sieno  due  corpi  fittiz;  dei 

quali  uno  si  muova  lungo  Tasse  AB,  T altro-  lungo  Tasse  AG 

con  dei  movimenti  rappresentati  rcspettfvamente  da  quelle  due 
equazioni  a?  =jr(t )  ^  j^=  F(f  )  ;  è  chiaro  che  i  due  punti  dei 
due  assi ,  nei  quali  si  troveranno  i  corpi  immaginati  alla  fine 
del  tcìnpo  t  ^  determineranno  il  punto  della  curva  nel:  quale  si 
trova  il  vero  corpo  r  essendo  quei  punti  la  proiezione  del  pun- 
to M  della  curva  ;  dunque  un  movimento  qualunque  può  natu- 
ralmente ridursi  a  due  movimenti  rettilinei  sopra  i  due  assi  del- 
le coordinate ,  ^  questi  movimenti  possono  riguardarsi  come  de- 
scritti dai  mobili  che  sono  le  projezioni  del  vero  mobile  sopra 
i  due  assi  medesimi  ;  quindi  è  che  gli  stessi  movimenti  possono 
considerarsi  come  la  proiezione  del  vero  movimetito  :  così  po- 
tremo riguardare  come  conosciuto  il  moto  per  la  linea  EMF , 

quando  saranno  couoseiuti  i  movimenti  rettilinei  per  i  due  assi . 

Infatti  conosciute  le  equazioni  x  =  /*(?)»  y=^¥(t)  si 
ha  per  qualunque  tempo  t  il  luogo  H  del  mobile,  ed  eliminan- 
do t  per  mézzo  di  esse  %  abbiamo  T  equazione  della  curva  de^r 
scritta  • 

Consideriamo  adunque  i  due  movimenti  x  =f{t)^  y=^^{t) 

rettilinei,  come  componenti  il  moto  curvilìneo  per  EM;  il  mo- 
bile posto  in  M  tendeià  a  muoversi  paralldamente  all'  asse  AB 
col  movimento  «=f{^t)yt  parallelamente  all'asse  AG  col  mo- 

vimento  y  =  F(f  ) .  Ora  per  ciò  che  si  è  detto  sopra  (^)  »  (^^ ) 

rappresentano  la  velocità  e  la  forza  acceleratrice  che  si  ritrova 
alla  fine  <Ìel  tempo  t  nel  movimentò  x  s^/^f  ) ,  ed  ^pxalmentQ 

(  ^  )  ,  (  12  )  rappresentano  le  simili   quantità  per  il  movimento 
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Fie  IO  y  ^==^i^)'  daoqoe  il  corpo  posto  in  M  tende  a  innoversi ,  ed  ef- 
^'  ^' fettivamente  nel  piimo  istante  alla  Hne  del  tempo  ty  si  mnove 

nel  senso  degli  «  con  una  velocità  (  j'  )  >  g  con  nna  forza  acce- 

leratrice  (^)  »  e  nel  senso  degli  y  con  nna  velocità  (— )  e  con 

nna  forza  acceler^iice  (^). 

Sappiamo-  poi  dalla  Meccanica  che  nn  corpo  animato  da  dqo 
movimenti  uniformi»  o  da  dae  movimenti  uniformemente  acce* 
lerato  >  secondo  due  dire:doni  perpendicolari  tra  loro  >  dei  qua» 
li  a ,  5  siano  le  velocità  o  le  fòrze  acceleratrìci  »  tende  a  mno< 
versi ,  e  si  muove  «  quando  tali  movimenti  non  siano  turbati  t 
con  una  velocità  o  eoa  una  £otza  acceleratrice  rappresentata 
da  V  (  a*  I-i-  ò'  )  )  e  con  nna  direzione  la  quale  fa  con  le  due 
direzioni  dei  movimenti  componenti  due  angoli  t  di  cui  i  coseni 

^^"^  ^(/f*>)  »  ;n^^)''  '^°°^°*'  '^  "^"^  ^^"^'^^  <^S)»(^) 

daranno  la  velocità  composta  V ii'^T  "^  {^Y ) t  g  le  óup  forze 
acceleratrici  comporranno  la  forza  V^((5ì)'h-(^)*)  .  La  ve- 


locità  compoista  che  indicheremo  per  Ut  farà  con  gli  assi  degli  x 

6  degli  ^  due  angoli  >  i  coseni  dei  quali  saranno  (y):»)(^):u. 

Rappresentiamo  ora  per  s  V  arco  £M  »  ed  essendo  esso  una 

funzione  del  tempo,  avremo  (58i)  (g)  =  v'CC^)'-*- (g)*), 

e  quindi  (j^)  =  u:  BWrk  dnnqne  (^)  ^^  velocità  del  mobile  al- 
la fine  del  tempo  f  ;  di  più  la  direzione  di  questa  velocità  sarà 
la  stessa  di  quella  della  tangente  MT  alla  curva  nel  punto  M  : 
im^ciocchè  gli  angoli  TMm ,  TM/z  ohe  la  tangente  WV  & 
con  gli  assi  (  $•  8o  )  e  sono  tali  che 

COS.  TMm  ss  ^ 


''**       V(.H.(^r) 


éjt 
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/ 


cQS.TMa  =  (.^);V(J-t-($^)'),  e  ponendo 


guest!  due  coseni  sono  evidentemente  gli  stessi  che  quei  degli 
angoli  9  i  quali  fa  la  direzione  della  velocità  composta  con  T  as» 
se  i  dunque  la  direzione  della  velocità  coinciderà  con  la  tangen- 
te della  curva  ;  e  di  qui  segue  che  se  le  cause ,  le  quali  impe* 
discoBo  a,l  niovimento  d*  essese  rettilineo  ^  cessassero  in  un  istan- 
te qualunque  ^  il  corpo  continuerebbe  il  suo  moto  nella  direzio- 

jie  della  tangente  e  con  una  velocità  eguale  a  (5). 

§.  95.  Passiamo  ad  applicare  il  Calcolo  Differenziale  alla 
ricerca  dei  Centri  di  Gravità. 

Sia  Turca  APM  compresa  tra  T ascissa^  l'ordinata  e  r«r-«,. 
€0  AM  9  della  quale  si  dimanda  il  centro  di  gravità  G .  Prendia-  ^' 
mo  per  assi  dei  momenti  i  medesimi  due  assi  delle  coordinate 
K  ^y  ^  e  supponiamo  per  maggior  semplicità  V  origine  dell'  area 
neir  origine  delle  ascisse  .  Sia  AP  =  x  9  PM  =  jf  ^  e  dal  cen- 
tro G  conduciamo  le  due  perpendicolari  GO  9  GQ  ai  due  assi 
AH ,  AP .  Rappresentiamo  ora  per  p{x)  il  momento  dello  s^- 
zio  AMP  relativamente  air  asse  AH ,  e  facendo  PR  =00  ^  si  a* 
vrà  p{x)  =z  GQ. Jydx.  Il  momento  dello  spazio  AER  sarà 

^(a7H*  w)  ==  ^(x)h- w(^)h- «*R,  e  questo  sarà  minore  del 

momento  di  AMP  m-  PSER  »  e  maggiore  del  momento  dello  spa- 
zio AMP  H-  PMDB. .  Indicando  qnesti  tre  momenti  per  m  ,  ni' , 

m  t  è  facile  vedere  che  (  facendo  RE  =  ^-f-w(^)H*  w'p  )  j 
sarà 

Tom.  Il  G  g 
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Fili.  20. '^'' "=  ^(^')  ^^  (-y  ^  ^(^)'^ ''^>)  (^ -^^T 


m    =:^(a;)-4-wy(xH--r)i.  e  dovendo*  sempre  essere: 


m"  —  m>m,  —  m^  ovvero. 


co 


comnnque:  d!  altr'  onde  piccolo^  si  prenda  w  „  ne-  segue^  che-  do- 
vrà anaulliirsi:  da, se  medesimo  (  §:  8i  ),  il;  coefficiente  (^)  —  xy\ 


dunque-  (^)  =  xyy  tr  quindi  p{x\  ==  fyxdx:.  ma'^(a;).  =- 

^Q  ^fydxvAviXìq^e  GQ  =  ^y~  •  Per.  trovare*  GO  >^  indichiamo.^ 

per  ^(a?).  ili  momento^  dello,  spazio?  APM  relativamente*  all'as- 
se  AR ,,  ed;  avremo  (  rappresentando  per  7ri'\rri.\  m  i:  momen-- 
ti  dei  tre  spazj  sopra  considerati  ); 

jn  =  ^(a?)  ♦I^ujy.^.;;  ora:  dovendo*  sempre*  essere  m"  —  m 
to'  —  nif,  ovvero^ 

avremo  (^)  =  ^,  e  quindi  ^  ( a; );  =  /^cfa::   ma:  ^(a?X  =* 
GO^cZa;;  dunque 

Se  y  ^^fx  esprimesse-  Tarca*  della?  sezione  d'un  solido  fat- 
ta perpendicolarmente  ali?  asse  degli  xy  e  corrispondisnte  all'  a- 
scissa  a? ,  dimostreremo  nella  stessa  manierai  che  la  distanza  del 
cèntro  di  gravità  di  questo  solido  da.  un:  piano'  parallelo  alla  se- 
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zìone,  e  che  passa  per  r  origine  delle  ascisse,  è  yS* 

'Trovando  poi  le  ^distanze  del  centro  da  due  altri  piani  per- 
pendicolari al  .primo  >  sarà  ^determinato  il  .centro  *di  gravità  del 
;  solido  medesimo . 

.Per  :trovare  il  centro  -di  gravita  (G  dell'  arco  AMf  chia-  p. 

miamo  p{x)  il. momento; di  guest^a reo  relativamente. all'asse. AB, 
/e  sarà 

'Snpponiamo  :che  AP  divenga  AR,  rconduciamo  1* ordinata 
RN  ,  le  tangenti  ai  pnnti  M  ,'N  .finché  'incontrino  le  ordinate 
PM ,  RN  prolungare  in  T  ,'T',  e  la.  .retta  MB  .parallela  ^illa 
T'N  .  .FacciacDO  .PR:=  u  ,  ed  avremo 

■ 

, ^  ( a?  --{.  w  )  =  ^  ( a? )  H-  w  (  j^  )  -H-'  —  R  =  7n':per<esprimere  il  mo- 

mento  di  ,AMN  :  ma  questo  momento  debb'.  esser  ^sempre  mino- 
re del  'momento  di  AM  h-  MT  ,  e  maggiore  rdel  momento  di 
AM  H- MD  >  comunque  piccolo  si  prenda  w  (  poiché  il  momen- 
to di  ciascun  punto  della  MD  è  minore  del  rmomento  dì 'ciascun 
punto  corrispondente  ncir.arco  MN>  ed  il  momento  di  questo 
punto  è  minore  di  tjuello  che  gli  corrisponde  mella Tangente  MT  )j 
dunque  'indicando  per  m' ,  m  questi  ^due  -momenti^  ed  'osservan- 

, do  che  (  sLfa/a;=:v/{i-h(J)}) 
m"  =zmom.  (  AM  h-  MT  )  =  ?>(a?)H-  (j'H-  -(^))w/a? 


a  ^d« 


m  =^mom.{      AMN     J  =  ^(x)  h- w  (^)H-^R 


4x 


m  =  mom.{  AM  h-  MD)  =^(«) ^(y-r|-|-(g-})w/(a?H-w), 

essendo  y  ciò  che  diviene  7  quando  «  -si  cangia  in  a'  H-  w  » 
si  avrà  m" —  m  >  m"\ — .to'  ;  ora  nell*  espressione  di  m'  —  mi 
termini  sono  moltiplicati  o  per  ^J'  o  per  potenze  superiori  ;  dun- 
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Fff  fti  ^®  i  7P  >  ^3  )  acciò  sia  sempre  m"  —  /a  >  m"  —  j?f  bisogna 
^'     '  ch«  in  m"  —  m  non  vi  siano  termini  moltiplicati  per  la  prima 
potenza  di  od  >  la  qnal  condizione  ci  dà  1'  equazione 

GO./v/(  IH- (£)•). iia?  =  ^(.T)=^d*V(i^(g)'),    e 
quindi 

Per  trovare  la  distanza  GQ  del  centra  di  gravità  dall'  al- 
tro asse  AG ,  dal  punta  N  si  condurrebbe  TSU  parallela  ad  MT, 
ed  nn  simile  ragionamento  ci  porterei^  a  concludere  che  fa- 
cendo 

I»"  =rwoza.(AM-t-ND' )  =  ?>(»)-+- (a?  H-~)offfV, 
ro'=smom.(      AMN      )  =  ?'(*)-f-w(g)-{.^'R/ 

debbe  essere  sempre  ot"  —  i«  >  »z"  —  m'  i  dal  che  si  deduce 
irfà?=i(f?),  e  quindi 

px  =y3ev^(  I  -j-  (£r ) .cf*;  ma  <px  ==  GQ.//(  i  H-  (gy)c«a?f 
dunque 

GQ  =  -— ^^ — 4  ' 

Volenda  il  centra  di  gravità  della  superficie  conoidica  far- 
inata dal  ravvolgimento  di  AMN  intorno  AB  y  faremo  un  simi- 

m 

le  ragionamento  r  il  centro  di  gravità  è  nell'  asse  AB  ^ .  e  rap- 
porto ad  un  piano  perpendicolare  ad  AB ,  il  momento  della 
superficie  conoidica  fatta  da  AMN»  è  medio  tra  1'  aggregato  dei 
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momenti  della  superfìcie  conoidica  fatta  da  AM  9   e  della  zona 

conica  fatta  da  MT,  e  T  aggregato  dei  momenti  della  stessa  su-     ^ 

perfìcie  conoidica ,  e  deir  altra  zona  conica  descritta  da  MD . 

Per  r  applicazione  di  queste  Teorìe  rimandiamo  i  nostri 
Lettori  ai  Trattati  di  Meccanica . 

Scolio    I. 

Tutti  1  Problemi  e  Teoremi  che  noi  abbiamo  sciolti  e  di- 
mostrati nel  lei  superiori  dottrine  delle  curve  y  sono  appoggiati  a 
questo  principio  ,)  Se  delle  due  quantità  (oB  ^  C  h*  wD  ,  nelle 
I)  quali  B  e  D  sono  funzioni  di  00  di  questa  forma  a  ^bbò^ 
99  C(o'  H-  ec.  )  debbe  la  prima  esser  sempre  maggiore  della  se- 
,9  conda  9  qualunque  sia  co  9  conviene  che  la  quantità  G  si  an* 
99  nulli  da  se  medesima  9  poiché  senza  questo  9  potrebbe  deter- 
99  minarsi  o  concepirsi  determinato  u  in  modo  che  fosse  coB  < 

,9  C  H-  wD  99 . 

Noi  abbiamo  dimostrato  questo  principio  (§.  8 1  )  9  e  ci  lu- 
singhiamo che  i  nostri  Lettori  non  possano  avervi  alcuno  scru- 
polo :  pure  non  sarà  tempo  perduto  il  riguardare  la  medesima 
verità  sotto  un  altro  punto  di  vista  9  che  sebbene  non  porti  mag- 
gior rigore  Geometrico  alle  soluzioni  che  abbiamo  date  9  pure 
le  mette  nel  caso  di  essere  piii  facilmente  concepite  9  e  taluna 
volta  rese  ancora  piii  semplici .  E'  dimostrato  neir  Algebra  Car- 
tesiana che  se  abbiamo  un'  equazione  A  -+•  B^  -h  Cx^  -h  Eo;'  h- 
ec.  =  o  9  la  quale  debba  essere  vera  per  tutti  i  valori  possibi- 
li che  a  noi  piace  dare  ad  0^9  è  necessario  che  i  coefficienti 
delle  rispettive  potenze  di  x  si  annullino  da  se  medesimi  9  cioè 
che  sia  A  =  o  9  B  =  o  9  G  =  o  ec.  Ora  delle  due  quantità 
(oB  9  C  H«  bìD  dovendo  essere  sempre  la  prima  maggiore  della 
seconda  9  qualunque  sia  00  9  esse  differiranno  tra  di  loro  di  una 
differenza  che  varierà  col  variare  di  oa  ;  se  questa  differenza  a- 
vrà  la  forma  (oL  9  per  quanto  essa  sia  una  funzione  incognita  9 
avremo  wB  =  C  -f-  wD  h-  coL  9  ovvero  Cìjò""  h*  wD  —  ooB  h* 
coL  ==  o  :  quest*  equazione  dovendo  esser  vera  per  qualun({ue  va- 
lore di  u  9  se  sarà  essa  ordinata  secondo  le  potenze  dio),  ci  da- 
rà tante  equazioni  quanti  sono  i  coefficienti  delle  respetti  ve  po- 
tenze  di  queir  indeterminata  :  sarà  dunque  G  =  o  9  come  noi 
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avevamo  trovato  con  altro  ragionamento  :  fai^emo  uso  di  qnesM» 
princ  pio  nella  soluzione  dei  .due  seguenti  J^roblemi ,  uno  di  Sta- 
tica >  r  altro  d' Idrodinamica  . 

Io  mi  lusingo  che  i  Lettori  versati  nelle  Teorìe  degli  infini- 
tesimi ,  sempre  inesatte  ,  che  che  ne  dicano  i  loro  Apologisti ,  sa- 
ran  soddisfatti  >  nel  vedere  .come  le  pili  complicate  qnesrioni  pos- 
sano trattarsi  per  mezzo  dei  nuovi  principj  del  Calcolo  Diffe- 
renziale ,  e  come  le  soluzioni  di  esse  acquistino  'quella  precisio- 
ne e  quel  rigore  geometrico ,  che  era  presso  che  sbandito  per 
r abuso  delle  quantità  .infinitamente  piccole. 

I^ROBLEMA    PRIMO 

'J.  96.  Determinare  le  condizioni  d'  equilibrio  fra  tutti  i  'Cu- 
nei d'una  Volta  qualunque  cilindrica. 

■n-     ^^       I-  Siano  ACA'  la  curva  interna  d'una  volta  cilindrica ,  aca 
^        la  curva  estema .  supponiamo  che  a  ciascun  cuneo  siano  appli- 

cate  delle  forze  assòlute  qualunque  V  »  F  ,  F'  ec.  fyfeo.  Sia- 
no X^X  rdue  cunei  ^consecutivi  sottcìposti  respetti vainente  .all'a- 
zione  delle   due  forze  F /F .   Le   giunture    mM^nN^pP  ec- 

debbono  essere  perpendicolari  alla  curva  interna  AC  A'  ^  tanto 
per  la  grazia  della  volta  ,  che  per  la  solidità  della  costruzione; 
perciò  noi  le  supporremo  tali . 

II.  Avendo  preso  sulla  direzione  della  forza  P  la  parte  XE 

per  rappresentarla ,  la  decompongo  in  due  altre  forze  Xiz ,  Xt  » 
perpendicolari  ;alle  due  giunture  toM,  rìN  del  €nneo^X.  Sia  X' 
il  punto  >  in  cui  la  direzione  della  forza  X^  incontra  quella 
FX  .della  forza  F .  Prendo  sulla  FX'  la  parte  XF  per  rap- 
presentare  la  forza  F'  9  e  la  decompongo  in.due  altre  forze  X5, 
X7  ^perpendicolari  ai  due  j)unti  .nN  ^pP  ;del  .cuneo  .X'.  .Allora 
i  due  cunei  .X,  X'  si  faranno  equilibrio  >  quando  ;le  .due  forze 
"X^ ,  X!q  direttamente  opposte ,  colle  quali  >essi  agiscono T.uno  con- 
tro r  altro  9  sarauno  inoltre  eguali .  Non  si  tratta  :  adunque  che 
di.  formare  T  equazione  Torza  Xf  =  Forza^  Xq  ,  ^  di  sostituire 
invece  di  queste  forze  i  loro  valori . 
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nr.  Il   parallelogrammo»   XtEu  „  dà.  Forza    Xt  =  Forza  «• 

^  XJg.  23 

XE'x^^-  =  P'X^^- r  ed  il  parallelogrammo,  X'gET  dà  pa- 
timente  Fòrza  X'y=  F  x  '-^j;^:  Quindi  si:  avrà.        - 
F  X  '' -  '^—  =  ¥  X  ?^?^^  V  ov  vero. 


t^/--p/  /r«.  XE^  X /f /».  X'yE' ' 

IV.  Siano  r  il  punto  dì  concorso  delle  giunture  mMynW 
prolungate  ;.  T  quello*  del  concorso  delle  giunture  nN  ,pP,  pa- 
rimente prolungate^  H  ed  L  i  punti  di  concorso  delle  giuntu- 
re  esterne*  mM^pP  coir  asse:  verticale-  CO  ;;  Z.  e  G  i  punti  di 
concorso  delle  forze  F>,E'  collo^  stesso  asse .  Ejgli  è  chiaro  che 
r  angola  XitE.  è  eguale  all'angolo*  NIM >.  poichè^  i  lati  dell'uno 
sono>  perpendicolari  a  quelli  dell'altro.  Per  la  stessa,  ragione 
r  angola  X'gE'  h  egiiale  all'  angolo^  PTI^.  Di  più:  conducendo 
per  il  punto  ^  r  ì^  cui  là.  retta.  Xu  incontra  la  gmntura  otM  , 
la  retta,  zz'  parallela  alla:  direzione  della,  forza  F,  si  vedrà  che 
r  angolo  i^XE  ,  o  V  angolo  uzz  =z  ang%  uzh  —  an^.  hzz  = 
po'"  —  (  ang\  CZE  —  ang^.  GBK  )  ,  e  per  delle  considérazionr 
simili  y  V  angola  X' E  g  =  90"  —  (  an^.  CLP  ~  ang.  CGE"  ) . 
Dunque  prendendo;  sempre  il  seno  tutto^  per  Tunità  9  si  avrà,  dal- 
la Trigonometria  sen.  XEt  =  cos.  CZE  xcos.  CHM  H- ^e/z;  CZF 
Xsem  CHM;  e  seri.  X'E'gr=  eoa  CGFxco^-  CLPH-«e/J  GGF 
X  sen.  CLP .  Quindi  1'  equazione  (^ A  )  si  cangierk  in  questa. 

/  g  \  ^  __  titr.  NTM^(  Cut,  CGF.  cos:  CLF >f  sen:  €GV \  sen,  CLP) 

Da.  questa:  iBquazrone'  si  vede  r  che  conoscendo^  la  figura 
dèlia:  «urva  interna ,  gli  archi  MN\,NP  ce.  ai  quali  corrispon- 
dono €  cunei  e  le  direzioni:  delle  forze  F ,  F'  ec.  r  si  conosceran- 
noi  i  rapporti*  delle  stesse  forze  e  la  figura  della  curva,  esterna. 
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p.  §.  97.  Sapponendo  cfac  la  curva  della  volta  formi  nn  arco 

continuato  »  prendiamo  due  porzioni  eguali  MN  >  NP  di  quest*  ar- 
co 9  e  siano  F  9  F'  le  risultanti  di  tutte  le  forze  che  respettiva- 
mente  agiscono  sopra  ciascuna  di  queste  porzioni  ;  siano  FZ  » 
KG  le  direzioni  di  queste  risultanti .  Conduciamo  all'  asse  ver- 
ticale CO  le  ordinate  MR  ,  R'JST ,  PR" .  Sia  MH  la  normale  al- 
la curva  nel  punto  M  •  Egualmente  siano  NL' ,  PL  le  normali 
nei  punti  N ,  P  . 

Fapciamp  ]\JG  =  5 ,  e  rigu^rdi^ipo  tutte  lie  linpe  p  quanti- 
tà dipendenti  dal  punto  M  >  come  funzioni  di  « .  Poniamo 

CM  =  5  MN  =  NP  =  t0 

CR   =a? 

t 

m 

CR'  =0?'  =«  _, 

CR"  =  «"  =  «     „ 

Ang.  CZF  =  u^ 
F==F 

Paragonando  la  Figura  33  con  la  22  >  avremo 
sen.  NTM  =  sen.  (  CL'N  —  CHM  ) 
sen.  PTN  =  seri.  (  CLP  —  CL'N  )  ; 

* 

ma5C«  CHM  =  (-^),        co«.CHM  =  (^}) 
seti.  CL'N  =  (^ ) ,        COS.  CL'N  =  (  |-') 

sen.  CLP  =(^)>        cos.  CLP  =(^)i 

facendo  dunque  le  opportune   sostituzioni  nella  formula  (B)  , 
avremo 


4.UJK.  ;=  y 
"^  t 

NR'=^y,= 

PR"  — v"  ^ 

=7 

An^.  CGF  ; 

F  — F 
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JH-to 


ovvem 


^.-.»{(f')««-,H..-^-(f)**»-«.^.><(|')(f)-{é)(f)} 

Ora  osserviamo  «he 


^f4y\^ì.n,^^f^y 


S'ir  2» 


j.^H-2co(2)H-2w'(^)H.w'ec. 


/f«r^\         tA^  fd^sen.9 


^^'^•^.H.«  =  "^^'^^-*-"(-^)-^T(-^-)-*-w'ec. 


£05.  M  =  C05.  U   *^bì(  il^Ll 


F^  =  ^ { 5 ) -4- wf^  (  essendo  rappresentata  da  ^(s),  funzione  di 

5,  la  forza  che  agisce  nel  punto  M  della  volta,  ed  wt   cssen- "'^*^' ^ 

do  un^  funzione  di  «  e  di  « ,  la  quale  sì  annulla  quando  w  =  o  ) 

F,H.»  =  ^(^)-^«(^-^(f))-+«•((^')^l(^t))H.«»ec. 

quindi  sostituendo,  ed  ordinando  secondo  le  potenze  dì  w,  avre- 
mo un  equazione  di  questa  forma 

■ 


■2 


m  -^  /3w  H-  yw*  H-  #w*  -^  ec.  =  o 

la  quale  dovendo  esser  vera  per  tutti  i  valori  possìbili- di  w,  ci 
Tom.  IL  Hh 
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dark  le  equazioni  a  =  o,^  =  o,y  =  o,  ^^=0  ce. »  ciascn- 
oa  delle  quali  apparterrà  allo  stesso  Problema . 

Per  avere  effettivamente  quest*  eqtiazioni  >  iaccHninciamo  dal 
fare  le  sostitazionì  e  successive  riduzioni  in  ciascuno  dei  fatto* 
ri  della  nostì:*  equazione ,  e  troveremo 


Bw*  H-  w'  ce. , 


(^).e«.u^.=(t:)5e«.«-«.<o{(i:){Ì^)-^»(^r)»e''"}: 


(1) 


*4-  Gi)^  ec.  > 
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a r^)5e/i. u\  -♦-  «'  ec.  =  H  -f.  Cw  H-  Dw*  •!-  w'  ec.. 


b> 


' iìi'inf,) - H'i)(9)}  -^  "'  'o. 


*    « 


Ora  &cciamo  le  opportane  sostituzioni  iielk  nostra  equazione» 
ed  avremo  * 

(^  -f  «* )  (  Aw  H-  Bw'  «4.  w'  ec,  )  H  =  (  ^  H-  w  (  ^  H-  (  j^))  H< 

;tì'((^)  H-  i(^)  H*  «»  ec.  )  (  H  H-  Cw  H-  D«'  H-  «'  ec.  ) 

(  Aw  -4-  Fw*  -f»  w'  ec.  ) , 
ovvero 

H.^. ( Aw  H- Bw*  H-  w'  ec.  )  H-  ^ (  Aw*  h-  Bw'  h-  «*  cg.  )  H  =a 
^.(H  H-  Cw -*- Dw* -H*  w'  ec.,)(  Aw-4-  Fw*  h-  «'  ec.  )  h- 

(^)  (H  H-  Cw  H-  Dw*  -h  w'  ec.)  ( Aw'  -h  Fw*  -f-  w*  ec.  )  -e 


f  (  H  H-  Cw  H^  Dw*  H-  w'  ec.  )  (  Aw*  ^  Fw'  •^  w*  ec.  )  -h 

io -^7^7?^}^^  -h  Cw  H-  Dw*  H.  w'  ec.)  (Aw' 
Fw*  -h  «*  ec.  )  H-  ec. 
Eseguendo  le  moltiplicazioni  >  si  avr^ 
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^  .CAto*  Ht  (^)  HAw,*  -i-  fHAoo*  h-  w.'  ec. ,  la  ^nale  si  ri- 
dnce  2 


•     • 


{^.HB  —  ^.HF  —  ^.CA  —  (g)  HA}  w\h<  w'^  ea.=  o  ; 

avremo  dunq^a©  ^  (  HB  —  HF  ~  GA  )  —  (^)l  HA  =  o  , 
ovvero 

•'  A 

Sosthuiarao»  per  G)H)F,ByA  i  respettivr  valori  r  ed  otterremo 


•       ••      •       •'•■•♦ 


ora  osservando  che  quando  le  coordinate  sono  funzioni  .dell' ar' 
co  9  r  espressione  del  raggio  osculatore  è  (  §i.  8 1  ) 


R 


(g)(0)-(5f>(0) 


•     •* 


potremo  dare  alla  nostra  equazione  5nale  questa  fórma 

« 

Quest*  equazione  generale  contiene  la  soluzione  del. Problema 
che  ci  siamo  proposto  :  conoscendo  I3  legge  delle  forze  che  agi- 
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SCODO .  sopra  tatti  i  punti  della  volta  cilindrica  j  essa  ci  «  dà  la 
curva  della  volta  ;  e  conoscendo  questa  curva  9  ci  dà  la  legge  del* 
le  forze. 

Noi  abbiam  voluto  sminuzzar  tutto  il  calcolo  per  mostrar© 
ai  nostri  Lettori  come  regolarsi  in  consimili  operazioni. 

PROBLEMA   SECONDÒ 

§.  98.  Sconvolto  r  equilibrio  dell'  aria  nel  tuba  cilindrico  ^ 
orizzontale  e  rettilineo  AB  j  e  conosciute  le  circostanze  del  mo-    ^^' 
to  che  indi  ne  segue  in  una  sezione  verticale  RS  dopo  un  tem- 
po determinato ,  si  dimanda  un*  equazione  che  esprima  in  gene- 
rale il  movimento  deir  aria  in  on''  altra  sezione  qualunque  j  alla 

fine  di  nn  certo  tempo ,  relativamente  al  movimenta  conosciu- 
to in  ES- 

Sia  A  un  punto  £sso  ;  SR  la  sezione  nella  quale  Y  aria  è 
stata  agitata  nel  primo  istante  :  supponiamo  che  alla  fine  del 
tempo  t,  la  porzione  o  strato  d'aria  indeterminata  SRR'S'  sia 
stata  traspoitata  in  srrV  j  di  modo  che  il  punto  S  sia  giunta 
in  5  9  ed  il  punto  S'  in  s  :  paragoniamo  Io  strato  dell'  aria  in 
srrs''  a  quello  iniziale  che  essa  aveva  in  SRR'S'- 

Supponiamo  AS  =  S;  As'  =  5  =  ^(S,f)  =  ^;Ia  densi- 
tà dell'  aria  in  SR  =:  F  (  S  )  =  F;  la  densità  dell'  aria  in  sr  = 
Y  (  S  j  f  )  =  T  r  per  ^  ,  F ,  ^  ec. ,  noi  vogliamo  significare  del- 
le funzioni  delle  variabili  poste  tra  le  parentesi  • 

Sia  a*  la  superficie  della  sezione  SR  del  tubo  9  o  la  base 
dello  strato  indeterminato  SRR'S'";  sia  la  di  lui  alteiza  SS'=à=  w, 


ed  avremo  A«'  =  f  (S  h-  w ,  f  )  =  !p(5 )  H-  «  (^)  H-  «*  ec. , 
ovvero  A«'  =  s  H-  w  (^)  -4-  w'  ec,  55'  =  (o(^)  -4-  w*  ec. ,  la 


densità  in  R'S'  =  F(S-f.  w);  quella  in  rV  =  y(S-ì.  w,f) 
u(^)H-u'ec. 
Rappresentiamo  per  ^  la  densità  media  dello  strato  iodeter- 
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p>  minato  SRB^S  ^  -ed  essa  sarà  espressa  da  F(S)»^(aN)  poiché 

ì  deve  divenire  F  (  S  )  qnaado  co  =  o .  Egnalmente  indicando 
per  y  la  densità  media  dello  strato  srrs'j  avremo  l'  =  y(S,f) 
«jN*.  La  massa  adunque  SRR'S'  sarà  espressa  da  a'(F(S) 

wN  )  «  j  -e  la  massa  srrs  da  a* .(  y  (5 ,  /  )  -j-  wN')  (« (^)  -4- 
u^  6C.  ) .  Ora  queste  due  masse  debbono  esseue  eguali  ;  dunque 


e  quest*  equazione  debbe  esser  vera  per  tutti  i  valori  possibili  di  w- 
La  forza  acceleratrice  dell'  aria  nella  sezione  rs  è  come  sì 

dimostra  (§  93)^  ^^)*  ®^*  rappresentata   da/{S,f)  questa 

forza,  ed  avremo /(  S  •+- w  ,  f)  per  esprimere  la  forza  accele- 
ratrice in  r€  .  La  forea  acceleratrice  media ,  o  la  risultante  di 
tutte  le  forze  acceleratrici  che  agiscono  sopra  lo  strato  srrs  sia 
t(S$t)^  ed  avremo  6 (S  ,f)  =^(8  ,  f)  h*wL  poiché  essade* 
ve  divenire  /{S^t)  quando  w  =  o  j  dunque 

i2*(>F(S,f) -HwN')(w(g)-{- co' ec.)(/'(S,t)H-toL), ovvero 

a*(i^H*  wN')(w(^)H-  w*  ec.)((^)  H-  wL),  sarà  la  forza  ac- 
celeratrice totale  della  massa  ^*  aria  srr^^' . 

Questa  forza  è  Y  eccesso  della  pressione  che  V  aria  fa  in 
sr ,  per  spingere  avanti  lo  strato  indeterminato  d'  aria  srrs"^ , 
sopra-  la  pressione  che  Y  aria  al  di  là  di  rV  esercita  sopra  rV 
per  spingerlo  indietro  ;  se  dunque  supponiamo  che  la  pressione 
o  r  elasticità  dell'  aria  sia  in  ragione  diretta  della  densità ,  e  che 
K  esprìma  il  rapporto  della  densità  dell'  aria  naturale  alla  sua 
elasticità  ,  la  forza  elastica  dell'  aria  o  la  forza  dì  pressione  iu 
qualunque  punto,  sarà  allora  espressa  per  il  prodotto  delia  res- 
petti va  densità  in  K  :  la  pressione  dunque  sopra  rs  sarà  aK .  ir  » 

e  quella  sopra  rV,  sarà  a*K(*  h- «(  2")  ^  w*  ec.  )  ;  dunque 
—  /2*K(w(^)  H-  w*  ec.  ),  sarà  la  differenza  di  queste  due  pres- 


sioni ,  ed  avremo  in  conseguenza 
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(•)  .  .  .  .  —  a*K(«(g)^«*ec.)  =  a'CY^«N'}(w(£)^ 

<**«cO((g)HrwL). 

Anche  quest*  equazione  debbe  esser  ver^  per  qualunque  valore- 
di  (Oi. 

Ora  se  le  equazioni  (  t  )  >  (  a  )  si  sviluppano  ordinaudole  se- 
condo le  potenze  dell'  indeterminata  u)  ^  ed  eguagliamo  a  zero  i 
coefficienti  delle  respettive  potenze  di  co  9  avremo  tante  equazio- 
ni che  apparterraisiQo  tutte  al  nostro  Problema  ;  ma*  senza  fare 
questo*  sviluppo ,.  prendendo  nella  prima  equazione  i  coefficien- 
ti dei  termini  9  ove  <x)  si  trova  elevato  alla  potenza  zera  ^  poten-«- 
za  più  bassa  cui  sia  innalzata  co»^  abbiamo 

(a) F==T.(g)i 

e  prendendo  nella  seconda  i  coefficienti  dèlia  prima  potenza,  d^ 
u)  che  è  la  più  lussa  che  vi  si  trovi ,  abbiamo 

-K(g)  =  -r.(|).(^O.ovvet» 

(i)....K(^)-i>P.(gO  =  o- 

Combinando  Te  dite  equazioni  (a))  (6)»  potremo  eliminare  ¥  o 

(^)  ed  otterremo  T  equazione 

K{S)(|)-K(S-n-f(I)'(g)  =  ^ 

che  contiene  la  solnzione  del  Problema  >  e  che  bisognerebbe  in- 
tegrare  per  determinare  il  moto  dell'  aria  nel  tubo . 

Chi  bene  avrà  comprese*  le  soluzioni  di  questi  due  Pro- 
blemi )  potrà,  certamente  accingersi  a  risolvere  qualunque  Pro- 
blema di  Meccanica ,  per  il  quale-  sia»  adoprato  il  metodo  ine- 
satto degli  il 


Fine  del  Calcolo  Differenziate . 
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Principj  Fondamentali  del  Càlcolo  Integrale 


Integrazione  delle  Funzioni  • 


§•  99'  i  ^  Calcolo  Integrale  è  Y  inverso  del  Differenzia- 
JL  le ,  come  appunto  la  divisione  è  V  operazione  in- 
versa della  moltiplicazione .  In  questo  si  cercano  i  Differenzia- 
li delle  funzioni  e  dell'  equazioni ,  ed  in  quello  dalla  cognizio- 
ne dei  Differenziali  si  vuol  risalire  alle  funzioni  ed  alle  equa- 
zioni 9  cui  questi  appartengono  * 

In  quel  ramo  d'  Analisi  Derivata  che  forma  il  Calcolo  Dif- 
ferenziale ed  Integrale  ^  il  Calcolo  Integrale  è  Y  Analisi  Deri- 
vata inversa  ,  mentre  il  Differenziale  ne  è  la  diretta .  Si  chia- 
ma Integrale  quella  funzione  dalla  quale  per  mezzo  della  dif- 
ferenziazione si  deriva  un   differenziale  ;  cosi  at*  è  Y  integrale 

di  2xdx  j  e  lo^.  X  h  Y  integrale  di  — .  L*  operazione  che  biso- 
gna fare  per  dedurre  da  un  differenziale  il  suo  integrale ,  suo- 
le indicarsi  per  S  ;  e  si  dà  poi  il  nome  d' integrale  primo ,  se- 


esimo 


conao  ec.  9  72  a  quella  funzione  sopra  cui  devon  tarsi  una  9 
due  ec.  9  n  differenziazioni  per  avere  un  dato  differenziale . 
L'  ordine  dell'  integrale  s*  esprime  per  mezzo  di  un  indice  dato 
alla  lettera  S  9  e   posto  nel  luogo  degli  esponenti  j   così  a?*  è 
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r  integrale  secondo  di  1 2x^dx^  ;  e  lqg>  oc  h  Y  integrale  secondo 
di  ---  ^  >  poiché  convien  fare  due  volte  la  differenziazione  snc- 
cegsivamepte  sopra  ^* ,  per  avere  .i  a-q^'d^c* ,  e  parimente  due  vol^ 
te  la  medesima  operazione  sopra  log.  «  ^  onde  ottenere  —  ^  - 
Questa  dipendenza  o  qnesto  rapporto  die  lega  or*  con 
i  aa?*cia?* ,  log.  x  con  —  ^  ^   ^   rappresentato  4air  equazione 


a?*  = /**  I  ajcMx* ,  Zog'.o?  =/*  —  -—-  >  la  quale  dice  <}he  il  pri- 

tno  membro  è  T  integrale  secondo  dell'  altro  membro  :  in  gene- 

rale  T  egnazione  u=/  zdx   dice  olie  u  h  V  integrale  fi        di 

iZ^tfoT  >  ovvero  die  egli  è  quella  funzione   4i  x  ^  la  quale  diffe- 

rènziata  ri  '  volte  di  seguito ,  ci  dà  zàx  . 

Ma  per  riguardare  la  cosa  sotto  il  suo  vero  punto  xFi  vi- 
sta ,  io  osservo  1  che  considerando  il  sistema  di  derivate  da  noi 
stabilito  al  (  §.  I  ) ,  e  che  è  il  fondamento  elei  Calcolo   Diffe- 

renzìàle  ,  il  iKfferenziale  h  zdx  di  una  qualunque  funzion© 
71^  egoa^iia  (  §.  4  )  la  derivata  del  medesimo  ordine  moltiplica- 
ta per  dx  i  data  dnnqne  un'  espressione  differenziale  zdx  ^  se» 


n 


la  divideremo  per  dx' ,  avremo  una  quantità  ^^  =  2;  che  rap- 
presenterà  la  derivata  n  della  funzione  u  ^  dalla  quale  qciel 
differenziale  si  considera  dedotto;'  av'remo  dunque  '2;  ==  d  w  15 
da  4}tiesta  equazione  (  Princip;  dV Analisi  Derivata  §.  9  )  rica- 
i^cemo.  jpbito  a  =  D  >^  ,  la  quale  diqe ,  che  u  sarà  la  ^riva- 

•    _ 

trice  n  di  a .  Per  aver  dtmqtie  qnesta  funzióne  U  che  è  T  in- 
tègrale  n        di  zdx  ,  cìdb  u  == /'' zdx  ,  basterà  prendere  la 

•  *  '  »  a  • 

aenyatrice  f2    .     di  »  ;  dunque  per   aver  1  integrale   n         di 
Tom.  IL  I  i 

'  \ 


II 

i 

♦ 

8 
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una  qualunque,  differenziale  data  zdx  ^  prendercma  la  deriva* 

tricet  n       dì  zdx    senza:  avere  alcun:  riguardo  al  dx^\  e  divi- 

deremo  per  la.  stessa,  dx.    il;  risultato,  di.  quell*'  operazione  r  sa- 
rà così. 

/  juix.  =s  .D*  w  ;  <ia?  ,  ovvero  /"zdx*  =:  D*  ^ .  Di  qui  se- 

gne  che  neir  espressione  /  zdx    bisogna:  riguardare  il  4^  come 

uà  indice^,  il  quale  ci  dice  rapporto  a  qual  variabile  deve  f^r- 

■  ■    *     ■ 

si  r  integrazione-,,  e  che  è  destinato  a:  sparire-  affatto^  da/*  zdx 
ad  operazione  5nita  ;  di  modo»  che  yzc?^;  deve- considerarsi  come 
una:  funzione  fli   v  ,  la:  quale  non  contiene  in  modo-  alcuno  dx  : 
dunque  qualunque  operazione  si  faccia,  soprai  Jzdxj  quésta,  nou: 
paò.  mai  riguardare-  dx  .  e 

Ma-  quale  sarà:  ella  T  operazione ,,  che:  far.  dobbiamo}  per  ot- 
tenere- effettivamente  gì'  integrali  ? 

Se  la.  quantità:  da;  integrarsi  e  sotto  i  simboli' della  diflferénzia- 
zìone  V  possiamo,  subito,  trovarne  1!  integrale  ;.  infatti  sìa  la  qnan- 

tità  (    *  )  dx  ,  e  ne  avremo»  l' integrale;  primo»  rappresentato.,  dat 

(^'^Z^) dx" " ^ i  {'''~l\)dx'^~'''  ne-  rappresenterai  riqtegralé  se- 
condo  f  ed.  in  fine: 


(^_11!|.) dx^r^^  (£5 ) dx"  =  a  ne  «urà.  r  integrale  7z"""'\ 

,  .  .Bccettuatoi  questo»,  caso  ^  nnlla-  pessiàmo»  stabilire;  per  deter- 
minare r  operazione  che  dar'  ci;  dovrebbe- gif  mtégrali,  e  ciman- 
tsa  in»  conseguenza:  una?  regola  generale  per  ritrovarli .  JL  questo 
riguardo-  non  vi  Banno»  che;  artifizi;  analiticiS-  e  metodi,  partico- 
lari" per  r  integrazione-  in-  certi  casr  tiètiérininati ,.  dei  quali-  mè- 
todi parleremo,  itt  qnesto»  Capitolo ..  . 

Primieramente  osservando  che  reqnaziòne  (^)^  =  ^"*" 

conduce  ad  u  =fzdx  >  dalle  differenziali  già  ottenute-  per  alcu- 
ne fanzioni  possono  trovarsi  gli  integrali  di  altre  ;.  cosi  L*'  equa- 
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zìone  {^)^ì±r  ìt'lóg. a  ,  ci  dà  a'  s=  log. a  .fatdx ^  «  quindi 

m 

y&'da?  :2=  T^  i  egualmente  (^~)  =  fios.x^  ci  dà  sen.»:  s=z 

Con  lo  stesso  metodo  sonosì  avuti  gli  integrali  che  si  tro- 
vano disposti  nella  seguente  tabella  >  €  .die  ^potrebbero  verificar* 
si  per  jnezzo  4ella  ^differenziazione  . 

JE  qui  avvertiamo  che  mi' integrazione  :aggiugne  una  costan: 
te  9  come  Ja  difTerenziazione  la  fa  svanire  :  siccome  infatti'  la 
differenziale  di  u  .è  la-  stessa  che  quella  di  .z^  h*  A ,  «essendo  A 
una  costante  9  così  tanto  i^  che  z/ h*  A  sarà  T  integrale  vdi  tquclla 
.differenziale  9  sarà  cioè  i^  -h  A  ^s=zfzdxi  nei  due  vCsemp;  «qui  «o- 

pra  riportati^  avremo  allora  fa'dx  =  -A—  ^  A^fdos.jcos.x  sra 
sen.X'^hA. 


Air  integrale  9  il  quale  contiene  .la  ^costante  arbitraria  (  que- 
sta costante  si  dice  .arbitraria  9  perchè  .data  la  quantità  da  ante* 
grarsi  9  niente  è  pronunziato  sopra  la  costante  9  e  possiamo  de- 
terminarla come  più  ci  piace  )  si  dà  il  nome  di  Integrale  X^owr 
pleto .  .Sono  .completi  tutti  gli  integrali  seguenti.. 

Differenziali.  Integrali  .completi. 
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log{a^x)^Q 


dx 


dx 

d* 

') 

dx 

*•) 

dx 

*•) 

y77"£r,-5^  Aserij^-^C)  ovvero  —  Acos  - -f  C 
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Dimk&bMzialt.  '    Integrali    gom<ii..kti; 


dx 


dx 


(log.  logx  y 


d» 


dx 
Sfn*x 


i-  A  tang—^  C ,  ov v'.- —  i-  A  co*  —  •f..  C 


-  A  ««e—  -h  C ,  ovv\— — A  Gosec  —  «4.  G 


Zog.  Zog-ac  Hr  G 


ìjog.  log.  log.  «  H»  G 


ec.  ec. 


?(%«)■        ^'^•r."'  H-  e 


(Bg.làgxf         _.    /^ 


dxcosx         ^  se;z-a?-HG 

dxsenx  —  co^a;  H*  C 

t  x) 


tangx 


cotangx  H-  C 


V 


§.  100.  Premesse  queste  integrazioni  delle  formule  che  più 
frequentemente  s*  incontrano  nelle  soluzioni  dei  Problemi  »  oc- 
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^S3 


capiamoci  delk  forttiT?.la  geiierafle  Xda? ,,  essendo  X  :unai  fohzio- 
nc  di  a; . 

Questa  funjzione  può  ^essere  algebraicab  trascendetitev  raV 
zionale  o  irrazionale;  e  qui  si  vuolp  avvertire,  che  se  gV  ir- 
razionali ed  1  trascendenti  non  inviltìfrpàho  la  variabile.  vV ,  Ji 
funzione.  X  è  ^enjp^e  razionaHe  ed  alaèbraica >'  incominc.iaraot  a 
considerarla  algebraica  e  razionale.  .E. dimostrato  neir  introdu- 
zione al  Calcolo  Sublime  che  in  questa  ipòtesi  la  funzione  X 
si  decompone  in   una   serie,  .finiti   di  termini   di  questa  fórma 

,  ^? • ^-^^ TT-  essendo  a^b  ^p  ^q  ^  B  quan- 

tìtà  costanti*,  ed  n  numero  intero  ;   dtinqiie  F  integrazione  ddlk 
foimviht  Xdof  dipende  da.  quella  delle  formule 

i\  .  .  .  cuxì'dx ,  a*.  .  .  • 


ax 


atx 


(#H-j*y 


»  3*-  •  :  •  /-n 


{a^hx^dx 


(  ^*  H-  2plx  cos  /3  -*-  q^x"-  T 


»H*  r 


L' integrale  della  prima  completo  b  fax'dx  =  ?^ ^  C,  (a): 


•■        i 


4t 


(a)  Questa  formala  è  difettosa  quando  /r=-^  i  »  poiché  aUora   ci  dà 

/—  =  ~  •+  c^  mi:  i«r  questo  caso  si  sa  d*  altr'onde  cHe  f^  =z a hg x -^c 
x  o  ^         '      .       .  •'*'*'., 

•  •  • 

Per  spiegare  questo^  paradofs,a,  primamente    osservo  che    la.  ibrnuila   doveva* 
essere  appunto  difettosa  in  qnel  caso  \   poiefaè   i  diflTerenziaU  delfe  potenze 

^    .  — r      a      I      ar 

intiere  .  .  .  •  x       t  x  ,  x  ,  x  ^  . . ,  .  non  contengono  mai^  la  potenza  -  i , 

ed  in  conseguenza^  non  esiste  nò  può  esistere  nella  serie  delle  potenze  in- 

*  tiere  della  Xr  pna  potenza  che  sia  l'integrale  di  x  dx;  né  una  tal  po- 
tenza potrebbe  esser  fratta ,  poiché  le  potenze  fratte  diiFerenzìate  non  pos- 
sono mai  dare  potenze  intiere^ 

In  secondo  luogo   può  darsi  alla   nostra  fòrmula   un  tale    aspetto   che 
aoddisfacGia  anche  ai  caso  di  n.  =r  —  i  ^  o   almeno  da   essa  possa   dedursi 

1*  integrale  per  quel  caso  medesime:  poniamo  e  s=-  ^!^ —  essendo  b  una 
eostante  afrbìtrariffy  e.cib   per  lariilttasioi^Q  ohe  n  fa. più  ,so(to  in  questo 


stesso  §. ,  ed  atreiùo  fax'^dx  ==; 


éx 


/^ 
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quello  della  seconda  >  quando  n  è  maggiore  di  i  >  è 
f , — -——^  =  e  —  -, ■      "  > — r-:rT  i  fi  quando  /j  =  i , 

/^T"  ==  T%(P  Hf-?»)  H- e,  indicando  per  e  nna  «tostante 

arbitraria .  Non  è  così  fiicile  a  ritrovarsi  1*  intégrale  della  ter- 
za ,  ma  vi  si  perverrà  per  mezzo  dell?  permutazione  .delle  via- 


Sia  primieramente  ;z  =  i  ,  vogliasi  pioè  intesrarp  la  for- 
mula 

prendiamo  il  log'aritmo  di  ^nest*  equazione ,  a  diiFerenzianda, 
avremo 

-—. T-  =  -1  .  ^  -^  -^  .  -5— -i'-£?i|— _  :  sarà  dunque 

^*  H«  2/yjP  <:ax  i3  -*-  q^x*  "^  2f  *        /  €  /  ^*  -+  2/f  *  ^^X  /8  -+  ^***  "" 

A  W  f  ^  al-hpcosJ^   r     à^f^ .  ^^^^  j^  difficoltà  pCf. 

tanto  sarà  ridottgi  air  integrazione  della  formula 

f^ -^^ -— .  Per  ottener  quest*  integrazione  j  io  osservo  cbp 

^  p^^2pqxcos  fi-hq^x*    •         •  *  p       .       .  ^ 

■ 

p*  -i-  fipqxcós^  «4-  jV  ==  p' .  ( sen^y  H-  (p CQSp  •*-  ja? )*  j  on- 
de  latto  pco5^  «n-  g»  =  pusen0t  4  avrà  dfjx?  ==  ^—  du^  e  1?* 
ibrmuj» 


■f^ 


iL. 


:—  I  ^  .a --a 


Tà  ya;^     4;^  =  --3-  =  — .  Il  valore  dunque  dìvhnc  intlet&rminatp  per  quc- 
^to  caso  y  .e  determinandolo  per  mezzo  del  jmatoda  spiegata  ai  §.  42  >  ?i 

« 

"W*    f 

trova  yi;^     dx  ^  alx  ^  alh ,  f^x^%i6  =  aliV  -*•  e  1  come  fio^ra .. 
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f ^*  ^    diverrà  — ^-—  /*— ^  »  il  cnr  integrale  dato 

dalla  Tavola  del  $'.  àQtececfiBntc  r' è  '  i' 
— -  —  {Are  tang. u^c)  ;; .a^nemo . dkmqnier 

e  sostituendo:  per  w  e  per  t  i  icspetiivì  rtlori ,  sary     . 
if-^lIÌL^  CArc.  tan^.  tì^f^j^ll  H-  e  )   l''  iotegrale  cercata-   A 

pq^stnfi      ^  ^        p  senfi  '  ^ 

questa  integrarle  po^xatno^  ancHo*  d'are-  mm-   forma  drvèr9a  r  iofaV 

tt  essendo  e  una  costante*  arbitraria>  potremo  invece  di  essa  por- 
re qualunque  funzione  di  quantità: ^terminateV  se  fra  df  esse 
se  ne-  trovi  una?,  rirasciata^  al  nostro*  arbitrio  r  poiefiè-  comprende- 
sr  facilmente-  che-  in:  virtù  di.  questa  j3irbitraria\  là  iinOva  Jonzio- 
ne  sostituita  a  c>.  potrà  prendere  tuttji  i  y^òri;  ];K)s$ibiIi:  .cfa©  a 
noi  piacerà  di  dare  alla  medésima  e  9  e  che  è  in  conseguenza 
cqqsecvata  la  gc?ncralità  ddF  incegralcL.  JDopo  qnestsr'otecryazione 

poniamo  invece  di  e ,  la  quantità.  ^/^*  ^  -C  r  jCssenda  C  nns 
iraova  costante:  arbitraria  t  e  T  ultimo'  ternìine*  dèir  integrale  di- 


•  1 


1   i    éi     l:     f    -  .   ».  •   . 


'Sz^LE  Are.  tam  Z^^Ll^l»  ^  C- 

pq^  senfi  ^'      p  sen  fi 

Questa» 'integrai  nòa  sc^dcJisfaT  per  ìt  caso  iir  cui  j^  =i=  0  , 
^ichè  il  di  lai  secoado^  xaemhto  divieoo*  infinito  :i  allora  |>erò  la 

formula  da  integrarsi  è  /Cf^^lj?;;  questa  si'  r^soìvfc- nelle  due 


:».    i 


cHe:  abbiànt  dettO'  al  priacipio  di  .questo  J.  r  sono  3  Zò^  (p 


2,^^  i  A  T.E  M,  A.,TvI,C-A     S  U  |  L  i^  M  E 

Se  noi  potremo  ridurre  V  integrale  della  formula 

(^H-gjQjr     jj      ^j dr ....    ,     p  ,  >, 

(  P*  -+  2pix  cos  fi  -+  g*x*  )"  ^       -</>*-*■  9M»  c»t  fi  ■+  j»«»  )' -«  >.P"''^'*- 

considerarsi  come  ottenuto  V  integrale 

^(F'^ni^colV^  f««» r  '  'P^^**^  qualunque  sia  /z  discendendo  con- 
tinuameate  9  arriveremo  alla  jfomiula 
>/■    ■     '    ^'^^.'      1  ,L^ ,  la  qnaje  abbrwn  già  integrata  . 
EpF  itf tenere .  qnei^jta .  riduzione  poniamo 


•  »  k.   * 


*  .  •  .  •   • 


<  1  t 


'*'..:  i 


1  >         . 


-essendo  A  rByC  quantità  costanti  da  decenii inaisi •: 
•  Differenziamo,  ed  a Yreino  '  i 


r 


ora  riducendo  allo   stesso  denominatore^  ed  eguagliando  a  nu« 
meratorii  si  avrà  ,        .,^        ,,  .    r    ..  \  -    . 

^  -4-  &a?=  (  B  H-  Q) i>  — ^aA  (re  —  i  )pqcosB  -^-  [  aB 
aG  —  aB  (« >--  i  )  }jpgj(i<oo^/3  —  aA(»; —  11)5*0: 
[B^C-r-aB.<^,-,i)]5V.  ,  , 


1  »  >  i-  f  ; 


«4 


«  quindi  eguagliando  a  z^tq  i  coeiEci«nti -, déllQ, diverse  poteu^e 
di  a? ,  otterremo  "  *       .  -v     <^  ^  v    •       { »   -  ^    > 

A  -  •  ■  • 

(B-4,C)p'  —  aA(n— I  )pgco5^  =  a 

[  a  (  B  H-  C  )  —  aB  (  «  —  I  )  3pgco6/5 -^  aA (  ft^^,  i; )  S*  *^ -& 


fC  A  L  e  O  X  O     l'N  T  B  G  R  AX  E     C  A  lE      1.  ag^ 

B  H-  C  —  aB  (  » —  ;i  )  =  Q;»  dalle  quali  si  ricava 

_        «q  eos  $  —  if  . 

«d  io  cQnsegnjsqza 


«•^^Mawi 


•« 


Rendiamo  più  chiare  queste  Teorìe  ,d'  integrazione  eoa  qual-^ 

tche  esempio. 

Quale  è  y  integrale  della  funzione 

y.<*^-3*'j+^4»:z2  dx?  Siccome  il  coefficiente  di  dx  si  deconi' 
pone  in  queste  tre  ptrti  sac*  -4-  -y 2 — ,  perciò  avremo 

quindi 

Egualmente  per  avere  il  valore  di 
/3fJl±i55l^9^^^  dx  ,  decomponendo  U  coefficiente  4i  dx , 
troveremo  ^ 

Eagonando  /rr-'^  coi  k  formula  /,  ;*^*   ■;>  si  avrà 
«  =  3 j*!»  ==i>  5^  =  --a>  «  =  3,  e  quindi 
Tom.  ir.  '       K  k 
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'^(T^ìT?  =  e  H-  ^iT~-y  '  Egualmente  paragonando 

a=  I,  6=  i ,  jo=  I,  g[=  I  >  co5^.  =  i.^ed  ia  conseguenza 

A  — ^ —tt:  =  r7 r-^  H*  /  -i ;  tutta  aduaàue  st 

riduce  ad  iutegrare  g^^^/^^^j •  W  paragone  di  quest*' espressio- 

ne  con  la.  formuli  __i^^l-_-,  ci  dà. 

a  =  I  j,  5  =  o,  jp;  =  j  ===  i  j  cos/3. £=  JL ,  e  perciò. 

2. 

/ìu^PT:?^  =  7^^rc.  tang,  l^  ^  e  ,  saA  per  tanto. 

a  •  • 

> 

/»      3<^Jf     ^  _  *    /"  (  I  H-  jp  )  </;y     S .^^  I  *»-y  ^  > 


«.     •       ». 


• .     •      •      k      • 


rf*  3         _.  i-h«  .a    >#^^  ^^ ^ì-¥2x 


•/ ai  «-**-«•*•)  211.-2*)  ^3(1  H-*H.*')^V3^'^^-^°"^-      ^3 

G ,  essendo  G  la.  costante  arbitraria  che  rende  F  integrale  com- 
pleto . 

Vogliasi  ora.  determinare  la  capacità  di  una  Botte  FOPG . 

•p-      -  Supponiama  che  le  doghe  FAG  formino  nel  senso  della  lo- 

ra  lunghezza  una  Gurva  Ellittica ,  il  cui  asse  maggiore  sia.  po- 
sto suir  asse  DI  della  Botte  ,  e  che  le  sezioni  ALBM ,.  FEO  > 
GHP  perpendicolari  all'  asse  ,  siano  Ellissi  simili  ).  di  modo.-  che 
fatto  GA  =  B »  CIi,;=a ,  Gì  =  FD  =  6t  abbiasi Hl=  DE  ==. 

~ ..  Ghiamiama  K  la  lunghezza  DI  della  Botte  j,  e  r  la  circoji- 

fcrenza  di  uu  circolo ,,  il  cui  diametro  D  ==  i  ;  sia  GR  s=  ar  ». 

R  S  =  y .  Per  eia  che  abbiamo  dimostrata  sopra  (§91  )  la  ca- 
pacità della  Botte  è  eguale  all'  integrale  della  sezione  SN  mol- 
tiplicata per  dx  :  cerchiami  dunque  la  superficie  di  questa  se- 


—  )    e 

a 
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zione .  Per  qiresto  supponiamo  compita  1*  ellisse  TFAGVPBOT,  p- 
la  cui  metà  dell'  asse  minore  GA ,  abbiam  posta  =  B . 

Se  noi  indichiamo  pet  A  la  metà  GV  dell'  asse  maggiore  > 
e  facciamo  IV  =  DT  =  jc ,  si  avrà  B*  :5*::  A*  ;  (aA  —  z)zi 

ma  3A=.az^K,  quindi  z  =  ^^^i  sA  —  z  =  2^^ 
perciò  B*  :  b*  :  :  A'  :^^—^,  é*  onde  ricaviamo 

•4 

A'  =  j^^?*^\,  »  sarà  dunque 

La  sezione  SN  ha;' per  metà  dell'asse  minore  l'ordinata  y, 
ed  essendo  essa  simile  alla  .sezione  AB ,  la  metà  dell*  altro  di 

lei  asse  sarà  ■^.  La  di  lei  superficie  sarà  —tv',  t5ome    mostre- 

remo  al  §.  107  ;  avremo  pertanto  per  «sprimere  la  ricercata  ca- 
pacità 


3 


Ora  supponiamo  che  la  costante  C  si  annulli  quando  a?  = 

|,  avremo  G  =  t^  {B'  ^  £};  e  se  l' integrale  deve  termi- 

nare  quando  a?  =  | ,  s' avrà  espressa  la  capacità  della  Botte  da 

». 
questa  sémplicissima  formula  f!*|aB*  h-  è*)' . 

Se  le  doghe  della  Botte  FAG  formando  una  curva  Ellitti- 
ca ,  le  sezioni  perpendicolari  all'  asse  sono  circolari ,  allora  sarà 

tì  =  B  ,  e  ~  { aB*  H-  6*}  ne  esprimerà  la  capacità . 

Quando  i  due  semidiametri  Gì ,  FD  della  testa  e  del  fon- 
do della  Botte  non  sono  eguali ,  facendo  Gì  ±=  6 ,  FD  =  6' , 
allora  sarà 

^~  l.  ^'  *^  Tv  '  ®  ^*  capacità  si  esprimerà  per 
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Fig.  25.  -J  •  ^  {  4B"  -t-  6*  H*'  è"  } ,-  ^Ktero» 

JL  .5  (4AB,.  ML  H-GP  .  iTw  H-  TO ,  fiEl ,  da  cui  ricaveremo^ 

questa  regpla.  pratica.  ,>  Moltiplichiamo  tra.  loro-  i  respettivi  dia- 
metri, di  ciascuna  delle  tre  sezioni  di  una  Sotte  9  ed  avrenio  tre 
prodotti  :  al'  quadruplo  del,  prodotto  che-  ci  danno  r  diametri  del- 
la maggior  sezione  aggiungansi  gli  altri  due  prodotti  :  se  ne  mol- 
tiplichi la  somma  per  il  sesto  dèlia,  lunghezza  della  Sotte ,  e 
questo  prodotto  si.  moltiplichi  anch€  per  0.^,785398',  che  è  la 
quarta  parte  della  circonferenza  di  un  circolo  che  ha  per  dia- 
metro I  ,  ed  avremo  espressa  dà  quest'ultima  prodotto  la  capa- 
cità della  Sotte:  Una  tal  regola  per  la.  cubatura  delle  Sotti  è 
deir  Astronomo  Oriani-. 

§-  loi.  Parliamo,  deir  integrazione  dello  differenziaflt  irra- 
zionali >.  e  per  camminare  con  ordine,  incorni ncieremo  dalle  pm 
semplici  per  andare  in  seguito  alle  più  complicate . 

I  Sia^  Xdx  una    differenziale  della^^  quale  si  voglia  V  inte- 
grale >  mentre  X  è  una  funzione  razionale  diore  di  5  =  \/(a^h 

Vediamo  se  •  per  mezzo  di  un^adattata  sostituzione ,  potrcnro 
barattare  questa  differenziale  in  •  un' altra  che  sia  razionale  :  fac- 
ciasi a  H*  &«  =  a*  >  ed  avremo  V {^  H-  bx)=:  z ,  x  r=.5izif ,, 
dx  =  -j^zdzj  e  sostituiti  questi  valori  r  là«  formula-  differenzia- 
le  Xdx  si  ridarla  razionale ,  contenendo  una  nnova.  variabile  z 

Per  esempio  sia  dy  =  _-^^_-,  e  fatta:  la  sosràzione  V  (a 

.hx)  =  s  ,  sarà-  d[y.=  '-^fc!-!^,, ed-' integrando ' 


iv  =  ~  a*  —  g  a  ^  C ,  e  riposto  il  valor  di  s,. 


ati 


À 


a  2«    y.#         .    r     \  i-»         a>/ ( i* -*- ^A* ) /•  I 


3      ^ 

II.  Sia  X  funzione  razionale  delie' due  quantità*,  a;',  5,  essendo 
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«  =  y^(a -4- èa?) ,  6' dimandisi  il  valore  di /Xcfa? .  Facciamo 

\/ ( a  -^  bx)  =  z,  e  sarà  s  =  Zx  a?  =  — p2,  rf^  =  ?5ll'^ ; 

questi  valori  sostituiti  nella  formula  Xcfo;,  la  renderanno  razio- 
nale ,  se  però  n  sarà  numero  intiero  • 

Per  esempio*)  sia  c^  = — =5  —,  e  p06to  -v/Ya  h- 

5x  )  =  2r ,  sostituito  ^^^  per  da? ,  si  Ha 

dy  ==  ?^1*  ==  4 Z"'^"" 'd5,  e  qaindr 

ili"  * 


«  -<-■  *» 


*(»-^)  ;>(,_,,)!^ 


e. 


ni.  Essendo  X  una  funzione  razionale  delle  due  quantità  x  » 

^  =  y'(a  H*  6V(/h-^«))>  si  vuele  integrare  la. formula  Xdxi 
la  quale  comprende  una  doppia  irrazionalità-. 

Facciamo  per  questo  y/  -j^a-fc  &\/(/-i-  gpc)\  =  z,  e  sarà 


J:i?  =  »^^"^<^(g"--^)''""  ,  valori  che  restituiti  nella  formula  Xda;> 

la'  renderanno  razionale . 
rv.  Sia  X  fnnzione  razionale  delle  dìie  qtìantità  a?  ed "s  = 

"^  «-+_**    g  cerchiamo  il  valore  di/Xda?. 

Posto  5=  Vl.±^^  =  2V  sark^  =  z- ,  e  di  qui  «  = 

^^-4,  c£a7  =  li^>^^;i:£i;  per  la  sostituzione  di  questi  va- 
lori  là  nostira  formula  si  ridurrà  alla  razionalità . 

Per  esempio,  sia  dy  =  ^  =  '^p^llrij^^  ed  avremo 
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72=i,/=i,^'  =  —  I,  a  =1,6=1,  e  però 

z  t=  ^77-^—,  >  dx  =  ■  ■  •*' ^^   ■ ,  i  quali  valori  sostituiti ,  ci  danno 


dy 


4<f« 


Per  integrare  quest*  ultima  formula,  facciamo 


e  differenziando  Avremp 


A  —  fizz      ,        B       Ah-B-*-(B  —  A)««. 


bisogna  dunque   che  sia  Ah-B  =  4,B  —  A  =  c,  e  quindi 
A  =  B  =  i2  ;  e  siccome 


ifc 


/-^*—  =  Are.  tanq-  z  >  così 


S£ 


l-i-« 


^  H-  3  Are.  tang  2;  h*  C  j 


ponendo  ora  — ?-  9  invece  di  l  -f-  ^*  >  si  avrà 

y  =  ^ (  I  —  xx)^  %Are.  tang y/^^—^  •+•  C  . 

Si  sa  dalla  Trigonometria  ^  che  quando  la  tangente  di  un 

angolo  è  \/^-^—^  il  suo  seno  è  =  v'i±iJ,  il  coseno  =  v^Luf  ^ 

il  seno  deir  angolo  doppio  =  \/ (  i  —  xx)^  ed  il  coseno  =  — 
X  :  avremo  dunque 

Are.  cos  —  a;  =  —  •-f-  /tre.  sen  x  »  e  perciò  1*  integrale  trovato 

diverrà 

jf  =  >/ (  I  —  xx)  H-  —  ^  Are. sen x  ^C: 

supponiamo  jehe  T  integrale  .debba  prendersi  in  fiiodo  che  svani- 

sca  quando  a?  =  o ,  e  sarà  G  =  —  i  —  —  ,  e  perciò 


CALCOLO     INTEGRALE     C  A  P.     I.  ^63 

>  =  V(  i  •—  a;a?)  —  r  ►!.  Arc.senx^  Se  ora  si  fa  ars=  1 ,  si  ha 

y^^  —  i  =0,5707963. 

V.  Posto  che  X  sia  una  funzione  razionale  di  a*  e  di  5  = 
Via  H^hx)^  integrare  la  formula  —  . 

Facciamo  al  solito  ^{a^^hx')  =  z^  e  saia  a -4- 5«*  =r 
z  yx'  =z  tJZl  j  e  siccome  in.  X  s' incontra  soltanto  la  potenza 

x\  così  diverrà  esso  razionale  sostituendovi  per  «•  e  per  y'Ta 
^x'  )  i  respettivi  valori  in  z.  ' 

Se  poi  si  prendono  i  logaritmi ,,  avrema 
nix  =  Z  (z"  —  a)-^lbi  e  differenziando 

«"  ^^  KisF-gX  '  ®  ^^^^  '""^  ^*  formula  si  ridurrà  razionale  9  ed 
in  conseguenza  integrabile . 

Per  esempio  ,  sia  dy  =  .^*'"'^*_  =  *f .  ft! , 

ve* -«■«*»)  -    *     * 

e  fatta  1*  opportuna  sostituzione  »  avremo 
tì[y  =  '"''         >  il  cui  integrale  è: 


\ 


ii^  =  .7(W=o  V(a  ■*•  ««■)—-«•  C .  ovvero 


»^(mi  — I)  "  »•  .         ^  _- 


H-C- 


VI.  Sia  X  funzione  razionale  delle  due  quantità  x'  »  ed  «  =: 
^  (/5^?  ^  *  ^  ^  ^°Slia  liberare  dall'  irrazionalità  la  formula 


X^ix^ 


K 


x^ 


Poniamo  «  =  V"  J^i^  =  2  ;.  sarà 
=  {~^  >  e  presi  i  logaritmi 


\ 
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^ly;  __  i(^fz',_^a)  —  i  (6  —  ^2i*)  ;  quindi  differenziando 

se  om  si  sostitiriscono  questi  vaioli  nella  formula  proposta  si  li- 
Jiererà  dall'  irrazionalità  .  . 

Vn.  Essendo  X  una  qualunque  funzione  razionale  delle  due 
variabili  jx ,  s  ==  v'  (  a  H-  5«?  =t  a*  ) .,  ridurre  razionale  e  per- 
ciò integrabile  la  formula  fXdx  .  ^ 

Supponiamo  per  questo  v^  (  a  -+•  5»  ±=  «*  )  =  V^a  -^xzì  ed 

avremo 

a  H^  hx  ri:  x'  =  a  -^  Av^a .  az  H-  atj'js' ,  d*  onde  si  ricava 


X  =  i=,2a^  ,  dx  =  ^V^^rg^Ti^  d^  ,  V<  a  H»-  5*'  =«=  »'  )  == 
--eVifiV£_i*«  .  e  fatte  le  opportune  sostitpziorii ,  sarà  tolta  1'  ir- 

razionalità  dalla  formula  f^Làx  . 

Per  esempio;  sia  dy  =  _^^^__j-~^— ,  ed  avremo 

.  L*  integrale  dì  -^^  è  /o^^|  -h€;  dunque 

L' integrale  di  -~  è  iiArc.  jfa/2ga  H-  C;  dunque 
r-- — ^^ =  T^Arc.  tangz  H-  G , 

J  s/  {*  -^  hx  —  M*  )  ^ 

ponendo  nel  primo  caso  z  =  ^  *  


e  nei  secondo  z 


X 


Vili.  Indicando  per  V  una  funzione  razionale  delle  due 
quantità  v'  ed  s  ==  v^(  a  ri-  6v"  =±  v"  )  si  potrà  egualmente  to- 
gliere l'irrazionalità  dalla  fori?3ula  Vv*"'    dv.  Si  faccia  per  que- 
sto v'  =  X.,  e  sarà 
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^z=\/(a*+hxztx*),v        dv  ■=  —:  dunque  V sarà  una  fun- 
zione   razionale  delle  due  a?  ed  s ,  e  la  nostra  formula  idiverrà 

—  ,  che  rientra  nella  VII. 

§.  102.  Per  quanto  le  formule  irrazionali ,  qui  ^opra  inte- 
grate ,  siano  dotate  di  una  tal  quale  generalità  9  pure  accade 
spesso  d' incontrare  nella  soluzione  dei  Problemi  formule  irra- 
zionali >  che  non  isi  riferiscono  ad  alcuna  di  quelle .  Appartie- 
ue  in  questi  casi  alla  sagacità  del  Geometra  la  scelta  di  qual- 
che adattata  sostituzione  ,  onde  toglierne  i  radicali  :  non  si  poS- 
•sono  dare  sopra  questo  soggetto  delle  regole  generali ,  e  noi  ci 
tratterremo  perciò  nell'  integrazione  di  alcune  formule  particolari . 

I.  Sia   proposta   la  formula  dP  ;;=  j — ^llL±^>         e  -se  ne 

cerchi  Y  integrale  P  • 

Facciamo  -^—  =  P>  e  sarà  j  ^p^  =  _I:±.^ ,  ^(  i  ^^ 

_ju±x»)p^_     5i  ha  dunque 

<2P  =  4- .  -77^— :>  e  perciò 

P  = -L  .  L  {v/(  I -*.pp)  H-p}  H- C . 

Se  invece  di  p  e  di  v'  (  i  H-  pp  )  >  poniamo  i  respettìvi  va- 
lori )  8*  avrà 

n.  Sia  da  rendersi  razionale  la  fornitila 

Poniamo  V  (  i  H-  a?'  )  =  pa? ,  ed  avremo  intanto 
Tom.  IL  Li 
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dP  ==  -^^  .  . 
i  —  «♦ 

Essendo,  ih-»*  =p*a7*,  s'avrà  estraendo  la  radice  x* 


— P*  H-  V  (  —p*  —  1  )  •  Facciamo  — p*  =  y ,  ed  avremo  »*  '  = 
jH-VCj*  —  i))   e  quindi  2La:  =  Ij-f^-HVCg^'  —  *)}" 


—  ==  _-_£?___  ;  e  riponendo  il  valore  di  5 ,  si  ha 
?^  =  -j^A— ,  dx  =  T7^^  »  e  fatta  la  sostitnzione 

(l-**JV(/»*-4)* 

Ora  a;'='-l±^(-^li:l>, 

9 

«,4  ^♦-2H-j>V(^*  — 4) 

'         ^-       ^4_4-.--^V(/>--4)^.      v-{/>--4}{/>W(r-4)} 

2  a  ^ 

sarà  dunque  — — -  =- tt-I — - ,  il  qaal  valore  sostituito  neir  e- 

spressione  di  dP ,  ci  dà 

dP  ==  —  lì^  ,  essendo  p  =  5^1-*12. 

III.  Questa  medesima  sostituzione  può  servire  a  render  razio* 
naie  la  formula 


/ 


rfjr  >/  (  /f  -+  *jr*  -+  cx^  ) 


é  —  cx^ 


Infatti  ponendo  ^(a  h-  5^*  H-  cx^)  =p^  j  si  ha 
S  =  -^^,  :  essendo  poi  p  =  v( . >i- ^^- h- r^^)     ^^^^^ 

rfp  = ^-^.l'*^__.  =  —  'ÈL±'p'± ,  e  quindi 

do?  =  —  ì^^  j  sostituendo  questo  valore  nella  formala  prò- 
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posta  ^  si  avrà 

dS=^-^  ("i"^,^  •  ma  (  a  H-  cx'Y  =  (pp  ^  h  )V,  e  togliea. 
do  da  ambe  le  parti  ^acx^^  si  ha 
{a-^cx^y  =  ^{pp  —  bf  —  4ac}ap^, 


x^ 


- ,  ed  in  conseguenza; 


dS  = f^-^t ^  formula  che  non  contiene  più  irrazionali. 

IV.  Proponiamoci  di  rendere  razionale  la  formula 
V=/- 


dx 


2n 


Facciamo  per  questo  3; =  :s  1  ed  avremo  primiera- 

V  ( -i -4- 2**"  ) 
mente 

dV  =  —  .  — *—  .  Prendendo  dunque  i  logaritmi ,  sarà 
Iz  =lx  —  —l(a^  2bx'  )  y  e  diilèrenziando 


2» 

Jz  dx  hx^-'Jx  dx{a-¥6x'') 


%  X  a  ^  *ibx^  x{a  -^  aix"  ) 


— ,  e  quindi 


■ 

~  =  ^  l-z^j^r  5  sostituendo  questo  valore  nella  formula,  si  ha 


j-iT dz'  a  ^  q6x^  ) 


•m 


Essendo  poi  j&**  =  — ^—  >  sarà 


a  H*  afio?'  =  ^^  ,  e  perciò 


^V 


x^'dz 


Ma  a  H-  aafio?"  ==  ^,  se  s*  aggiunge  da  ambe  le  parti  la 
quantità  bbx^" ,  verrà 
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t 

(  a  H-  b»'  y  =  ^1-  H-  BBx*'  =  l!!ii±**£ll) ,  n  q^al  valore  sft. 

/stìtuito  nella  nostra  formula  >.  la  cangerà  ia 

che  è  razionale . 

Con  questo  stesso  artifizio  si  potrebbe  ancora  rendere  ra- 
gionale la  formula 

'■ 3^; :   non    ce    ne  occuperemo  j   gìaccKè 

quanto  abbiam  detto  >   speriamo  che  basti  per  i  nostn   Lettori; 
de!  resto  chi  vorrà  in  questa  Materia  maggiore  estensione ,  può 
vedere  il  Tomo  IV.  del  Calcolo  Integrale  del  Sig.  Eulero . 
§.    103.  Ma  estendendo  queste  rix^erche,   vediamo  in  quali 

casi  possa  rendersi  razionale  la  formula' a?         dx{a  '^hx'y   . 

Poniamo  a  -4-  5a?'  ==  u  ,  e  sarà  (  a  ►{-  i&^'"  )  ^  =  «  >  w"  =  —^ 

ttf 

x'  z=(  "  "" )  "  ,  e  quindi 


tn-^n 


x''  ^  ^dx  =  ^-  u^  ^  du.(  ''—^—  )        :  avremo  dunque 


/x'"'"dx(a^Lxy  =./±J'^'^'du.C-'^)        ,  ed  il  96^ 

condo  membro  di  quest'  equazione  sarà  razionale  rutte  le  volte 


che  ^  sarà  un  numero  intiera. 

n 

Facciamo    nella  stessa    formula   a  •+•  ZJx  =  a?  a   ^  ed  a- 

vremo 
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p  L.  — 


2Ó9 


X  =  — — ,  (a^«4*  fior  )     = — ,  00     = ;  quindi 


(«*-i)*  (»^-*) 


n 


ac*~^ dx  z=z  ~-i*  ^ él     e  la  nostra  formula  diventerà 

'ZÌI 5 ^  ,    la    craaTe    sarà    razionale    tutte   le  volte 

m        p  '  * 


r         * 


che  i!i  -4-  —  sarà  nn  numero  intiero . 

»  q 

Integriamo  per  esempio  x^ dx {a -^  lfx*^y  :  avremo  in  que- 
sto caso 

OT  =  4,  «  =  3,p=  i>  ?  =  3'>  — =a  numero  intiero^  dun- 
que la  prima  trasformazione  ci  darà 

/«'d«  {a^lx'f  =  ^fu' ( l!^') d«  =  ^.  _  3J^' 

Per  un  altro  esempio,  sia  da  integrarsi  la  differenziale 
x'^dx  (  a  •-{•  5tx'  )^ ,  ed  avremo 

OT  =  4./^  =  3rP  =  a>?  =  3»  7^7  =f  ^7  =  1  =  2 

numero   intiero .   Là    seconda   trasformazione   ci   darà   in    que- 
sta caso 

fx^dx {a^  Bx^y  =/-^^-l—^^  f  e  questa  differenziale  trasfor- 
mata essendo  razionale  9  s'  integra  per  ciò  che  è  detto  al  §.  an- 
tecedente . 

Per  rendere  razionale  la  formula  differenziale  più  complicata 
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te 

X        "^(t-t.— )    i  facciamo  l-:!i*-t_  =  ^  ,  ed  avremo 


La  nostra  formula  diverrà  danque 


""^     V         'a)         '  \<^  *H-  i~)»  e  sarà  raziona^ 

*-*V         l  —  b'u^  ^  b  —  b'J     * 

le  se  —  è  un  numero  intiero;  quindi  se  /z  =  i  ,  la  formula 


a?        c?a:  (  4^7r-  )    »  potrà  sempre  ridursi  alla  razionalità  ,  ciò 


a'  -h  *'* 

che  abbiamo  anche  dedotto  da  un  altro  principio . 

IV  "**  I 

§.  104.  Noi  abbiamo  veduto  che  la  formula  x        dxi^a 

fyx  )  ,  riducesi  razionale  quando  —,  ovvero  —  h- —  sono  nu- 
meri intieri  j  ora  è  facile  vedere  che  nei  medesimi  casi  egual- 
mente-si  può  rendere  razionale  la  formula   molto  piii   generale 

^  ax{^a^bx  y         ^  essendo  «   e   /3    numeri   intieri 

qualunque  :  anzi  T  integrale  di  questa  seconda  formula  si  potrà 
sempre  far  dipendere  dall'integrale  della  prima,  sia  questa  o  no 
riduttibile  alla  razionalità  . 

Per  ottener  questa  dipendenza  dliFerenziamo  la  funzione 

cT   (  a  H*  i6x  )  ,  ed  avremo 
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d{x"{a  H^  5a?*)^        )  =  (max^      dx  -i-  TOìB*  dx 

p 

^(A"^f>5y^'^^"^^^j^^^q  ^  5jc^)^  ,  d*  onde  ricaviamo 

p  P 


«r     j  ^"^'^     /  r    "^x^ 


ib(aH'è^)  =  mafx        dx(a  ^  bx  ) 


•  •  •  •  • 


f!lL±lL±J^bfx  dx{a^bx  y  ,  e  quindi 


■^^r 


„^»_,  r    *x*    ^*-(«-t-«*») 


(A).../a  djc(a-r6») 


(  W  J  -♦•  »^  -4-  »f  )  é 


?^^? — —fx        dx(a^bx)    ;  e  se  invece   di  m 


scriviamo  m  —  ;z ,  avremo  quest'  altra  riduzione 


p 


(B) rx"~'-'d«(a  H-  i/)*  =  '— i'-ìiì^'    _ 

P_ 

iJ't^lifx'" ^'dxta^bx')^  . 

L 

Dunque  l' integrale  di  a?*     *  "^  '  da?  (  a  H-  hx"  )     ,    0    più 

generalmente  quello  di  a;  do;  (  a  h-  hx"  )  »   si    puè^ 

p_ 
far  dipendere  dall'  integrazione  di  /a?*"  ~   da?  (  a  -+•  fta?"  )    . 

Il  difTerenziale  di  a;  {a^bx  )  può    mettersi  anche 

sotto  la  forma 
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X        dx{a^  bx" )  ,  ed  avremo  allora 

A  — H-  I 

{C)..,./x'*''\dx(a^bx'')^        =  2f^!ll±«J^_  ^  .  :  ; 

i. 

^.f/^A""''^»(«H-6«")',  e  ponendop-5  ìb 
luogo  dì  p ,  gì  Ila 


ff/tf 


*    •    « 


'"^-^''^,/x'"-'dxia^bx''f  . 


npa 


t^x 


La  formula  dunque  /ix?         dx{a'^bx  )  può    farsi 


dipendere  da  fx^ ""  dx(.a'^  bx" )     ,    e   più   generalmente    a 
quést*  ultima   integrazione    si    può    ridur    quella   della   formula 

X        dx{a^bx  ) 
L*  equazione  in  fine 

d(x''{a^bx''y)  =  mx'"'^'dxia^bx")^  -i''!tbx'"^"'^'x 
ci!ar(a  -f-  bx")  ,  ci  dà 
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t 

Zfhf^*  ""  'da?  (  a  H-  fije"  )    >  e  ponendo  m  —  /z,  epH-J  ia  luo- 
go di  TO  e  di  p ,  si  avrà 

(F)..../a?  .aa:(aH-o»)         = 


f»  —  » 


m  — 1    ,     .  .     T    «V? 


Disponiamo  in  una  Tabella  le  sei  riduzioni  che  abbiamo 
•ottenute  ^  e  delle  quali   potremo  .air  occorrenza   servirci  ; 

(A) fx'"'^"-\dxia^hx'')'==:ifJ^èj^L'^ 

K"^^  J  J  ^  ^  i  ma  ^  tiù  H-  »< 


(  fWf  Hr  up  -^  ffj  )i 


?i'^—-.fx'    'dx {a^hx"y  ì 


{mq^np^nq)b 

È.  ^H-t 


(  B) fx  dx{a^  hx  ) 


(G)  .  .  .-.  .foT'^ydxia^hx)^       =  i£!il:ti'JL)! ^ 

^!^t-^Jl'^Jx^-'dx{,a  ^hx'f  i 

(D) fx'^-'dxia^hx")^       ^^/tlL£±àl^  ^ 


/a?        df»  (  a  -f-  i5a?  )    ; 


Tom.  TI.  M  m 


aT4 
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P 


(E) fx''-"'~'dx{a^bx'')'       ==f£l(--^'")* 


nplt 
P_ 

P.^1  An^r 

(F) fx^-'-^dx^a^  hx")'       =  *-!i:ii!^^il_ 


y*a?        <fa?  (  a  «4-  5x  )     ; 


(w  — «r)f 

quando  nelle  quattro  formule  (A),  (B),  (D),  (E)  il  coefS- 
ciente  della  seconda  formula  integrale  svanisce  >  la  prima  am- 
mette un  integrale  algebraico  :  abbiamo  in&tti 


»—l       J..      ,  T      «      N  ? 


per  (  A  ) ,    se     m   =   o  >     fx         dx  (^a   -^   bx    ) 


i.^  t 


r(.«H-i*») 


• 


^iP^i)t         ^ 


UT 


per  (B),  se  L  =,  —^  ^^    fx*    ^    ^ dx{a  ^  bx"}     "" 


«•-"(a-*-*r") 


I» 

f.  r 


(fW— !»)<! 


r 


m 


per  (D),  se£,=;—  ^,^   /*'        dxia  -t-  6ae  ) 


i^-r 


»  —  *   1 .,  t  «  \« 


per  (E),    seOT  =  Ot      fx        dx  {  a  ^i^  bx    ) 


p. 
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Se   il  coefficiente  della  seconda    formula  integrale   diviene, 
infinito ,  le  precedenti  riduzioni  son  di  niun  vantaggio  :  quando 

però  ciò  succede  nelle  riduzioni  (A),  (B)  ,  (G),  (F)  abbiam 
sempre  ~,  ovvero  —  H*  —  >  eguale  ad  un  numero  iutiero ,   ed 

allora  quelle  formule  (  §.  antecedente  )  sono  riducibili  alla  ra- 
zionalità-: nelle  altre  due  fprmule.(P),  (E)    abbiamo   in   quel 

caso  p  =  o  ,  €  le  espressioni  /~^:~  >  f"  ^^^^n     ^  «ono  4a 

loro  stesse  razionali . 

§.  105.  Da  quanto  abbiam  detto  di  sopra,  deduciamo  Tin- 

teerale  della  formula  ^^ r^  j  ove  772  è  un  nuniero  intiero  00- 

sitivo  .  La  prima  riduzione  ci  darà 

r- ^  =  —  'L^^-l^J^  H-  -—  /4 ^  ;  quindi  -i   valori 

dispari  di  m  ci  daranno 


5c-  )  -4-  ^Arc.  s&Tiix  '^  Cost. 

^—  Arcsenx  H-  Cj 
0.4.2 

ed  in  generale 

r.^'éì—  =  —  (  Lcc"'"  ^  i(^;-.)^'^~3 

(2/-i)(g/  — 3)".  .  .  .  3.1  \./f,    ^«  •»    ,j. 


Ui-n(jiii.lll^i.-S)....3.»  ^rc.  se/2  a?  H-  C  ; 

2/(2i  — 2)(2|— 4)  ....  4.  a 


e  qaei  pari 


MATEMATICA     SUBLIME 


»)V'(I  —  a?')►HC' 
3  ^      ^ 


''v(l-«»)  ^5  5-3  5-3^  "^ 

^  %  ■»  •     •   • 


e  generalmeate 


A?L_ 5:1  =:  ~  {  — ! —  x     -+• : 0? 


•     •••••• 


of(2£-ar.  ...4.2^  W  (  I  — .  a;*.)  H-  C  . 

(3»-hl)(2«  — I)  .  .  .  3-1 

la  simil.  guisa  troveremmo 

r  dx  r^l-^j ^'~^ 

(2/^1)  (2/ -3) 3>  ^  f    i   ^    jt»    )     ^    . 

2i(2i  — 3) 2*»       -'   *'    V.  / 

2«l2«  — a)  .- 2  '-'  « 

/ffx  ri'  2f — 9' 

(2i-l)t2£  — 2)  .  .  .  3.*    ''        ^  '' 

Determiniamo  le  costanti  G ,  C  delle  due  formule  integrali 
/•_5l^_  ,  A"^ ^  in  modo  >  che'  queste  si  annullino-  quan- 

do  a;  =  o  :   si  avrà  Li  =  o  ,  Li  =     /.>,:;  . — -. r— ,—  ?    ^ 

'  U'  H- 1  )  (  2i  —  1  ) . . .  3  •  * 

perciò 


•  •  •  » 
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L^*  -  '  >  (jf-3).-.-3>'  Arcsenx, 

2i(2»  — 2)  •  •  •  •  4-  a 

/,^;^_;(»).  ^2Ì-H  (2tH-l)(2«  — I) 3-» 

at( i^^— g )  ( ^' •" ** ^ — ^  '* , 

(2Ì-4-«)(2i— 0.-"3«* 

Guest'  integrali  cominciano-  quando  a:  =  o  :  per  avere  il 
loro  valore  sino"*  ad  *  ==  i  ,  basterà  fare  x  =  i  in  queste  due 
formule  ,  ed  otterremo^ 


•  ' 


sen  I 


Ci)    •   •    •      ./^(i— *»)  2»(2»— 2) 4-a 

(2£-l)(2/-3)-      '_^2±..  JL  , 
2«12«  — 2)  .  ...  4.2  a 

/  „  ^  fL^ll^  =  •^3^z±ìl3''-\>--'-^ily  essendo  2t  la 

circonferenza  del  cerchio  • 

Queste  due  ultime  formule  sono-  vere,  per'  qualunque  va- 
lore die 'riceva  la  lettera  i.  Supponiamola  dunque  infinita,  e 
riflettendo  che  in.  questo  caso^  abbiamo  prossimamente 

f     *    dx      __  rx ax  ^  ggj.^ 

•'Vii-**)     *^  ve-**) 

jr     I.3-57  •  •  •  •  2.46  8  -^^j 

a  '  2.4.6.8  ...  .         i.3.6''Z''-' 

e'  quindi 


w 


3.2     4.4     ^.6     8.8 


«  ce. 


a  1.33 -S     5 • 2     2-9 

formula  elegantissima  per  la  rettificazione  del  circolo ,   la  quale 

è  stai-a  ritrovata  da  Vallis  . 

Moltiplichiamo  tra  loro  le  formule  (  i  ) ,  (  2  ) ,  ed  avremo 
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X     ax  rx  dx  \  ir 


2i^  1 


/*      X    ax rx  ax 

questa  equazione  è  vera  per  tutti  i  valori  di  ^i  positivi  ed  in- 
tieri ,  e  cessa  di  esser  tale  negli  altri  casi  ;  imperocché  le  for- 
mule (i),(3)  dalle  quali  essa  dipende,  dimandano  quella  con- 
dizione nel  valore  di  i  .  Eulero  {  il  cui  Calcolo  Integrale  pos- 
sono consultare  i  nostri  Lettori ,  che  maggiore  estensione  desi- 
derano in  queste  dottrine  )  supponendo  che  la  suddetta  equa- 
zione abbia  luogo  anche  per  i  valori  fratti  della  quantità  21', 
ne  dedux^e  .diversi  Teoremi  ^  che  se  sono  veri ,  meritano  però 
d'  €sser  dimostrati  per  altra  via  .  Non  ci  fermeremo  di  pijì  so- 
pra queste  ricerche  ,  le  quali  sono  piii  curiose  che  utili ,  e  si 
trovano  sviluppate  neir  Opera  citata . 

^.  J06.  Applichiamo  le  dottrine -.  spiegate  aei  due  §§  ante- 
cedenti alla  quadratura  dell'  Ellisse  e  dell'  IperboJa,  edalla  ret- 
tificazione della  Parabola  . 

^.       ^  Sia  AGB  una  semi -Ellisse,  il  cui  semiasse  maggiore  AG  ==: 

^  "     a^  il  minore  CG  p=  h  .  Sopra  T  asse  AB ,  come  diametro ,  sia- 
vi il  semicircolo  ADB  •  Facciamo  AE.=  a?,  FÉ  =jy ,  HE  = 

z,  ed  avremo 


jy  =  -1  y/  (  ^ax  —  a^*  )  ^   2  :;::=  V'  (  s^wT  —  x)\    ora    (  §•  90  )   la 

superficie  AEF  =z  fyàx  ==  — /\/(  "^^^  —  00'  )  cZ:xr ,  e  la  super- 
ficie AEH  =:  fzdx  =  /V  (  aaa;  —  a?*  )  dx  ;  dunque  AEF  = 
—  AEH  ,   cioè  5,  r  area  Ellittica  AEF  sta  a  quella    corrispon- 

5,  dente   circolare  AHE ,   come  la  metà  dell'  asse   minore  alla 

}>  meta  deir  asse  maggiore  ,, . 

La  quadratura  dunque  dell'  Ellisse  dipende  da  quella  del 
circolo  ,    ed    iu    conseguenza   dall'  integrazione   di   \/  (  200?  -^ 

x"^  )  dx . 

Se  r  origine  dell' asci&se  fosse  stata  nel  centro,  allora  fatto 
EC  =  X ,  avremmo  trovato  che  la  quadratura  di  quelle  due  cur- 
ve dipende  dal  valore  di  /v^(a*  —  x^)dx  .  * 

Per  ottenere  questo  valore,  io  osservo  che 
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/V'{a-  _  :c')d^  =/:^^,-r,  -f^^)'  «  Scendo  a  =  . 
per  più  semplicità ,  avremo 

fV{i  —  x)dx  =r/--^^  —f^^^L-  ,  ed  in  conseguenza 
(  §.  antecedente  )  . 
/}/  (  1  —  a;"  )  dx  =  ylrc.  sen  x  -^  —  xx^^i  —  x^)  —  ~  Are.  sen  x 

C  =  —  (  Are  sen  x  ^  x  ^/  {i  —  oc")): 

così  la  quadratura  deir  Ellisse  e  del  Circolo  dipende  dalla  ret- 
tificazione del  Circolo. 

Sia  a?  =  I ,  ed  allora  sarà  la  superfìcie  CAD  =  -i .  AHD  = 
AHD .  ^ . 

a 

Sia  GAH  un'  Iperbola  riferita  agli  assi  AB  =  a  AC  =  2|  p- 
EF  =  26  .  Sia  CP  =  X  ,  PM  =  jy  ;  e  T  equazione  di  questa 
curva  sarà  jy=i6v/(a?*-^—  i). 

La  superficie  APM  è  espressa  (  §  90  )  da 

fydx=:^  bfy/{^*  —  i)dx:  ma  hf\/\^x' —  1  )cfa;  =  èv'(--  i  )X 

/a/(  I  -  x'  )  cZo;  =  b!Sr^  {Are.senx  -f  x^{\  -  x")) 
C  ;  dunque 

APM  =  1  { v'  (  —  1  )  .  Are.  senx  ^  xy/ {^x^  —  \))  ^  Q,. 
Ora  abbiamo  dalF  Introduzione  alla  Matematica  Sublime 

« 

a/  (  —  I  )  .  Atc  sen  x  ===  log  {V  {i  —  «*)-f-a^v^(  —  *))? 
dunque 

APM  =  A  {log(\/(i  -x')^xV(-  I))-^a?v^(»'-I)}H- 

C  ;  la  costante  deve  determinarsi  in  modo  >  che  Y  integrale  si 
annulli  quando  0?-=:  1  i  dunque 


L 
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C  =  —  —  log  y/  (  —  I  )  ,  ed  in  conseguenza 

APM  =  Ì-{a:v'(a;'~i)H'./(a;-hv'(^"—  i))}- 

Fig.  28.  Sia  ABIZ  una  Parabola  Apolloniana,  AP  =  x  ,  PM  =  jy, 

e  quindi  x"  =  <ihy ,  indicando  per  26  il  parametro  della  cur- 
va .  Abbiamo  sopra  (  §.  91  )  dimostrato  che 


AM  =/ciaV(i  H-(g)')i  dunque 


AM=:/d^v/(iH-|,). 

Per  integrare  quest'espressione,  facciamo  ^  =  —  i«*,«d.a- 
vremo  alJora 

/cza-  v'Ci  H-|7)^=5v'(  —  I  )  fdu  V  {  i  —  w*  )  :  ora  lo  stesso 


b 

ragionamento  che  abbiam  fatto  per  integrare  la  formula ,  da  cui 
dipende  la  quadratura  dell'  Iperbola ,  ci  dà 

•^  uV{u*  —  *  )}'  >  dunque 

AM^^{l^L±^^'j±J^L\^5yjj;±lD\i  non  abbiamo   ag- 

giunto  costante  arbitraria,  perchè  determinandola,  Tavremmo  tro- 
vata nulla  : 

Se  poi  noi    facciamo  AP' ==  V  »  P'M' ==  y  ,  avremo 

Trovata  Y  espressione  di  una  porzion  qualunque  d*  arco  MM' 


j 
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di  coi  son  date  le  coordinate  all'  -estremità  t  noi  potremo  risol-  p-^    „ 
vere  il  seguente  Problema  i§^o. 

„  Dato  1*  arco  MM' ,  trovarne  Tin  altro  EE'  tale  che 


♦> 


MM'  ;  EE'  :  in:i  „ 


Per  questo  supponiamo  Uyt  le  due  ascisse  AD ,  AD' -,  in- 
cognite ;  indichiamo  per  «  la  parte  algebraica  contenuta  in  MM', 

e  per  —  ZB  la  parte  logaritmica ,  e  s' avrà 

u\/{ b*  ^  u  )y  :  :  n:  1  y 
ed  ìa  conseguenza 

la  qyale  equazione,  eguagliando  respetti vamen te  tra  loro  le  quan- 
tità algebraiche  e  le  trascendenti ,  si  decomporrà  in  due  altre 
equazioni*,  dalle  quali  potranno  ricavarsi  i  valori  di  m   e  di  ^. 

Il  Problema  in  cui  si  cerca  la  determinazione  di  due  ar- 
chi parabolici ,  tali  che  la  somma  o  la  differenza  sia  rettificabi- 
le ,  cioè  espressa  da  una  quantità  algebraica ,  non  ha  alcuna  dif- 
ficoltà .  Imperocché  supponendo  dato  uno  di  questi  archi ,  «d 
una  delle  estremità  dell'  altro ,  si  sommeranno  o  sottrarranno  le 
loro  espressioni ,  quindi  eguagliando  a  zero  i  trascendenti  che 
vi  si  trovano  ,  avremo  un'  equazione  per  determinare  1'  altra  e- 
stremita  dell'arco  incognito,  per  il  che  esso  diverrà  conosciuto. 

§.  107.  Quando  una  differenziale  non  può  integrarsi,  o 
perchè  da  essa  non  possono  togliersi  gì'  irrazionali ,  o  perchè 
essa  non  sia  effettivamente  il  risultato  della  differenziazione  di 
una  funzione  composta  di  un  numero  finito  di  termini ,  allora 
£0  ne  ricava  l' integrale  per  mezzo  delle  serie .  Esporremo  ora 
un  tal  metodo ,  perchè  essendo  esso  in  uso  non  solo  i^er  V  in- 
tegrazione dei  differenziali  irrazionali  ,  ma  ancora  per  quella 
dei  differenziali  trascendenti ,  lo  dobbiamo  adoprare  nei  seguen- 

Se  dunque  è  proposta  la  differenziale  Xdx ,  della  quale  se 
ne  vuole  V  integrale  ,  s*  incominci  da  sviluppare  in   una  serie 
Tom.  IL  N  n 
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ordinata  per  le  potenze  di  x  la  funzione  X  ;  e  qui  richiaoiia- 
nio  quanto  abbiamo  detto  ai  §§  35  e  segg.  j  e  quanto  si  dii[io- 
stra  a  questo  proposito  nell*  Introduzione  al  Calcolo  Sublime . 
Sia  dunque 

'^  bx         ^  ex  ^hex  H*  ec. ,  ed  avremo 


=  ax 

fXdx  =/ax   dx  ^fbx         dx  ^fcx  dx  H*  ec. ,  ed  m 

conseguenza 

^Y^     ax  ^^  *f ^»    g*         ■  1^  « • 

jXax mZ^  *^    j»  -h»  4  i  w  H-^i»  -hi  0i  -i-  3»  -+  t 

ec.  H*  G 


essendo  G  la  costante  arbitraria  aggiunta  integrando . 

Per  fare  alcuni  esempj  di  questo  metodo,  proponiamoci 

I.  D*  integrare  la  differenziale  ^— . 

Essendo  ^^.  =  7--^H-p--^H-5--eo. 
avremo 

J  T^ZL-Zi  —   .         ru»  ^^  !A*         :«' 


«•-!-«-  « 


ma  r-^~  =  -r^rc.  towfi"  -  ;  dunqtie 
•'  4*  -+-  «*  « 

^,c.fa;;^f  =-f  -  ^ -i- ^  -  ^  H-ec.  H.C: 

ora  essendo  Are.  tang  -^  =  o  quando  ar  =  o  ,  s*  avrà  C  =  o . 

Facciamo  a?  =  a ,  ed  allora  sarà 

^rc.  fa/25- 1  =  I  -  I  H- j  -  Y  -i-  -^  -  ^-  =  "^'*''-  '^^  "^5*  * 
quésta  formula  potrebbe  servire  per  la  rettificazione  del  cerchio , 
ma  la  di  lei  convergenza  è  lentissima . 

a  Per  integrare  ;777~-rj  »<>  osservo  che 
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Vii—*')  a  3.4  a. 4. 6  3.4.6,8       -T- *'«^- » 

dunque 

r       àx _-,    .    T      «'.i.»-3    »^  _,,  '35    «'..    '-SS.:    *'.-»« 

-^^(1  — **)  a      3         2.4     5         a. 4. 6     2         a. 4.6.8     9^^^^ 

Ma  f    ,^*   ,  ;  =  y^rc  ^e/z  a;  ;  dunque 

a      3       a. 4     5        2.4.6     z       a. 4. 6. 8    9  ' 

facciamo  :c  =  i ,  ed  avremo 

^  2.3  a. 4. 5  2.4.6.7  a. 4. 6. 8. 9^^         ^ 

e  se  poniamo  a?  =  —  ,  s' avrà 

^  a         a. a'. 3       2.4.2^.5       2.4.6.2^.7        2.4.6.8.2».9 

sene  convergentìssima  per  esprìmere  il  rapporto  della  GÌrconfe- 
renza  al  diametro . 

III.  Integriamo  per  sene  la  formula  irrazionale  x  "^  dx^a^-^ 

bx  )    .  Essendo 

p_ 

^  a       y  fa  f.2f.a*  i'^9'39'a^ 

avremo  (  rappresentando  per  y  V  integrale  cercato  ) 

*^  Km      *    4  .a      i»-hi» 


Éi     j^    ^  ^t       _*••*" *^  ^f  ^      ^\9%        #»-4-2» 

J  .  Il  '   I»  -h  »    *^      f  .  2;  .  il*      '    »  -*-  2» 


•  «    .    •   • 


£(£=iLHA^)J:! ,  «!1!!  H.  ec.  >  , 

e  questa  serie  va  all'  infinito  se  i-  non  è  nn  numero  intiero  e 
positivo . 

Se  la  quantità  a  è  negativa ,  e  sia  q  vn  numero  pari  la 


I 
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nostra  serie  conterrà  Y  immaginario  Vi  —  ci)  y  onde  per  otte- 
nere un  integrale  che  ne  sfa  privo»,  cangeremo  la  formula 

X        dx(Bx  — a)     ino.    or  ckr(r — -jX      )    ; 

Essendo  allora 

f  s    — »N?  ,.         pa  jr^'^ ^^  p(P  —  9)^*  J^-^ 

(  i  —  —X      )      =1   —  ^ocr      H^  i--^^ — ^'^—  oc         — 


•  •'  • 


p(p-i)(p -JiliC x" ^  -t.  ec. 


s'avrà  ratearrancfo 


ce.  >; 


Pit:zl)jl  11 1 

c  5&  a'  e  ò  sono  ambedue  numepi  positi  vi ,  pessiamo-  fare  usa 
di  ambedue  le  serie . 

IV.  Per  integrare  la  difièrenzrale  dx  1/  ^^  »  pi  attcsto  eRc 

sviluppare  in  serie  secondò  le  perenne  di  a?y  la  quantità  v/l±f^, 
prendiamo- lo  sviluppo  di  v'(  i  h-QwT*),  e  siccome  questi  è 


\/(i  ^ax^\=  i-f-ox?'  — illaVH-i^aV— ec,  a. 
vremo  perciò. 

fdxV'-^'K  =/{i  H-  -or*  -  — aVH-  ec  >  -rr^-.^ 

•^      ^1  —  **      ^  y.     •«  2.4  /v(i— **) 

Ora  supponiamo  cEe  T  integrale*  debba  prendersi  da  ^  =  o,^ 
sino  ad  a;  =  i  >  cioè  che  determinata  la  costante  in  maniera 
che  egli  svanisca  quando  a?  =  o,  facciasi  nel  di  lui  valore  a;  =;  i , 
s'  avrà  allora  (  102  ) 
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/da?  V  — '!- =  -  (  1 -*- —  a  -  ^^-^^^  a* -t  LiiLL^  a' -  ec.  >  ; 

^  1—**         2.    V         a. a  2.2.4.4;  2^.2.4^.4^.6.6.  ^ 

questa  formula  può  serv^ire  per  la  rettìficàzìoue  dell'  Ellìsge . 

Infatti  chiamando  e  F  eccentricità  deir  Ellisse  \  i  ii  semias* 
se  maggiore  >,  il  quadrato  del  semiasse  minore  sarà  i  —  e^  >  e 
quindi  F  equazione  della  curva  y  =  (i  —  ^*)(i  —  tX*). 
Ora  (  §•  90  )  indicando  per  s  V  arca  eorrispondeatè  ali^  ascissa 
or  >  si  ha 

^  =:/v^  (  I  H- (J*")*  )  cfxi   dunque   essendo   per   noi   (^)*  = 
(  I  —  e*  )     ^*    ,  avremo 


.9 ..» 


«  =  yd ac  V  — _^  \  r  Se  facciamo  nella   formula  superiore  a 

—  e* ,  avremo  per  esprimere  il  quarto  del  perimetro  dell'  Ellis- 
se questa  serie- 

2L/i  ^\^e  —  LIi.Iile^—  ^?7'3.-3^e^  -.  co.  >  ,  essendo 
2   ^         2.2  2.2.4.4  2.2.4.4.6.6  j 

—  la  quarta  parte-  della  circonferenza  '  del   circolo   circoscrìtto 

all'  Ellisse  .  Una  tal  serie  è  convergentissima  per  le  Ellissi  pò* 
ca  allungate  •  ' 

V.  Per  avere  T  integrale  di  - — ^-r-,  y  osservo  che 


2  2.4»           2.4.6 
dunque 

•^^{1— «^)                3.5  2.4. 5^           2^.4-6*13 

9e  noi  indichiamo  per  A  quest'  integrale  preso  da  ok?  c=  09  sino 

ad  oc^  =  I ,  s**  avrà 

A  =  i  H-  ~  l^•  -l:i- -H   ^'^;^   H-  ec. 

2*5'        2.4.9  2,4. 6. 13 

Per  un  altro  verso 
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I 


a.  4  3;.4.6  J  ' 

i*        — .  /•      ^*  I   /•     **</*         ,     1.3/*     *v* 


V(i-**)        •'v'd-**)  a-' V{i-«M  *^  a.4''i 


3-4"  V(i  — #') 


a.4'6''  VCi  —  4P*) 


Se  si  prendono  qnest'  integrali  in  modo  che  sraniscano 
quando  a;  =  o ,  e  vi  si  fa  x  ==  i ,  si  avrà  per  le  formule  del 
i  105- 

T  T  X  '       ^  ^  ivT       «•,4'T6^  H-  ec.  j.  , 
sarà  per  tanto 

jr  a. 5      a. 4-9       a.4-6-'3 

T  7~  .        J*      .     i*.3*         •*-»*-3*^., 

formula  elegante   per  eaprimere  il  rapporto   del  diametro  alla 
circonferenza . , 

II  Teorema  di  Tajlor  combinato  con  le  successive  differen- 
ziazioni della  quantità  da  integrarsi  >  ci  dà  anche  nn  metodo 
d' integrar  per  serie  :  infatti  avendo  noi  ricavato  da  questo  Teo- 
rema (§37) 


porche  dopo  le  difFercnziazioni  si  faccia^  =  o  in  (^),  (~)  ec, 

à 

se  poniamo  ^ (a?)  i=fXdx,  avremo  (  j  )  =  X,  {^)  =  (?) ^c., 
e  quindi 


«»/WXx     .     «'   rd*Xx     .       «♦     /«!»X 


fXdx  =  A  ^  xX H-  -e?)  H-  -^  (t^J  -H  — (?4)  -J- 


ec. 
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supponendo  però  che  si  faccia  a:  =  o   in  (~^)>  (^)  ce,  ,  ed 

in  X  a  differenziazione  eseguita  •  • 

La  lettera  A  rappresenta  il  valore  di  fXdx  quando  x  = 

o,  il  quale,  non  essendo  dato  dair  equazioni  (j^)  =  X,(^)r=o 

ec.  9  resterà  perciò  arbitrario  >  e  sarà  la  quantità  costante  che 
r  integrazione  deve  introdurre  i. 

•   *    ■ 

§.  io8.  Veniamo  air  integrazione  delle  funzioni,,  che  cori* 
tengono  i  trascendenti  esponenziali  e  logaritmici  *  -  . 

Neir  integrazione  di  simili  funzioni  suol  farsi  moltissimo 
uso  di  una  riduzione  >  conosciuta  nel  Calcolo  Integrale  sotto 
il  nome  (V  Integrazione  per  Parti  :  ecco  in  che  consiste .  5e 
y  e  z  rappresentano  due  funzioni  qualunque  ài  x^  il  Calcolo 

BiiFerenziale  ci  dà  d{yz)  =  z{p)dx  -^y  {2^)dxt  ó  sempli- 
cemente (  indicando  {j^)dfc  per  dy  y  e  (~^)dx  per  dz), 

d{yz)  =^  zdy  H*  ydzr%  ora  integrando  quest*  ultima  'equazió- 
ne ,  abbiamo  yz  =  fzdy  h*  fydz  >  dalla  quale  ricaviàme 
fzdy  =^  yz  —  fydz  ;  per  mézzo  di  questa  formula  r  integrale 
fzdy  dipende  dall'  altro  fydz  >  che  talune  volte  può  essere  piti 
semplice  di  lui  ^  così  dovendosi  integrare  la  formula  Xdx ,  se 
potremo  decomporre  X  in  due  fattori  P  e  Q,  tali  che  uno  ili 
essi ,  per  esemplo  Q  moltiplicato  per  dx  dia  una  differenzia- 
le esatta  dV ,  avremo 

/Xd»=/PQcfa?  =  PV— /V(£)c£a?.  Gli   artifizi  da  ado- 

perarsi  in  questa  decomposizione,  affinchè  la  fòrmula  coi  si  ri- 
duce un  iategrale,  sia  piii  semplice  di  lui,  non  hanno  delle  re? 
gole  generali  >  e  dipendono  dalla  sagacità  dell'  Analista . 

Sia  da  integrarsi  la  differenziale  a'Xdx  >  indicando  X  una 
funzione  qualunque  di  oc. 
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Siccome  da'  ==  a'dx .la,  si  avrà  /adoc  =  i. a'^  e  «nin- 
di  integrando  per  partì ,  troveremo 

fa'Xdx  =  -j- a'X  —  fj- o-' .{^)dx:  ora  supponendo  ( ^ )  = 
P,  avremo 

fa'Xdx  =  ^  a'X  —  j-  /aTdx  ^  e  continoaado  Y  integrazione 
per  parti 


nella  quale  facendo  (  ^  )  =  Q ,  e  seguitando  lo  stesso  metodo 
d' integrazione  »  s'  avrà 

/a-Xd«  =  ^  a'X  _  ^  <Z-P  H.  i  a'Q  _  jL/^'  (  ^  )  ^. 

e  così  di  seguito. 

Se  dunque  X  è  una  funzione  razionale  ed  intiera  di  x ,  noi 
arriveremo  in  fine  air  int^egrazione  della  forrauk  a'dx ,  delia 
quale  conosciamo  V  intejgrale  .  Così  Y  integrale  di  a'  (  a?*  H* 
bx ^  e)  dx  «ara 


fa"  (  a?*  H-  &A?  H*  e  )  c?«  ===  i-  a""  (  a?*  H*  i^»  --f-  e  )  •-- ^  a*  (  la;  -+ 

'       /il' 
quello  di  a'wdx  ^  essendo  n  un  numero  intiero  e   positivo  ^ 


sarà 


—  ^  ^         .  li'  — a 


/a Vdi.  =  il- {  2  -  =f^.- ^  ii^^iiiiit 


-3 


*(»— 1)(»  — a)«       •»  _.  .  »(»  — iH«— 2)....2.i\  _,    p 

il  segno  superiore  è  per  n  pari  ^  e  T  inferiore  per  n  impari . 

4?er  determinare  la  costante ,  supponiamo  che  T  integrale  deb- 
ba svanire  quando  a;  =  o ,  ed  avremo 
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m 

n{n  —  1  )ln -*2) . . . .  i 

Jaf 

Avrebbe  potuto  integrarsi  la  formala  <aXdx  anche  in  al- 
tra gnisa  }  infatti  Ja  stessa  jegola  deir  integrazione  per  parti 
ci  dà 

fa'Xdx  =  a'fXdx  —  Ia/(fXdx  )  a'dx ,  «  facendo 

P  =/Xdx ,  si  ha  fa'Xdx  =  aP  —  lafa'Vdx . 

Poniamo  fVdx  =  Q  >  .ed.  .avremo 

fa'Xdx  =  a'P  —  /a  .  a'Q  H-  lafa'Qdx  ;  così 

fQdx  =  R  )  ci  dà 

/a'Xcfa?  =  a'P  —  la  .  n'Q  H-  la' .  a'R  —  la'fa'Rdx  ,      - 

e  potremo  continuare  questa  riduzione ,  iìnchè  si  giunga  ^d  tina 
formula  integrabile ,  e  molto  più  semplice  tlella  proposta .  Con 

questo  jnetodo  .cerchiamo   1'  integrale   della  formula   ^^t  es- 
sendo n  un  numero  intiero  e  positivo .  Pacendo  X  == 


N 


r 

IT  9 


»    •   * 


rrr.Q 


/ 


a 


t 

B,  = — — — - ,  «e. ,  avremo 

.(»-i)(»-3)(*-3)*'     ^ 


*"  J(»ri)**     '        («-i)(»-a)**     * 


(»  — 1)(»— a).(«— 3)*      *  ^         '^         ' 


Ja  y,  «*<f4f 


(»— 1)7»— 2)....a.'i  y 

tutta  la  difficoltà  per  tanto  si  riduce  all'  integrazione  della  for- 
mula t.— ,  la  quale  non  sappiamo  integrare  che  col  metodo  del- 
le serie . 

Tom.  77.  O  o 
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Se  n  sarà  uà  numero  fratto ,  1*  una  e  1*  altra  riduzione  ci 
dà  r  integrale  per  mezzo  di  una  serie  infinita  >  che  i.  nostri  Let- 
tori; faranno  bene  a  trovare  per  esercitarsi  nel  Cdcoìa . 

Pier  integrare  — -  (  essendo  e  il  numero  il  cui  logaritmo 
iperbolico  è  l' unità  )  facciamp  a?  =  i  <^-  s ,.  ed  avrema 
fC±=z  ef^  .  Poniamo  ora 


e» 

•  —  A  H-  Ba  H=*  Csr'  H-  Ez^  -i 

•  ec:  y  ed  «vremor 

t  -^z  H-  il  -4-  -^  H»  -^^  -♦•  ec.  =  A  -4-  Bs  H-  C2;'  H-  E2;'  H-  Fa*  -j-  ec. 

a       2.3       2.3.4 

-frA-bB.    -trC     -hE    -itec. 

ed  i 

in:  conseguenza. 

f 

A  = 

■ 

=  ^ 

\ 

B  = 

=  0                                         "' 

1 

' 

G  = 

9-   . 

w 

E;  = 

• 

_    I             r 

a  «3         3 

• 

F  = 

3.3.4       3-a        a 

H- 

_         1                   I         •      »     ^ 

XX    •— 

2.3.4-5         2.3.4     '^'3         3 

'    n 

K  - 

-           »           ^         »•        _i_      I 

3.3.       % 

Ji^   "* 

a.3.4.5^6                 3.3.4-5         *       3.3.4. 

eo- 

ef 

|H-«                •'      ^                  3             3.3 

9z^              AA^^     ^j         2^5»*       _ 

a. 3. 4         i2. 3.4.5        a.3.4*5.<S' 

2.3.4.5*6.1                       -^ 

i-^«            ^          3.3       a. 3.4^       a. 

5*'     ._^«'  ,H-ec.>-4.C, 

3.4.5       3r.3. 4.5.6             J 

Sostituiamo  per  z  il  sno  valore ,  e  sarà 
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•        •      «      * 


^    m  *•  2-3  a-3-4  a  34. 5 

a. 3. 4. 5.0  /  ^^ 

r  integrale  cercato . 

Se  la  costante  deve  essere  determinata  In  modo  die  l' in- 
tegrale si  annulli  guando  a;  =  f ,  abbiamo  G  =  o ,  «  se  qneir  in- 
tegrale debbe  annullarsi  quando  a;  =  o ,  si  trova 

C  =  e  <*  I  H-  -i-  ^  -A.  ^  _*_  ^ -«i,..^  ^  — _^ 

V  2.3         a. 3*4         2.3.4*5         S.3^4*5«0         a.3.4.5 


2.3        a-3*4       2.3.4*5       s..3^4.5«6       a. 3. 4.5.6.7 


'8W  --  ce 


a.3*4-.5*<^-7-8 

§.  1 09.  Per  le  differenziali  logaritmiche ,  proponiamoci  d' in- 
tegrare la  formula  P££a7(Zz)*  essendo  P  e  2  due  funzioni  di  :x. 

Sia  fVdx  =  Q  ,  e  la  regola  dell'  integrazione  per  parti 
^i  darà 

;/Pda?Z/  =  Q.7;5''  — n/^(Zz)''^'.(g)da;:   così  ^  integra- 

zìone  rictiiesta  è  ridotta  a  quella  di  una  differenziale  9  nella  qua- 
le il  logaritmo  Iz  è  elevato  ad  una  potenza  minore  di  un'  uni- 
ta; continuando  questa  riduzione >  si  comprende,  che  giungeremo 
in  fine  all'  integrazione  di  una  quantità  algebraica ,  se  però  n 
sarà  numero  intiero  e  positivo . 

Per  esempio  vogliasi  integrare  x^ dx{log.vc)^  j   ed  avremo 

V  =  X   >2  =  ^,e  perciò 


»H-  I 


»  — r 


ora  ponendo  in  qnest*  equazione  n  —  i  invece  dì  n ,  sì  avià 
/■àfdxilog.x)"-'  =  ^(i,)—  _  ^/»"d»(i»)-'. 


\ 
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e.  parimente 

/»-d«(M'"*=  ~(i«X""*-  ^J'^'dx(lx)'-* 
.ec. 

Dunque-  sostituendo,  una.  formula  neira]tra>  troveremo» 

n(n—  i)(;i— 2  7Ì^l^H-ec.>H-C^ 

Quest'  espressione  non  soddisfa,  al  caso  di  m  =  -~  i  >  m» 
allora  si  ha  Y  equazione; 

fùll£r=  (Zjc)""**'-.  «/'^(/«f ,  da:  coi  si  deduce 


(/z«-h  I  )/— (Za?)r=  (^*)*      >  e  perciò' 


/^'(z«)"  =  '-^^-<-c. 


Per  integrare  la  differenziale  H^ ,  essendo  X  una  funzio^ 
ne  di  ne ,  faremo» 

r^'^  =  X«.— ^^T,  ed  allora  r  integrazione* per  parti  >  ci  darà 
YX/B      ^*     —  -^ ^?^^ u  _!_  /"-ii^  • 

m 

poniamo  successivamente  d .  Xa;  =  Vdx  y  d .  Fa?  =  Qdx ,  d .  Q« = 
Uefa;  ec.  >  e  continuando  la  stessa  riduzione  si  troverà 

••  •     ■ 

Vi/* 


^ i  r    , 
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Facciamo  ora  X  =  a?   r  e<3i  avremo  P=(»z  «4-1)0?    , 
Q  =3  (  nr  -^  1  ^oT  y  K  s=  (  OT  -H  1  )'  «*^  ec. ,  e  perciò 


/•  ap^  i/jt 4P  (  f»  -h  I  )  « 


(te^  (•-!)(/*)•      *  l»-i)l»-a)t/jrf     * 


«     r    •     •     «     « 


(  I»  -I-  I  )•  «'"  ^  '  •    "  ,'- 


(«r-i)(<r-a)(»^-3)('*)*      *  •  ,         - 

C  HO.  La  fòrmura y ^^^ >  riducesi  ancor  più  semplice  fa- 

cendo  x        ==Zi  infatti  essa:  allorar  diviene-  fj^y  ij  cui  iate- 
graie  pud  ottedchr^  -per  ifiezzo  delle  sene  ^  q>me  ora  vedremo  « 
Foniamo  z  =s  e  >  ed  avremo^ 

y^  =ì=  yi^:  qàeiBt*  intégrale  è  statò  trovato  al  C  antecedente  » 
e  ne  ^  stata  determinata  la  cestaipte  in  maniera  ohe  esso  sva- 

'    '  •  •  .        '.      '  '  '       t 

nisca  quando  n  =  o  :  abbiamo  così  V  integrale  di  —  nella-  spp* 

posizj^one  eba  si  aiiniilli  qaandQ.;;s.àc=  r,.  Affinchè  qnestì  svani* 
scà  quando  X  =  Ot  facciamo  z*a=  e  —  ùf  essendo  e  il  nume- 
ro il  CUI  logarìtilio  ipef&olièo  è  T  unità  9  e  nói  ayrejDO  allora 

/^  =  ^f-Jl— .  Foniamo» 

=  A  H-  Biff  ^u^  «4-  Ett'  H-  Fa*  -+  ec. ,  e  sarà 


•       a  *  •  • 

2»* 


1  =(AH-BttH-Ctt*H-Eii».4-Ftt*'-i-ec.)(i  — - 


-—  H-  — 1  —  ec.  ) 
dalla  quale  equazione  %ì  ricava 
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B  =  I-.f 


c  = 

=  ^(^- 

f) 

11  = 

a 

=  ^(- 

9           3  '            ^ 

P  = 

%^(«- 

a          3          4  -* 

H  = 

=  ^(- 

»           3          4 

•T* 

-dgoq^e  (  ipdic^ndo  per  C  la  costante  Arbitraria  ) 

/ 7(7i:;r)  =^ ^" "^ "V*" T  *^T  ^  j- -^  ec.  H^  C 

ed  in  ponsegqenz.^ 

•'  /«  \      ^  -^  a  8  4.  '* 

facciamo  A=:»,  B=:l^,C  =  ^y,E  =  4e»  ^^' 

e  Si  avrà 

■ 

/^  =  C -  {"«(é - z) '^^ÌLn!^ 4. 2llii«l! ^  *Jir£i!  ^  ec.> . 

Determiniamo   la   costante  CT  in  modo  che  X  integrale  si 
annulli  quando  js  =  o  >  e  sarà 


C'  =  e(«H-  —  H»  —  H-  —  -f*ec.  )  essendo )  come  si  «a 
6=3*4,718281828459 


Dair  integrazione  di  —  dipende  T  integrale  dell*  espressio- 
ne dzllz  :  infatti  la  regola  d' integrazione  per  •  parti  ci  dà 
fdzllz  =  zllz  —  /—  ,  e  per  conseguenza 
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Dalla   medesimst   formuTa    dipende    anche    1'  integrale    di 
—  ;  infatti  facendo  22;  =  a?  ^  si  ha 

/i^=/<:^=/^/iH=.«M.v-^^H-ec.>,  che  abbia- 

ma  i^isegnato  ad  integrare  - 

Per  integrare  x    dx  >  noi  cdmiacieremo  dallo  sviluppare  in 
serie  la  quantità  esponenziale  x    >  ed  avrema 

0?*    =  I  -f-  nxloa  ->  ^^—  -H»-  — —  -4-  ec.  ;.  sarà  allora 
z^ifdx^  nfxdoùloc  H*  —fx^dUxlx^  -H*  ec.; 


a 


r  integrazione  dunque  di  x  dx  dipende  da  formule  ohe  abBiam 
sopra  trattate.- 

Os  SER  V  AZIONE 

Siccome  ~  =  IIÉI ,  cosi  tanto  Ix ,  che  Z  —  x  può  essere 

P  integrale  di  —  ;  e  di  qoà  segue  che  la  forma  generale  deir  in- 

tcgrale  di  —  è  I  =±  a?  h-  C  >  essendo  C  la  costante   arbitraria  • 

Negli  integrali  rogaritmici  donqne  s' incontra  il  doppio  segno 
come  nei  radicali  • 

§.  HI.  Parliamo  ora  dell'integrazione  delle  funzioni  nel* 
le  quali  entrano,  trascendenti  circolari . 

Sia  p  un  angolo  >  il  cui  séno ,  ta:ngente  ec.  >  sia  una  fun- 
zione, di  X ,  per  il  che  abbiasi  dp  =  udx  >  e  vogliasi  integra- 

re  XdX'P  .  Poniamo  /Xdx  =  P,  di  modo  che  sia  Xdxp  = 

^  <iP ,  ed  avremo 
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fXdxp*  =  ^"P  '-^  Tifp       l?udx  :  NjeHg,'  stessa  guisa' sia 


»  —  iw^    «  «-^1 


fVudoc  —  Q  ,  e  s*  avrà /^   :    Vudx  x*  9    :   Q. -^  (tì  ~  i )  X 


II  — 3 


/<p       Qudx ,  così  fatto  ■ 
/Qudx  !^  ^  >  *arà  /^        (}udss  =r  -Pj  ">    R  -r- (  «  ^  a  )  x 

f<p*~^'RudXf 
ed  in  questa  guisa  ]a  potenza  di  p  continuamente   si  5]bbassj&- 
rà ,  finché  arriveremo  ,ad  una  formula  (  quando  sia  n  intiero 
e  positivo  )  nella  quale  noU;  sarà  più  p .  Qui  si  sappoQje  però 
che  -possano  ottenersi  gì'  integrali  fXdx,fVudxt/Qudx  jec.  ' 

Per  esempio  :  sia  f>  ='Jng.  sen  x  (  sarà  d(p  =     ^  ^^^,  ^  )♦ 
ed  abbiasi  dà  integrare"  la  formala  <p  dx .  In  questo  caso  X  =  1  ; 

'S  == y-l  B^* ^  .  =  y  (  i  —  a?* ) , "T  6=  a?  «e,,  ed  ia  conseguenza 

rp  dx  ^:=  <p  •  X -^  n^       .VCi  —  **) — T^C'z — i)^        .a?-*- 
/2(«  ~  I  )  (/z  —  2) /"^   1/(1  —  a?*)  H-  ec. 
E  facendo  successivamente  «  =  i  ,  a  >  3  ec  ,  s' avrà 

C 

fpdx    ;=  f)  .  «  -i-  V  (  I  —  X*)'^  l 

fp'dx^  <p* .X  ^?.pW{i  —  .»*)  —  a.  j  .« 

»  •  •  •         . 

ec. 

avendo  determinate  le  costanti  in  maniera  jche  gì*  integrali  si  an- 
.  nuUino ,  ijuando  a?  =  o,  nel  qual  .caso  anche  ^  =  o. 

Di  maggiore  utilità ,  particolarmente  pelle  Teorìe  Astrono- 
miche ,   è   r  integrazione    delle   formule  ,  '  ove   entrano   seni , 
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coseni  €c.  di  un  arco  variabile  >  e  di  questa  tratteremo  nelle 
seguenti  dottrine  • 

Già  si  sa  che /'dxcosx  =  senx  «-{*  G^  e  che  fdxsenx  = 

—  cosa?  -4-  C;  proponiamoci  dunque  d*  integrare  dx{senx)    , 

dx{cosx)   :  per   la  prima,  la  regola  d'integrazione  per  parti 
ci  dà 


—  I 


/dx{senx)   =  —  (^enx)        .cosx ^  {m  —  i)fdx{;senx)       X 
{cosxy^  «  sostituendo  i  —  («caa?)*  invece  di  (co«a?)*, 
s'  avrà 

fdx{senx)    ^^{senx)        cosx  -h  (m^  i)/dx{senx)       — 

{m  —  i)fdx{senx)    ,  -e  quindi 

(A) fdx{senx)^  =  —  ^{senx^        cos.x  h*  — ^=i  x 


/dx{senx)  ""  ;  così  T  integrazione  di  dx{senx)  è  ri- 
dotta a  quella  di  una  formula^  nella  quale  senx  è  elevato  ad 
una  potenza  inferiore  di  due  unità-  . 

Poniamo  nell'equazione  (A)  m  —  a  invece  di  ra ,  ed  a- 
vremo 


(B) fdx{senx)  = ]—{^s€nx)         cosx 

^^^^  fdx  isen  x'T  ^  ^  i 
nella  stessa  guisa  si  troverà 

(C) fdx{senx)^  = ^(se/za?)**""   cosar  h- 


^^/dx{senxf  / 


—  6  I      / V»  — ? 

»  — ó 


fdx{S€nx)^      = ~-,{senx)        cosx  ^ 


fo — ^  ^«     ^  ^ fw  —  8 

1»— <5' 


~fdx{s€nx) 

ec. 

Tom.  //.  P  p 


! 

L 
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Se  m  h  un  numero  intfero  e  positivo  i  giungeremo  in  fine 
alla  fòrmula  fdx  =  x  j  quando  esso  è  un  numero  pari  i  ed  al- 
la formula  fdxseax  =  —  casx  quando  m  è  impai'i . 

In  ambedue  questi  casi  sostituendo  Y  equazioni  ee.  (  C  )  > 
(B)  >  (  A)  una  neir  altra  >  troveremo 

fdxXsenxf  ==  C  —  i'-^  {{sertxf  '  -+•  ^^(senxf^ 

(w  — 2)  (f»  —  4)(fw  — é) 2  "^  /  If/j  — 2)t«/'  — 4)t«»  —  ii)-^*a 

per  ri  caso  dr  m  pari  >  e  pe^r  quello  di  m  dispari 
fdx{3enxf  =  G  —  i^  {{senxf^'  -^—(^^^^f^ 

t«*  — 2)(w  — 4)^  -^  '***        (w  — 2)(iw  — 4)(««  — 6),..|/ 


m 


Per  integrare  la  seconda  formula  dx{cosx}  %  facciamo  x 
90"^  — yy  ed  avremo 

fdxicosxf=:^fdy(senyf=:^--  ^  ^  ^  {(«^^J^r^"' 

iif^a^        -^  *  (>»  — 2)(»»  — 4)(i»  — 6),...a        •' ^ 

(^-r)(«r-3)(«r-s)>...3  «  -=  __  C  -f-  'i^  -f  (  COS  a  >*  ~  ' 

(  f/l  —  2  )  t  f»  —  4  )  (  «»  —  6  )  • .  . .  2  •^  */>       ^  -  '' 

VLzlfcQSxf"^  H- .  . t.  ('«-■H'»-3l^^coga;> 


(w— !)(>;?— 3) 3 


quando  m  è  pari .  Potremo  egualmente  trovare  T  integrale  Si 
dxi^cosx^  >  quando  ot  è  dispari.  Osserviamo  che  T  ultimo  ter- 
mine ~  U.>i)(^j^3ì       3  (  90^  ~  07  ) ,  si  può  anche  ridurre  ad 
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{gi-0(w-3)--'3  x ,  considerando  la  quantità  — 

(<«-i)(w-3) 3  QQ*  ^Qfljg  contenuta  entro   la  contante  arbì- 

(«  —  «)(«  — 4) *  "^ 

ti"aria  C- 

Facciamo  ora  ^  =  o  ,  i  «  a  >  3  >  4  «e*  4  >  ^  formule  rape- 
riori  ci  danno 

fdx  (  se»  x)"  =  » 

fdx  (  sc/2  a?  )   =  —  «OS  « 

/da?(5e«a?)'  =  —  ^5e«a?.cosa?H-^* 


cosx 


fdx{s€nxy  ==  —  i.(se«a)*.cos«  —  |- 

a- 4 

ec.  ce. 

fdx{cosxy  =  A? 

/cf/c  (  cos  a?  )  =  sen  x 

fdx  (  cos  a?  )*  =  —  «e«  a?  cos  a?  H-  -^  « 

Afa?  (  co»  a?  )*  =  —  sc«  a?  (  cos  a?  )*  H-  |-  «e»  « 

m 

fdx^cos xy  =  - senxicos xy  ^  '^  senx COS X  ^  l;^^x 

ec.        ec*        ec. 

La  differenziale  dx  (  sen  x  )*  (  cos  x  f  può  ancor  essa  in- 
tegrarsi :  infatti  si  ha 
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fdx  {sena:)    {cosx)   =zzf{cosx)        dx^senx)    cosx 
-— 1  se/ioc  ] 


I        /  \***"^'/  \'*""^  «  —  f/*7r  ^iw-4-3 


cos  x)         =  — —  (  ^e/z  a? }        (cosx)         •*•  ^!^ — ^  x 


«—a 


/cix  (  sen x)    (  cos »*  )         (  i  —  {cos « )* )  >  e  quindi 


/do:  (  5e/2  x)    .  (  cos  a;  )    =  -r-^ —  (  se/2  a?  )*^       (  cos  x  )* 


fdx ( sen x)    { cos x ) 


e  così  r  integrazione  di  quella  differenziale  è  ridotta  ad  un*  al- 
tra >  nella  quale  il  coseno  è  elevato  ad  una  potenza  miaore  di 
due  unità .  Se  continueremo  pertanto  questa  riduzione  >  giunge- 
remo  ad  una  formula  nella  quale  (  noi  supponiamo  m  ed  n 
numeri  intieri  e  positivi  )  cos  x  mancherà  adatto  >  o  vi  sarà  e- 

levato  alla  prima  potenza  >   giungcrema  cioè  a  fdx  {sen  x),  , 

ovvero  fdx  {  sen  x  )^  cos  x  ==  — ■' —  (  sen  x  ) 

Potremo  anche  avere  una  formula  generale  che  esprima  il 
ricercato  integrale  ^  e  questa  sì  vedrà  senza  gran  difficoltà  che  è 

fdx{senx)  {cosx)  =—-^{senx)        {cosx) 


«-I  / ^x*-*-»/ v»-3 


(« -*•»)(  I» -n»  —  a  ) 


——{se^nx)        {cosx)        H- 


(«-i)(»-^3)....? .(se««r"*"'cos«  H-  . 

^ ^.zLLn£r:Jl]zi2.:J — ^jdx{senxT  -e  G 

per  n  pari  j  e 

fdx{senx)  {cosx)  =~—{senx)        {cosx)  " 


•     •     •     • 


(  f»  H-  «)  (« 


— — —  (se/zo?)         (coso:)  h* H* 
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per  n  ilìsparì. 

Rapporto  a  ciò  che  abbiam  detto  j  e  z  qnel  c&e  siamo  per 
dire  ^  si  osservi  che  se  le  formule  ditìfèrenziali  invece  di  con- 
tenere dx  j  sen  x  e  cos  x  f  contenessero  dp  j  sea  p  e  cos  p  y 
essendo  p  una  qualunque  fanzione  di  ar^  i  loro  integrali  sareb- 
bero espressi  dalle  stesse  formale  trovate  ^  purché  ponessimo 
sen  p  y  cos  p  invece  di  sen  x y  cos Xy  e  p  invece  di  x . 

§.  112.  II  Celebre  Eulero,  cui  si  debbono  le  dottrine  spie- 
gate al  §.  antecedente,  e  gli  altri  Geometri  dopo  lui ,  non  trat- 
tarono mai  r  integrazione  di  formule ,  le  quali  contenessero  la 
variabile  sotto  forma  algebraica  e  trascendente  insieme  y  finché 
il  Geometra  Mascheroni  ueir  Annotazioni  al  Calcolo  Integrale 
di  Eulero  y  che  sono  veramente  degne  dell'  Opera ,  cui  appar- 
tengono ,  ci  dette  Y  integrazione  di  queste  due  formule 

X  dx  sen  x  y  x^  dx  cos  x  per  tutti  i  valori ,  tanto  intieri  positi- 
vi, che  intieri  negativi  di  ny  insieme  a  molte  s^Itre  interessan- 
tissime ricerche  sopra  gì'  integrali  delle  formule  stesse . 

Ci  limiteremo  alle  semplici  integrazioni  nei  casi  considera- 
ti da  Mascheroni ,  rimandando  i  nostri  Lettori  air  Opera  cita- 
ta ,  quando  bramino  estensione  maggiore  in  queste  ricerche  « 
Supponendo  primieramente  n  positivo  ed  intiero ,  abbiamo 

fx  dx  sen  a?  =  —  x  cas  x  h-  fnx       dx  cos  x 


fx  dx  cos  a?  =  a?  sen  x  — fnx        dx  sen  x  >  e  quindi 

fx  dx  sen  x  =•  — -  x  cos  x  ^  nx        sen  x  ^  n{n  —  ^  )  X 

fx       dx  sen  x: 

ponendo  in   quest*  equazione  n  —  i    invece  di  n  ,   facendo  le 
successive  sostituzioni ,  avremo 

fx  dxsenx=^  —  x  cosx^nx       senx ^n^n-- i)x       X 
cos  X  —  n{n  —  i)(^  —  2)0?*      sen  a?  -^  (  e  h-  C , 
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la  qual  serie  è  composta  di  uji  numero  finito  di  termini .  Nella 
stessa  maniera  troveremo 

fcc^dx cos X  =  x'^sen x  ^  nx  ^   cos x  > —  n{n  —  i  )x^'^^  x 

sen  X  —  n{n  —  i){n  —  «):i?*""^  cos  a?  h-  ec  h-  C'  : 

la  determinazione  delle  costanti  ^  affinchè  gli  integrali  gvaniscfl- 
no  quando  x  =  Oy  non  ha  difficoltà  veruna . 

Supponendo  n  negativo  ed  intiero ,  le  due  serie  trovate  van- 
no air  infinito  :  allora  possiamo  più  speditamente  aver  V  integra- 
le di  X  dx  sen  x  ^  e  di  x  dx  cos  x ,  ponendo  invece  di  sen  oc 
e  di  cos  X  la  serie  respetti  ve .  Sì  ha  così 

r^       _ì_         TI  i     I  i 

f  ^\  rdx  tùtx  p  I         I  I      i  1 

^       ^  •^  »»  M-'l      JT»-'  3       (l^  — 3)*"""'  3.3.4 

'  '  ec. 


Nella  formula  (  i  )  quando  tz  è  un  numero  pari ,  e   nel- 
la (  2  )  quando  esso    è  impari  >   comparisce  il  termine  infinito 

-^  . -*-7 T  j  allora  invece  di  esso ,  il  quale  nasce  dall' 

o     a. 3. 4.  ...(1»  —  i  )  '1 

integrazione    di    /  —  .  1— •  sostituiremo  il  termine 

Ix . 


2.3.4.«..  («  —  1  ) 


Le  costanti  poi  si  determinano  facilmente  nella  supposizio- 
ne che  gli  integrali  debbano  svanire  quando  a:  =  i  .  Per  la  de- 
terminazione delle  costanti  in  altre  ipotesi,  vedansi  le  annotazio- 
ni citate . 

Possono  ancora  ottenersi  gli  integrali  delle  due  differenziali 
X  (  sen  X  )   dx  ^  X  (  cos  x  )    dx  :  infatti  per  mezzo  dell'  iute- 
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grazione  per  parti  si  possono  far  questi  dipendere  da  ir  integra- 

zione  di  termini  di  questa  forma  dx  (  sen  oc)  {  cos  a?  )  ,  i  quali 

sappiamo  integrare.  Imperciocctiè  facendo  y"(5e;2  a;)   dx  =  p^ 
fpdx  =  5  ec.  )  si  ha 

fx  (senx)   dx  =:  x  p  —  n/x       pdx  =  a?  p  —  nx        g  H* 

72 ( 72  —  I  )/^        qdx  ==z  ec.  =  X  p  —  nx        5  h*  • .  -  •  H* 

n{n  —  1) 2.  I  fYdx^  e  neir  integrare  pdx^qdx  ec  9 

vdx  non  incoutransi  che  termioi  della  formula  Adx  (^senxyx 
(  cos  x)  ^  essendo  A  tiu  coefficiente  costante .  Per  esempio 
fx*  dx  (  sen  a?  )*  =  xp  — f2xdx  .p  ,  essendo  p  =^fdxsenx': 

ora  /da?  5e;2  a;'  =  "LzJIUlIÌUL  ;  dunque 

/x'do::  sen  x"  =  x^  ^  x-^semxeùtM  y  ^  fxdx  -fa?  -  sen xcosxyz:^ 
^  _  x^senxe^i»  ^  j-^dx  COS  X  scn  *  :  ma  61  trova 


ssenx*  ti^nx^ix  ___  xstnx^ 


Sin  X  cos  X 


fxdx  COS  X  sen  x  =      ^^'   -—  / 

—  ;  dunque  il  ricercato  integrale  sarà 

/x'^dx  sen  X'  =  ^  — .  5- Sii, X cofx     .    xs^nx^     .    /riTrm^^^    x_ 

•^  6  a  34  4 

§.  113.  AndiaiDO  a  trattare  deir  integrazione  di  quelle  for- 
mule nelle  quali  i  seni  e  coseni  sono  elevati  a  potenze  ne* 
gative . 

Le  più  semplici  di  queste  formule  sona 

dx         dx       dx  cos  X     dx  sen  x 


1  — ^  ^  «5_L_  ,  ^..ii-f  ;  per  la  prima  se  noi  facciamo  cos  x 


se»  X     cos  X        stn  x  cos  x 

y ,  ed  osserviamo  che 
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^—  = =  . — —  = ^ ,  avremo 

senx  {S€»x)*  I— (rw*)  I  — > 

fJ^  ==  —  /-^-  =  —  ±  Z  lrt2,  e  quindi 

/•    dx    ^_^    I    7  ì-^cosx 

Per  la  seconda ,  fatto  £en  x  =^y  y  si  ha 
rJ^  =JLll±y  =  ±l  L±JI!L1  :  gr  integrali  poi  della  terza  e 

^  €ùsx         a       1—^  a       l'-uHx     ^  o  JT 

della  quarta  dipendono  manifestamente  dai  logaritmi  ^  «  si  ha 
f^l^JL  =  /  se/2  a;  =/-^  =/d^  cof  a; 

y-^'?^  =  _  icos  X  =fdx  tang  x . 


CÙS  X 


Questi  due  ultimi  integrali  ci  danno 

/Jxcosx     .    r^^se^x        rdx^eof  x^^+se/tx^y        r       dx  y^ 

^sca  X  ^     xos  X  •'  Jen  x.cùì  x  •^  '^os  x  sen  x 

l  cos  jc  =  Z  i^^  =  Itang x , 

XOS  X  ^ 

Agli  integrali  delle  due  prime  formule  può  darsi  altra  for- 
ma 9  cioè 

''senx  a       i—xosx  ^{i^césx)  ^  *-^  a 

^  cosx  a        l—Je»ìe  ^(l—jenx)  O  \  ^«^  2        ^ 

Per  integrare  ^iil'-^^ ,  osserviamo  che  ^iif!^'J!  =  .  .  . 
Lf£l^}!!_l  ^^  ^e/z  jc  ,  ed  avremo  ,  integrando  per  parti 


cos  X 


COSX  ^  '  *'  ^  CÙS  X 

w  — I  -  .    ^^^tsenx)'-'^ 

C0SX 

w     ■ 

dxijenxy 
cos  X 


—  (  se/2  a:  f  "  '  -H  (  m  —  I  )  /  ^^"-^  —  (  ra  —  a  )  X 
--..7~-  '  c  quindi 
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\^  J  •  '  '  \J         cùSX  «  -  1  ^  •'  ''  cosx 


Se  in  guest'  ultima  equazione  poniamo  m  —  2  iavece  di  m  > 
avremo 

e  sostituendo  V  «qtiazione  (  2  )  nella  (  i  )  ^  il  ricercato  integrale 
dipenderà  allora  dalla  formula /^^J^-^-^:  continuando  lo  stes- 

«0  ra^^ioiiai^ento  è  facile  vedere  che  quando  m  sarà  impari ,  si 

•avrà 


i.  5e/2  :»*  —  Z  cos  x  ;  e  quando  772  è  pari , 

fdx{4enx^  _ t; 1 _   I.  ^^;2,^ 

Se   poniamo   j'  =  90*  —  a?>  avremo  ancora  il  ìialorc  di 
fi^^JL,  poiché  questo  è  ^  —/i>ll^^. 

Al  §.  antecedente  noi  abbiamo  fatta  <juesta  riduzione 
/do;  (  5e/2  x)  icos  a:)    =  — f—  (  sen  x)        {cos  x)  Hr 


—  I 


/da;  (  sen  x  )  (  cos  x  )        :  poniamo  m  essa  —  /z  in- 
vece di  72,  ed  avremo 

r^^isenx)"  _  _l_     (j^^^T^^  _  ^_r?:J.  fé^llìlLI^Jl  ,    da   CUi    pUÒ 

uedursi  (  ponendo  72  —  a  invece  di  72  ) 
ToTZz.  //  Q  q 
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fZI   I  ti  f 

Quest*  ultima  equazione  ci  dark 

(^— !)(•  — 3)(«  — 5) «        *        ^<"^ 

f^^^^a)(>-,;;,^4)....(-^i>i)  /-^^  (  sen  X  T>  per  il  caso  di 
n  pari  ;  e  quando  è  dispari 

rdxjsenxy  _  l        {un x )  ,  n^m--2       ^  (senx)     ^ 

(»— l)(»-3) ^  ^^^* 

Facciamo  ia  queste  due  equazioni  m  =  —  i  j  e  s^  avrà 

r  dx    -~_J_ ! ,  ;,       V      , ! ^ ^^. 

J  stttX\,cosxY         n-l'  {casxV'  »— 3  *  (cor  «)»- * 

_!_  .4.  /* Jfi!L   quando  71  è  pari  ;  e  quando  è  dispari 

COS  X  •^   sf»  X     *• 

J  senx{cosxY  »  — 1  '  (r«j  *  )"  -  *  »  — 3  '  l  ^<>' *  )"  "  ' 

JL        ^       ^  r     ^^      , 

Nelle  medesime  equazioni  poniamo  —  /tz  invece  di  ttz  ,  ed 
avremo  per  n  pari 

'^  (  ;f«  X  )"'  (  COI  .T  y  ff  -  i  '  (  ff^ .V  >*  -  '  (  w  Jf  j"  "  '  («  —  1  )  (»  -  3  )  ''''  ' 
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^"y*    •    •    •    ^    •    ^*T*     ■  ■  ■     1.       ■  I 


X 


( tetrny ^  '  {. c»s  X  )' -  »  (»— 1)1»  — 3 ).....  I 

!_ „j>    (ff-4-w  — g)(»-4-wr-'4) «    /• rfjf       .     .    _-.-. 

(/#•*)•-'«»«  ^^  (•-i)(»-3).....I  •'(*«*)-'    «^    1^* 

n  ìmpari 

(g^n»  — g)fg-4-n»— 4) (3H-w)  V 


"^  ' ^' = ""^ /'S 


(#/»*)«-"*(f«/jp)"~  '     *  (»  — I)  (»-3)....a 


L' integrale  f- — è  conosciuto ,  poiché  facendo  x  = 

90^  —  ^  ,  «i  ha  /^ ^--  =  —  / ^^L^—  ,  della  qntle  ab- 

bìamo  qui  sopra  trovato  il  valore . 

L' integrale  poi  di  r—pyk  y  ^^  quale  dipende  dall'  integra- 
le di  j-^—y  si  ha  dalla  formula  data  per  f^^'"^,   facen- 

dovi  772  =  o  9  e  cangiando  n  in  m* 

Daremo  nna  piii  estesa  Teorìa  dell'  integrazione  delle  fun- 
zioni nel  Gap*".  V  ,  ed  ora  termineremo  il  presente  con  parla- 
re dei  differenziali  d' ordine  negativo  o  fratto . 

§.  114.  L'espressione  i^,)dx  >  ovvero  d  y  significa  >  co- 

• 

me  si  sa  >  il  differenziale  n  '  della  funzione  y.  Finché  n  h 
tin  numero  intiero  e  positivo,  si  concepisce  bene ,  che  ripetendo 
n  volte  la  diflerenzìazione  >  giungeremo  ad  vm  risultato ,  il  qua- 

le  simbolicamente  è  rappresentato  da  d y;  ma  se  n  h  un  nume- 
ro negativo  o  fratto  >  cosa  significherà  queir  espressione  diffe- 
renziale ? 

Essendo  la  differenziale  dy  una  quantità  derivata  da  ^  per 
mezzo  di  un  numero  n  d'  operazioni  di  derivazione  (  che  nel 
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nostro  caso  è  la  differenziazione  ),  V  espressione  d^  y  ci  indi- 
cherà y  secondo  ciò  che  abbiam  detto  al  §.  6.  dei  Princip;  d' A- 
nalisi  Derivata^  una  tal  quantità,  che  eseguirà  sopra  di  essa  l'o- 
perazione voluta  dalla  legge  di  derivazione,  si  ottenga  y\  egnal- 

mente  d  y  c\  indicherà  quella  quantità  sopra  la  quale  ripe* 
tuta  due  volte  la  stessa  operazione ,  si  ottenga  y  >  ^  così  di  se- 
guito . 

Ora  queste  proprietà  che  debbono  avere  le  differenziali  ad 
indici  negativi  \  sono  appunto  quelle  che  stabiliscono  il  signifi- 
cato  delle  espressioni  simboliche  fydx ,  f^ydx  ce.  ;  dunque  a- 

vremo  d     J  =  fydx  y  d     y  =  f^ydx^  ec. ,  ed  in  generale 


—  n 


d      y  ^=  f  ydx    „  I  diflèrenziali ,   cioè,   d*"  ordine   negativo,. 
„  sono  la  stessa  cosa  che  gr  integrali  della  stessa  ordine ,  ma 

„  positivo ,  e  viceversa  „  Jj  espressione   pertanta  d         y  y  ci 

rappresenta  uu  differenziale  se  n>  m;  nn  integiale  se  n<c  m  i. 
e  rappresenterà  la  medesima  y  se  n  =  m . 

Rapporto  agli  ordini  frazionar; ,  ia  osserva  che  V  opera- 
zione di  differenziazione  per  la  quale  si  ottengono  le  derivate 
o  difFerenziali ,  non  può  concepirsi  divisibile  in  porzioni,  e  re- 
pugna  alla  natura  di  quella  legge  di  derivazione  il  potersi  fa- 
re una  sola  operazione  di  differenziazione  in  piii  volte  :  per  e- 
sempio  r  operazione  che  ci  fa  dedarre  dy  da  j' ,  non  si  può 
fare  in  due  volte  facendo  una  metà  d*  operazione  per  volta  ;  le 
differenziali  dunque  ad  indici  fr^ti ,  le  quali ,  come  abbiam 
detto'  ai  §§.  7,8  dei  Pria  ec. ,  rappresentano  risultati  ottenuti 
facendo  un  numero  fratto  d'  operazioni  di  differenziazione  so- 
pra y  y  sono  quantità  che  non  possono  esistere  in  natura ,  e  per* 


1. 
>2 


ciò  immaginarie:  dunque  d  y^  ed  in  generale  d^yy  sono  quan- 
tità immaginarie  ;  e  di  qui  si  concluderà  che  nella  serie  dei  dif- 
ferenziali 


—  I 


te  y  d      yyd     y  y  y  y  dy  y  d^y  y  d^y  y  ea 

noti  possono  interpolarsi  dei  termini  tra  due  consecutivi  di  essa. 
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Se  le  differenziali  ed  integrali  ad  indice  negativo  sono  co- 
me abbiam  dimostrata >  quantità  immaginane  >  un  problema  ,  il 
quale  dipenda  da  un  siffatto  differenziale  a  integrale  >  deve  con- 
siderarsi come  impossibile  >  e  ciò  che  vi  si  ricerca  y  come  una 
quantità  >  la  quale  non  può  esistere  in  natura . 

Si  cerchi  infatti  la  probabilità  P  che  tra  un  numera  m  di 

palle  estratte  da  un   egual  numero  di  urne  (  levandone  una  da 

ciascun*  urna  )  si  trovino  m  —  n  palle  bianche  >  ed  /z  palle  ros- 

^se  >  supponendo  che  in  ogni  urna  siana  x  palle  bianche  >  ed  y 

rosse ,  e  troverema 


r»      •  ««  «       0t 


= 4- -.ci*(0. 

Essendo  sei  le  urne ,  quattro  le  paUe  rosse,  e  due  le  bian- 
che y  le  quali  debbono  trovarsi  tra  le  palle  estratte  ,  avremo 

= f^ -7  d^(x^)  =  ,  ^^^^^*  :  e  se  si  dimandasse  la  prò- 

Labilità  che  tra  le  sei  palle  estratte  se  ne  trovino  3—  rosse  >  e 
3  —  bianche  >  avremmo  a  =  3  -1 ,  e  quindi 

=  r"; — oli,  ■  ,^<  ^  * ( ^"^ )  •  Qoest* espressione  contenendo  u- 

na  derivata  ad  indice  fratto  è  una  quantità  immaginaria  >  e  ci 
dice  che  la  ricerca  è  impossibile  a  soddisfarsi  :  si  vede  anche 
a  priori  che  la  cosa  debb'  esser  così  y  poiché  estraendo  da  cia- 
scun' urna  una  palla  %  tra  il  numero  delle  palle  cstratte  che  to- 
no a  rosse  o  bianche  >  è  impossibile  che  se  ne  trovino  3  -L  del* 

2 

le  rosse  >  e  2  —  bianche  >  non  potendo  questi  numeri  esser  che 


«    • 


intieri . 
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C        A        P.  Il 


Principj   Generali  per  V  Integrazione 

delV  Equazioni , 


$.  115-   U  N' equazione  tra  ^,jy,  (^)>(^J 


(  j^  )  si  dice  ,  come  abbiam  veduto  al  (  §.  aa  )  i  na'  equazione 


dx 

§$imo 


differenziale  dell'  ordine  n        ,  poiché  essa  contiene  le  funzio- 
ni differenziali  (^)  di  questo  ordine  medesimo. 

Egualmente  abbiamo  veduto  che  se  è  data  un'  equazione 
F  =  o  fra  due  variabili  X'^y^  sussistono  ed  hanno  luogo  con 
essa  le  sue  equazioni  differenziali;  onde  rappresentando  per  dP, 
d*F ,  d'F  ec. ,  le  differenziali  successive  del  primo  membro  di 
quest'equazione,  avremo  questo  sistema  d'equazioni  simultanee 

F  =  o  ,  dF  =  o ,  d'F  —  o ,  d'V  =  o ,  dT  =  o  ec. , 

Ora  r  equazione  F  =  o ,  cui  d'  ora  in  avanti  daremo  il 
nome  d'  equazione  primitiva  ,  considerata  rapporto  alle  tìjfferen- 
ziali  da  essa  dedotte,  ha  dei  nomi  particolari.  Riguardo  alla 
dF  =  o,  chiamasi  integrale  primo  o  del  primo  ordine^  per- 
chè }jer  mezzo  di  una  difFcrenziazionc  sola,  a  quella  si  giun- 
ge :  riguardo  alla  d'F  =  e  ,  chiamasi  integrale  secondo  o  del 
secondo  ordine ,  i>erchè  per  mezzo  di  due   diflerenziazioni  si 

giunge  a  d'F  =  o  :  in  generale  riguardo   alla  d  F  =  o,  chia- 
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masi  integrale  n         o  aeZZ  n         ordine ,  perche  convien  fa- 
re un  numero  n  di  difFerenziazionì  per  ottenere  d  F  =  o . 

Egualmente  V  equazione  dF  =  o  che  è  essa  medesima  dif- 
ferenziale del  primo  ordine ,  dicesi  V  integrale  primo ,  secon- 
do >  fór-zp  ec,  deir  equazione  ci*F  =  o  ,  d'F  =  o  ,  d^F  =  o 
eo. ,  perchè  si  passa  da  essa  ad  una  di  queste  per  mezzo  di 
una,  due  o  tre  diflferenziazioni  ec.  ;  così  l'equazione  <i^F  =  o^ 
differenziale  del  secondo  ordine ,  si  dice  V  integiule  primo ,  se- 
condo ,  terzo  ec.  dell*  equazione  à^F  =  o ,  d'^F  =  o ,  d^F  =  o 

ec. ,  per  la  stessa  ragione;  ed  in  generale  T equazione  d  F=o, 
che   è   essa    medesima    un*  equazione    differenziale    dell*  ordine 

m        ,  si  dice  V  integrale  1         o  delV  ordine  1  *  °  dell*  c- 

quazione  d  F  =  o ,   perchè   convien   fare    l   differenziazio- 

ni per  giungere   a   quest*  ultima  equazione .  Così  per  esempio 
r  equazione  differenziale  del  terzo  ordine 

a(,^OH..(4a^H-3ay-)(£OH-«v(g)-h6ay(gr=o. 
ha  ppr  integrale  del  secondo,  órdine 

a?*(^  )  -4-  ay^  =  o  >  poiché  da  quest*  ultima  equazione  per  mcz- 


zo  di  due  differenziazioni ,  si  giunge  alla  prima  . 

Ma  si  dà  ancora   un   senso  più  esteso   a  queste  denomina- 
zioni ,  e  si  chiama  integrale  primo  di  una  equazione  diffèren- 


esimè 


ziale  qualunque  dell*  ordine  n        ,  cioè  di  un'equazione  P  =p=  o 
tra  oc,y,  {^^,{^^), (^J ,  un*  altra  equazione 


dx^  '  ^dx^^  '  ^dx' 

esimo 


differenziale  Q  =  o  dell*  ordine  (  /z  ^ —  i  )  ,  cioè  tra  x  ^  y  y 
(£)>(£-i)> (S'S)»  dalla  quale,  in  qualunque  ma- 
niera siasi ,  P  =  o  possa  considerarsi  dedotto  :  si  chiama  inte-^ 
graie  secondo  della  stessa  equazione  P  =  o ,  un*  altra  equa- 
zione differenziale  L  =  o   dell'  ordine  {n  —  2  )   ^  ,  cioè  tra 


/ 
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^^y^  (^)»(^.)» (S'."^^^  ^^^^^  1"*^®  ^^  qualun- 
que maniera  siasi ,  possa  considerarsi  dedotta  V  equazione  P  =  o  ; 

• 

ed  in  generale  chiamasi  integrale  m  di  una  equazione  dif- 
ferenziale dell'  ordine  a  ,  P  =  o  ,  un'  altra  equazione  differen- 
ziale N  =  o  dell'  ordine  n  — •  W2 ,  (  ovvero  inferiore  di  un  nu- 
mero m  d'  unità  a  quello  di  P  =  o  ) ,  cioè  un'  altra  equazio- 
ne tra  x,yi  (^)>(;0)> ^i^)'   ^^^^^   9°^^®  P<^ssa 

risultare  in  una  maniera  qualunque  P  =  o . 

E  qui  avvertiremo   che  un*  equazione  differenziale  P  =  o 

deir  ordine  n  può  risultare  da  uu'  equazione  differenziale 
Q  =  o  deli'  ordine  n  —  m  inferiore  di  m  unità  ^  combinando 
in  una  maniera  qualunque  le  m  equazioni  che  s'  ottengono  dal- 
la Q  =  o  per  .mezzo  di  m  diflferenzi azioni  eseguite  o  sopra  di 
essa  «d  i  suoi  successivi  differenziali  >  ovvero  sopra  di  essa  e  so* 
pra  combinaziopi  qualunque  di  questi  differenziali  medesimi;  im- 
Verocchè  abbiamo  dimostrato  (  §  aa  )  che  sussistendo  un*  equa- 
zione qualunque  ,  non  solo  hanno  luogo  e  sussistono  i  di  lei 
differenziali  esatti  ^  ma  ancora  le  combinazioni  fatte  in  qualun- 
que modo  dei  differenziali  stessi-. 

§.    II 6.   Data  dunque   un'equazione  p  =  o,   differenziale 

del  primo  ordine  >  xioè  in  x^y  e  (^)>  per  ritrovare  il  di  lei 

integrale  di  primo  ordine,  che  in  questo  caso  è  l'equazione  pri- 
mitiva ,  conviene  cercare  un'  equazione  Q  =  o  in  a:  ed  y  ,^  ta- 
le che  combinata  essa  in  una  maniera  qualunque  con  la  sua  dif- 
ferenziale ^Q  ;==  o^  possa  ottenersi  Ja  proposta  P  =p;  ,ed  in 

generale  per  ritrovare  ^'integrale  n         di  un'  .equazione   diffe- 

renziale  P  =  o   dell'  ordine  [m^  n)^       ,   conviene   cercare 


un'  equazione  -differenziale  dell'  ordine  m  .,  tale  che'  combina- 
ta essa  in  qnalumjue  modo  con  .i  suoi  7i  diffè.renziali  successivi, 
conduca  .all'  .equazione  P  =  o  . 

Come   nel  Galcofo  Differenziale  ,di   tutt.e   le   combinazioni 
che  possono   farsi   con   un  numero   n  d'  equazioni   ditferenziali 
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saccessive ,  noa  abbiam  considerate  che  gaeHe  le  qnaii  serirono 
^ir  eliminazione  di  uà  Humero  n  di  costanti  (  §.  aa  );  co^  nel 
Calcolo  Integrale ,  le  equazioni  differenziali  sono  considerate  co- 
me il  lisultato  deJl*  eliminazióne  delle  costanti  dalle  loro  equa- 
jzioni  integrali ,  che  voglionsi  trovare  (a);  per  questo  integrar 
re  un*  equazione  P  =  .0  jdiffere/iziale-  del  primo  ordine  ,  si- 
gnifica trovare  .un*  equazione  Q  =  o  ìa  x  ed  y^  tale  iche  eli- 
minando per  mezzo  di  .essa  e  della  sua  jdiffèrenziaie  dQ  :=  o  , 
:una  costante ,  si  giunga  ad  avere  P  =  o  ^  e.d  ia  genej:ale  trovar 

^t  •  ^       esimo    ^  •       A 

re  Z  integrale  ri         dt  un  equazione  differenzialfs  dell*  or' 

dine  (  <n  rt*  n  )       ,,  .significa  trovare  vjì  equazione  Q?=z:  o^ 

differenziale  delV  ordine  m**"~,  talp  ,cjie  eliminando  per  m&z^ 
jzo  di  Qss|i  e  .dei  s^ioi  diffexenziaU 

^Q  =  o  >  <^*Q  =  o,,  ......  d  Q  =  o,  un  numero  n  di  co- 
stanti, s'ottenga  la  datfi  P=.o.  Così  l'integrale  secondo  dell',©- 
-qnazione  del  sejcoQdo  ordine 

e 


^  =  aie*  ^  èa? ,  poiché  eliminando  a ,  A  per  mezzo  di  esso  « 
,dei  suoi  differenziali 

la  equazione  differenziale  medesima. 

^  Gli  integrali  dunque  debbono  contenere  ifelle  costanti  di 
pm  delle  equazioni  differenziali ,  e  siccome  non  essendovi  alcu- 
na traccia  di  queste  costanti  nell'  equazioni  differenziali ,  niente 

Tpn^  Il  Rr 


HJ    ■    .         >^  .1  II 


^*^« 


(  a  )  Confesso  che  in  questa  goisB  si  lioiìMi  «la  generalità  deUa  ricerca 
degli  integrali ,  .poiché  data  nn*  equazione  differenziale  ,  se  ne  diminuisce 
jn  qualche  modo  la  generalità,  considerandola  portata  dalla  articolare  eom- 
})iuaziope  dell'  eUminaziooe  delle  costanti . 
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è  pTOttonziata  sópra  di  esse  r  perciò  posson  queste  ricevere  fur- 
ti i  valori  che*  ci  piace:  di  dar  loro  ^  e*  si  chiamano  ìq  conse- 
gueoza  arbitrarie . 

Uà  integrale  deir  ordine  n  '  dovrà  pertanto  contenere' 
tin:  numero  n  di  costanti  arbitrarie  ;,  se  poi  alcune  di  queste  co- 
stanti si  fanno  nulle,  o  si  danno  loro  dei  valori  particolari,  quell'e- 
quazione integrale  prende  allora  il  nome  cT  Integrale  Partico^ 
lare  X  e  riceve  il  nome  iV  Integrale'  Completo t  se  lasciamo  in- 
determinate ed  al  nostro  arbitrio  quelle  costanti. 

Quando  1'  ordine  dell'  integrale  è  eguale  all'  ordine  dell'  e- 
cjuazione  differenziale  proposta  r  allora  siccome  quest'  integrale 
non  contiene  che  x^y  e  le  costanti  ^  chiamasi  Integrala  Finito^ 
(  nome  improprio  ma  ricevuto  )  ovvero*  Equazione  Primiti- 
va:.  Così  r  integrale  terzo  di  un" equazione  P=:Oy  differenzia- 
le del  terzo  ordine  ,  è  un'  eqttaziene  Q  =?  o  in:  de  ^y  r  ^  tre  co- 
stanti arbitrarie  a^h^cv  e  q^iesta  è  T  equazione  primitiva  in  oc: 
ed  y  y  ovvero  r  integrale  finito  completo  di  P=  o. 

Avendo   poi  dimostrato  al   §*.    23:  che  un^  equazione  <liffc- 


esima' 


renziale  deir  ordine  n         può  esser  dedotta  da  uà  numero   w 

di  diverse  eqnazioni  differenziali  deir  ordine  \n —  i)  ,  con- 
tenendo' oiascuna  una  costante  iadetermiiiata  di  più ,  ne   segue 

che  un'  equazione  differenziale  dell'  ordine  n  ha  un  numero^ 
/z^di.iotegrali  primi  completi  o  dell'  ox'dine  differenziale  n  —  e 
immediatamente  inferiore  y  da  ciascntio  dei  quali  può  ottenersi  la 
sressa  equazione  differenziale  per  mezzt>  dell'  eliminazione  dellk 
costante  arbitraria ,  che  esso^  contiene.  II  Geometra  M.  Fontaine 
è  il  primo  che  ha  fatto  questa  osservazione;  e  siccome  tutti  que- 
sti integrali  appartengono  alla  stessa  relazione  di  variabili ,  così 
eliminando  per  mezzo  di  essi  (  quando  con  alcun  artifizio  si 

giunga  a  ritrovarli  )  le  quantità  (£),(0)y (£S}»  s'^a- 

vrh  un' equazione  tra  x^y  ed  un  numero  n  di  costanti  arbi- 
trarie ,  la  quale  sarà  V  integrale  finito  completo  della  proposta 
equazione  differenziale. 

§.  117.  Un^  equazione  V  =  a  fra   x^y  e  ( -^ ) ,  I  a  per  in- 
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ttegrtle  completo  un*  altra  equazione  in^x^y  .ed  una  ^ostaotje 
jarbitrana:  sia  la  ibrma  di  questo  ìntegisijt  <f>{x  ^y  ^a)  c=o^ 
fivyGTO  ^=0^  indicando  per  .ip  una  finzione  deternjinata  idi 
A'5>  ^^  <*•  AUqrciiè  si  .danno  4ei  valori  particolari  ad  a,  «i 
hanno  coipe  abbiam  .4etto^  iiltcettanti  integrali  particolari  di  ^quel- 
la  .equa.ziopo  differenziale  Y  ==  o  ;  cosi  potendo  ,dare  ad  a  in- 
finiti valori  y  .s*  avranno  infinite  x^elazioni  paiticolari  che  soddi- 
sfaranno ali?  proposta .  Per  quanto  però  tutte  queste  re^azioid 
possano  essere  diverse  ^  pure  ,esse  dipendono  4a  una  supposizio- 
ne comune  9  cioè  che  i  valori  particolari  di  a ,  da  cui  jrisulta- 
no  ,  .siano  .costanti .  ^ 

Ora  h  facile  concepire  che  se  sì  facesse , a  variabile^  o  fun- 
zione di  a?  e  di  ^ ,  ma  nello  stesso  tempo  questa  .funzione  fosse 
,tale  ,  ohe  nel  differenziare  .^  =jO,,  i  termini  che  la  variabilità 
di  a  introduce  ,da  .se  medesimi  si  annullassero  ,  allora  il  risul- 
tato deir  eliminazione  di  a  fra  le  due  equazioni  (p  =  o,  ,dpz=i.c^ 
sarebbe  la  stessa  .equazione  V  =  0  >  come  se  a  fosse  stata  .co- 
nstante^. 

Sostituendo  per  a  nna  tal  funzione  in  p  =  o ,  s'avrà  una 
nuova  relai:ione  fra  le  variabili  che  soddisfarà  air  equazione  dif* 
ferenzìale  V  =  p,  e  che  perciò  sarà  ancora  essa  un  .di  Jei  in- 
tegrale .  Qqesta  nuova  relazione  di  vari  abili  ^  .0  .questo'  ìiuovo 
integrale  y  sarà  diverso  dagli  altri.,  in  .quanto  che  >quelli  dipen- 
dono dal  dare  ad  a  dei  yalpri  .contanti ,  e  questo  .dal  dare  ad  a 
un  valore  yarijibile  :  si  chiama  Soluzione  Particolare . 

La  condizione  dalla  quale  dipendono  le  soluzioni  partico- 
lari ,  ci  dà  il  mezzo  di  ritrovarle  se  .esse  esistono  ;  infatti  dif^ 
ferenziando  V  equazione  ^{oc  ^y  ^a)  =p,  supponendo  a  va- 
cabile j  avremo  ' 

,ovvero  piix  semplicemente 

($)  ^,»  H^  (  j)-^^  H-  C^p^«  =r  p  ;  la  quale  se  a  è  tale  chp 

(^)da  s'  annulli  ^a  se  medesima,  diviene 
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che  è  la  differenziale  dell'  integrale ,  come  se  a  fosse  stata  co^ 
stante .  Da  questa  differenziale  e  dall'  cqtiazroa^  ^  =  o ,  eli-- 
minando  a ,  s'  ottiene  la  proposta  V  =  o  • 

L'  equazione   che    abbiami  per    determinai:^   a   è   dnnqnje^ 

(^)da  =  o>   la  quale   sì  decompone   nelle   due  (^)  =  o^ 

<ia  :=  o. 

Ora  tutti  i  valori  di  a  che  soddisfanno  ad  alcuna  di  que- 
ste equazioni  ^  ci  daranno,  sostituiti  in  ^(a;,je.ya)==o  dello 
relazioni  in  x  ed  y  che  saranno  tante  equazioni  integrali  della. 
proposta  V  ==  o  .  All'  equazione  da  =  o  soddisfa  qualunque 
valore  si  prenda  per  a,  purché  sia  questo  indipendente  da  x 
ed  y  y  a  costante  riguardo^  ad  esse  ;  così  essendo  infiniti  i  valo- 
ri che  godono  di  questa  condizione ,  si  potranno  avere  infinite- 
relazioni  che  saranno  altrettante  equazioni  integrali  della  propo- 
sta. Queste  sono  gli  integrali  particolari  del  quali  abbiam  par- 
lato .  Il  primo  membra  dell'  altra  equazione  (  ^  )  =  o  è  evidwi^ 

a  il' 

temente  nua  fimzione  conosciuta  ^v  x  ^y  e  di  a\  s-  avranno^ 
dunque  da  quest'  equazione  uno  o  piiì  valori  di  a,  espressi  in  ok 
ed  j^  i  e  ciascuno  di  questi  valori  sostituito  in  ^(a?  ,^  ^q)  =  o  v 
ci  darà  una  nuova  relazione  in  x  ^y  ^  che  è  un  nuovo  integra- 
le della  proposta;  queste  sono  le  soluzioni  particolari  dLV  =  a. 
Per  esempio  V  cq[uazione  differenziale 

ha  per  integrale  completa  y*  —  aax  h*  a*  =  o  ;  essa  risuTta: 
éair  eliminazione  di  a  per  mezzo   di  questo  intagrale  ^   e  deDa 

differenziale  27  (  ^  )  —  aa  =  o  •. 

Se  ora  facciamo  ^  ==  jf*  —  aajc  -f-  a*  9  avremo^ 
f^)  =  —  2:vH^i2a=r:o>  da  cui  si  ricava  a  ==  jc ;  e  questo» 

sarà  il  valore  variabile  da  darsi  ad  a ,  il  quale  sostituito  nell*  in- 
tegrale completo  y'  —  2ax  ^  a*  =  o ,  ci  dà  la  soluzione  par- 
ticolare j^  =  wT  deir  equazione  differenziale  proposta  •. 
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Si  comprende  bene,  che  potranno  farsi  delle  simili  consi- 
derazioni per  le  equazioni  degli  ordini  superiori . 

Noi  riserbiamo  nn  Capitolo  a  parte  per  trattare  con  tinta 
r  estensione  della  ricerca  delle  soluzioni  particolari . 

§.  118.  Abbiamo  promessa  (  §  33  )  una  Teorìa  completa 
dell*  eliminazione  delle  costanti  e  delle  funzioni  per  mezzo  dell*  e- 
quazioni  differenziali  ;  esponiamo  ora  questa  dottrina  che.  diret- 
tamente interessa  V  integrazione  dell*  equazioni . 

Sia  dunque  un*  equazione  ([ualuuque  P(^)j',2i.)  =  o  fra 
tre  variabili  :  quest*  equazione  differenziata  per  rapporto  ad  x  9 
e  per  rapporto  ad  y,  ci  dà  le  duac  equazioni  differenziali  par- 
ziali 


del  primo  ordine,  le  quali  sussistono  insieme  con  essa.  Se  dun- 
que la  proposta  contiene  due  costanti  a^b^  potranno  queste  e- 
liminarsi ,  ed  avremo  allora  un*  equazione  a  differenziali  parzia- 
li del  primo  ordine ,  la  quale  conterrà  due  costanti  arbitrarie 
di  meno  dell*  equazione  da  cui  dipende  :  ,,  Dunque  data  un*  e- 
>)  quazione  2   differenziali  parziali  del  primo  ordine  fra  tre  va- 

,,  riabili  x^yrZy  e  (^),(^),  il  di  lei  integrale  completo, 

„  cioè  1*  equazione  primitiva  da  cui  dipende ,  dovrà  contenere 
9,  due  costanti  arbitrarie  di  piiì  di  essa  ,,  • 

Dair  equazione  F  =  o  ,  prendendo  non  solo  le  differen- 
ziali parziali  del  primo  ordine ,  ma  ancora  le  sue  differenziali 
parziali  del  secondo ,  si  dedurranno  altre  cinque  equazioni  che 
sussisterranno  con  essa  .  Tutte  queste  equazioni  formano  il  se- 
guente sistema 
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(i)....F  =  o 


if  •> 


(5)--(^).-»(0.)(f;)-(4:^)($')*-(£)(-^n=o 

.... 

Se  dunque  la  proposta  coqtenesjse  cin^jne  costanti  ^  allora 
per  mg^ip  delle  pinque  equa;sioiii  differenziali,  potrebl^ero  que- 
ste eliminarsi,  e  s'otterrebbe  un'equazione  a  differenziali  par- 
ziali del  seco.Pjdo  ordine  ,  con  cinque  costaati  di  meno  di  quel- 
la ,  da  cui  fi  ^stata  dedotta  ,,  Dunque  data  un*  equazione  a  dif- 
„  terejiziaJi  parziale  dej  secondp  ordine,  fra  le  variabili   a?,7> 

"  =•  "  (s''(^')'fir')'(^)'(s|)'''  di  lei  integrai^  eom. 

,,  pleto    dovrà   contenere    cinque   costanti   arbitrarie    di   più   dj 
i^  ,cs§a  ,, . 

Venendo  all'  equazipni  ilifferenziali  ^el  terzo  ordine,  po- 
trebbero dedursi  da  F  =  o  altre  quattro  e^juazioni  che  avreb- 
bero luQgo  insieme  coq  essa  ,  e  con  le  cinque  differenziali  del 
prii»jQ  §  del  secondo  ordine.  S'  avr,ebbero  allora  dieci  equazio- 
ni che  ftus^ist^rebbìBro  nello  stesso  tempo ,  per  mez^o  delle  qua- 
li pQti>ébbpro  eliminarsi  nove  cpstant^  arbitrarie  ;  f  d  il  risjijlrato 
di  questa  eliminazione  sarebbe  iin'  equazione  a  differenziali  par- 
ziali del  terzo   ordine  ,,  Data   dunque  un'  equazione  di  un  tale 

.„  ordine  tra  og,y,g^j  (^) (0)  .....;..   il  di  le^ 

^,  integrale  completo  dovrà  contenere  nove  costanti  arbitrarie „ , 
In  generale  è  facile  vedere  ^,  Che  V  integrale  completo  c|i 

f^  un'  equazione  a  differenziali  parziali  dell'  ordine  n        fra  trp 
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y>  variabili  dovrà  contenere  nn  numero  f^^'^^^^^'^^)  —  1  di  co- 

•2 

yr  stanti  arbitrarie  che  noir  si  trovana  neir  equazione   differen- 

§.  119.  Se  r  equazione  fosse  fra  quattro  variabili  F  (  oc , 
y  j  z  y  u)  =::  o  j  &  più  semplicexnente  F  ==  o  ,  sussisterebbero 
insieme  con  essa  tre  equazioni  alle  diffèi-enziali  parziali  del  pri- 
mo ordfne  rapporto»  ad  or ,:  ad  ^  ,  e  ad.  u  ^  cioè: 


^P\        .      rdVsrJz 


('£)-*- Ct.)  {?.)  =  o 


d»^  ^d»^  ^  dx 

d^\      .     fd}L<\  fdz 


Eliminando  per  mezzo  di  queste  tre  equazioni  tre  costantf  ^ 
avremo   uà'  equazione  a  differenziali  parziali  del:  prima  ordine 

in  x^y  ^Ur  (?)  »  (?)  >  (  r  )  >  ^^  quale  conterrà  tre  costatiti  di 

dx.  dy  du 

meno-  dell"  equazione  F  =  o  r  ,^  Dunque  Y  integrale  completa 
,,  di  una  equazione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  fra 
,y  quattro  vanabili ,  deve  contenere  tre  costanti  arbitrarie  ;  in 
,y  generale  T  integrale  completo  di  una  equazione  a  differenzia* 

,,  li  parziali   delF  ordine  n         fra  quattro  variabili,  deve  con- 

5*  tenere  un  numero  (''^'>(«H^a)(«»"4-3)  .^  |  di  costanti  arbi- 
'         .  a.  a 

,^  trarie  ,9  ► 

-  Disposti  i  risultati  cbe  abbiamo  ottenuti  nelja  seguente  Ta- 
bella ,  scopriremo  la  legge  che  oi  determina  il  numero  delle 
costanti  arbitrarie  che  contener  deve  T  integrale  di  una  equa- 
zione a  diflèrenziali  parziali  di  un  ordine  qualunque ,.  fra  uà 
qualunque  numero  di  variabili  ^ 


3*0 
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Ordine  dell'  Efjuazioni . 
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1   numeri  della  prima  colonna  verticale  indicano  T  ordine 
^eir  equazione  :a  differenziali   parziali  :   qnelli   della  prima  ori/- 
;zontjiIe,  il  -numero  -delle  (variabili  ;   e  quei  clie  sono  nell'  inter- 
no della  Tavola .,  il  numero  delle  costanti  arbitrarie  che  contie- 
ne  r  integrale  .completo .    Così   volendo  sapere    quante   costanti 
.arbitrarie  conterrà  1*  integrale  completo  di  una  equazione  a  dif- 
ferenziali parziali  ;del   secondo  ordine    fra   quattro  variabili ,   si 
cercherà  il  .numero  che  corrisponde  verticalmente  a   4  Var.   ed 
orizzontalmente  all'  ordine  2  ,  e  si  troverà  9  ;  Y  integrale  com- 
pleto dunque  di  una  tale  equazione,  dovrà  x)ontenere  nove  co- 
stanti arbitrarie  . 

§.  if20.  /Questi  diversi  Teoremi  però  suppongono  .che  in 
nn^  equazione  a  differenziali  parziali  di  un  certo  ordine ,  si  tro- 
vino tutti  i  /differenziali  parziali  xhe  a  queir  ordine  convengo- 
no:.così  per  il  secondo  ^ordine,  essi  suppongono  che  in  ,nn'.e- 
..quazione  fra  tre  ^variabili  si  trovino  i  termini   che  contengono 

(?f  )  >  (•^)  y(44)'  -senza  di  ciò  ,  essi  .non  sarebbero  veri  in 

generale . 

Infatti   indichiamo  le   sei  equazioni  .del   §.    118  per 

•n  dV  rf*F  rfF  ^/•F  rf*F 

F  =  o,~=o,  —  =0,  ^  =  0/^.  =  0,  ~=.o;per!mc«- 

dx  dx^  .dy  dy*  ,dxdy  ^ 

zo  di  tutte  queste  ,equazioni  possono  eliminarsi  cinque  costanti 
arbitrarie,  come  si  è  detto,  ed  ottenersi  un'equazione  .a  differen- 
ziali parziali  del  secondo  .ordine  con  cinque  costanti  di  meno 
di   F  =  oj  se  di  .queste  /si  prendessero  solamente  cinque,  ia- 

.sciando  indietro  -—  ==  o ,  è  chiaro  .che  per  mezzo  di  esse  non 

potrebbero  eliminarsi  che  quattro  costanti  arbitrarie  9  ed  ot- 
terrebbesi   un'  .equazione    a   differenziali   parziali   in    a; ,  ^  ,  js  , 

nn'  equazione  a  differenziali  parziali  del  secondo  ordine ,  la  qua- 
le non  contenga    che  due  dei  tre  differenziali  parziali  (^-!) 


4x^'^ 
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(~~),(~^)>  non  può  avere  in  generale  più  che  quattro  co- 
stanti arbitrarie  ;  e  dovrà  dirsi  completa,  come  è  quello  di  nn'e- 
quazione  dello  stesso  ordine  a  cui  non  manchi  alcun  termine  > 
quando  contiene  cinque  delle  stesse  costanti . 

Nella  medesima  maniera  si  può  dimostrare  che  Y  integrale 
completo   di   nn'  equazione  a  differenziali  parziali   del    seconda 

m 

ordine  ,  nella  quale  si  trovi  soltantauna  delle  tre  funzioni  (j^)t 
(— 4-ì  )  (^)>  deve  contenere  in  generale  tre   costanti  arbitra^ 

rie  9  ne  puà  contenerne  di  piir . 

Nella  stessa  guisa  ragionando  per  le  equazioni  degli  ordi- 
ni superiori ,  troveremmo ,  che  quando  manca,  alcuna,  delle  piii 
alte  differenziali  parziali ,  gì*  integrali  completi  non  possono  con- 
tenere il  numero  di  costanti  prescritta  dalla  Tabella  del  §.  aa- 
tecedcute  • 

§.  121.  Sì  è  detto  al  §^  29.  che  data  un'equazione  tra  .t  , 
y  y  z  j  ed  una  funzione  ^{p)  di  una  determinata  quantità  /> ,  po- 
teva sempre  da  essa  dedursi  un'  equazione  ai  differenziali  par- 
ziali del  prima  ordine  che  non  contenesse  traccia  alcuna  di 
p{p) X  Considerando  dunque  una  data  equazione  a  differenzia- 
li parziali  come  il  risultato  dell'  eliminazione  di  funzioni ,  ne- 
concluderemo  ,9  Che  V  integrale  completo  di  uà''  equazione-  a 
Yi  differenziali  parziaH  del  primo  ordine  contener  deve  una 
%j  funzione  arbitraria  <p(p3  di  una  determinata  funzione  p  „. 

Supponiamo  oi'a  che  abbiasi  un'  equazione 

^  {0:  ^y  '^z  ^u  ^(p[p  ^q))  =z  o  fra  quattro  variabili  >  ed  una 
funzione  indeterminata  delle  quantità  p  ,  5  che  sono  esse  me- 
desime  funzioni  determinate  di  X'^y^Z'^Wj  e  dimostreremo  co- 
me al  citato  $.  che  possiamo  da  questa  dedurre  un'equazione 
ai  differenziali  parziali  del  primo  ordine  che  non  contenga 
^(F>9)-  infatti  prendendo  dalla  proposta  le,  tre  equazioni  ai 
differenziali  parziali  rapporto  ad  a? ,  j'  >  u  >  avremo^ 
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s«a 


H* 


(i)-^(s)(f)-^<(0n(g)H-(f:)(*)]->(|)[(g) 

-Se  ora  per  mezzo  della  proposta  e  éì  queste  equazkmi  dif* 
^erenziali.)  elimimamo  ^)(^))(^)  )  avremo  un'equazione  fra 

.^)^>  «  >2^>(j)  >  (j^)  >  (^)^  la  quale  non  conterrà  traccia  al- 

,pDDa  della  funzione  p  ;  e  di  qui  conci uderemo  >,  Gbe  V  integrale 
.,,  completo  di  un'  equazione  ai  differenziali  {>arziali  del  primo  or- 
jjy  dine  fra  quattro  variabili,  deve  contenere  una  funzione  arbi-- 
,,,  traria  ^  (p  >  5  )  di  due  quantità  detcrminate  p  >  5  >  funzioni  an- 
^)  Cora  esse  -delle  variabili  che  entrano  nell'  equazione  proposta  ^,  • 
Egualmente  si  troverebbe  ,,  Che  V  integrale  compilo  di  u- 
,>  na  equazione  .a  differenziali  parziali  del  .primo  ordine  fra  cin- 

^,  que  variabili  x  yy  y  z  ^u^ìj^  deve  contenere  una  funzione  ar- 
.,,  bkraria  ?>( p  >  5  >  r)  ;  essendo  p  ^g  jr  funzioni  determinate 
9)  dì  quelle  variabili  ,, . 

.§.  122.  Passiamo  a  considerare  V  equazioni  del  secondo  or- 
bine: sia  F  =  o  un'equazione  fra  le  variabili  oc^yyZyf(j))j(f>{q)^ 
essendo  p  G  q  due  funzioni  date  in  x  ^y  ^  zi^^  f{p)^  ^{9)  ^^^'^ 

funzioni   determinate  o  indetermlaate   qualunque   di  p  e   ^   re« 
^pettivamente . 

Se  si  prendono  Y  equazioni   a  differenziali   parziali  del  pri- 
llo e  secondo  ordine  9  avremo  sei  equazioni  compresavi  la  prò- 
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posta»  nelle  quali  si  troveranno;  le.  quantità /*(p)  y  ^(2)» 
(C) ,  (^) ,  (^T)  ^(^):.  Ora  per  mezzo,  di  queste-  sei  eqoazio- 

ni  noTL  potranna  eliminarsi  queste  sei  quantità:  appartenenti  a: 
quelle  ftmzioni  :  dunque  si  può  concludere  ,,  Ghe  Y  integrale 
,^  càmpleta  di  una:  data  equazione  ai  differenziali  parziali  del 
),  secondo  ordine  y,  noa  può:  in  generate  conttjncre-  due  funzioni 
,9  arbitrarie  n  dica  in  generale:  poiché  le  qnaatità  p  e  g^  ed. 
i  coefficienti  delle  funzioni,,  possono»  ia  dei  casi  particolari  esse- 
re tali  >,  che  abbia  luogo^  T  eliminazione  delle  suddette  sei  quan- 
tità per  mezzo-  delle  differenziali  parziali  del  primo,  e  del!  se- 
condO'  ordine. 

Uno^  di  questi  casi  h  per  esempio  ».  quando*  p  e  q  sono,  e- 

gualiL-  infatti  sia  T  equazione  F=  ò ^  fra  x  ^y  j  z  rP{pyyf{p)  - 

le  due  equazioni  ai  differenziali  parziali  del  primo,  ordine  che 
hannO/  luogo^  insieme  eoa  essa  ^  sono. 

C-) O-^O  (£)  -*^K  iO  (t)-^-(0)(f )} = ». 

oveE  =  (4)  H- (£)(£),. 

per  mezzo»  dì  queste  due  equazioni  possiamo^  eliminare  nella  stes- 
so tempa  la  quantità 

(!^)  (^)  H-  (^)  (-)  ^  ed  otrciTema  ua*^  equazione  tra  ar,  jf  >  2;. 

e  le  due  funzioni  p  (p  )  ^f{p  }  ;  per  mezza  della  quale  e  della  pro- 
posta potremo  eliminare  una  delle  due  funzioni  ^(pì  r  ovyerof{p)r 
e  s*  avrà  un'  equazione  ai  differenziali  parziali  del  primo  ordi- 
ne ,  la  quale  conterrà  una  sola  delle  due  funzioni  arbitrarie  : 
questa  funzione  poi  che  è  rimasta^  potrà  eliminarsi  prendendo  i 
differenziali  parziali  dell"  equazione  >  nella  q[uale  essa  si  ritrova  ,1 


\ 
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e  perverremo  infine  ad  nnf'  eijuazione  del  seconda  ordine  senza 

alcuna  traccia  delle  due  funzioni  pip)  rfip)  • 

Ma  tornando  a.  considerare  le  due  funzioni  p(p)  t  f{^)  % 

^   vede  che  per  etimi narle   intieramente  ^  conviene   prendere  i 
differenziali  parziali  del  terza  ordine  :  si  hanno^  allora  altre  quat- 

tra  equazioni,,  nelle  quali  si  trovano  le  quantità  (~i)>(7j)- 

con  quelle  dicci  equazioni  non  solo  si  possono  eliminare  Te  otto 

quantità  appartenenti  a  quelle  funzioni  p{p)  rf(2)ì  ma  àncora  una 

costante  arbitraria.;  così  un*"  equazione  a  differenziali  parziali  del 
terzo  ordine  r  può  sempre  consideararsi  come  il  risultata  dell*  e- 

liminazione  di  due  funzioni  p(p)  rj\q)  r  e  di  una  costante ,  da  un** 

equazione  fra  queste  tre  quantità  e  le  variabili  x  yy  y  z^ 

E  qui  ha  luogo  T  osservazione  &tta  al  §,  120  >.  che  cioè 
questi  Teoremi  non  sono*  veri  in  generale ,,  quando  mancano  al- 
cuni differenziali  dell'  ordine  delF  equazione - 

Non  ci'  estendiamo  a  trattare  dell'  eliminazione  per  hit  mag- 
gior numero  di  funzioni ,  poiché  ciò  non.  può  avere  diiEcoltà 
dopo  gli  esposti  principi-  Solo  avvertiremo^  che  suole  dai  Geo- 
metri stabilirsi  che  T  integrale  completo  di  un*  equazione  a  dif- 


iSima* 


ferenziali  parziali  dell*  ordine  n  deve  contenere  un  numero 
7t  di  funzioni  arbitrarie  r  dair  eliminazione  delle  quali  essa  ri- 
sulta ;:  il  fin  qui  detto  ci  prova  che  una  tale  proposizione  h  ben 
lungi  da  poteisi  riguardare  come  un  Teorema  dimostrato.  La  na- 
tura particolare  di  ogni  equazione  a  differenziali  parziali  deter- 
.mdnerà  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie  che  debbono  entrare 
oeir  integrale  completo.  Avremo  luogo  di  rendere  tutto  questo^ 
più  chiaro  per  mezzo  d'  esempf  nei  Capitoli  seguenti .. 

§.  123^  Si  è  veduto  al  §.  ii8\  che  T  integrale  completo 
ói  «m*  equazione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  contie^ 
ne  diie  costanti  arbitrarie;  abbiamo  ancora  veduto^  al  §.  lai  , 
che  il  detto  integrale  contiene  una  funzione  arbitraria  ;  di  modo 

che  egli  può  avere  una  di  queste  due:  forme  F(a7 ,  j,  2; ,  a  ,  6) 

=  0;  F{x,y,z,pipy}==ò. 

Ora  è  facile  provare  che  queste  due  equazioni  sono  egual- 
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mente  generali ,  in  quanto  che  può  sempre  dedarsi  la  seconda 
dalla  prima  ,  e  perciò  le  due  costanti  a  e  b  possono  considcr 
rarsi  teu^r  luogo  della  funzione  ^  (p  )  •  Per  questo  supponiamo 
che  le  due  costanti  a ,  b  contenute  in  E  =  o ,  siano  variabili 
e  funzioni  di  x  jy  ^  z  y  e  di  più  che  a  sia  una  funzione  di  b ^ 
cioè  a  =  p{b)  :  è  chiaro  che  se  la  loro  variabilità  sarà  tale  da 
divenire  nulli  ì  termini  ch^  esse  iotrodacono  nelle  diverse  isquar 
zioni  differenziali  di  P  =  o  (  per  mezzo  delle  quali  s'  ottene* 
va  la  loro  eliminazione  ) ,  queste  differenziali  saranno  le  me^ 
desime ,  come  se  a  e  6  fosspro  state  costjanti ,  ed  otterremo  il 
medesipio  rìsultc^to  come  nella  prima  ipotesi,  cioè  la  stessa  eqna-^ 

zione  a  differenziali  parziali  del  primo, ordine  in  x  ^y  yZ^i^)  f 
($)  senza  a  ,$, 

Ora   prendendo  le  dae  differenziali  parziali  dell*  eqnazlone 
F(a7»^»2»^(.6)»6)  =  0,  s*  avr^ 

(f)'»-(|HS)H,{(|)H.(5)(g)}{{f:)^(g)(,^)>=o. 

le  quali  si  riducono  a  quelle  che  porta  la  supposizione  di  a  e 
b  costanti ,  se  facciamo 


dunque  se  prendiamo  per  b  tal  funzione  delle  variabili  x  yy  y  z 

che  soddisfaccia  a  quest'  ultima  equazione  ^  avremo  allora  un'  e- 

quazione  f  (^  ^  jy  >  ?  j  ?(è)  .^  5)  =  o,  la  quale  conterrà  una  fun-^ 

zipne  arbitraria  <^(^)  y  p  terrà  luogo  iìiF{x  yy  y  z  y  a^b)  =  o  ; 

dunque  V  integrale  è  egualmente  generale  sia  che  contengsi  due 
costanti  arbitravie  a  jb  ^  ovvero  una  funzione  arbitraria  »  dal  che 
ne  segue  ph.e  se  troveremo  in  qualunque  modo  un'  equazione 
contenente  due  costanti  arbitrarie  che  sodilisfaccia  ad  una  equa- 
zione a  differenziali  parziali  del  primo  ordiuc  y  potremo  ridurla 
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a ,  còotenere  una  funzione  arbitraria ,  facendo  a=:^(6)^  e  de* 
terminando  b  per  mezzo  della  ritrovata  equazione . 
Per  esempio ,  T  equazione  a  diiferenziali  parziali 


^«\        ..  /■  <fe 


z  —  ^(^)  —  ^(  —  )  =  o  ^^  pc^  integrale  completo 

z=^  ax  ^\-hy  ^  poiché  essa  risulta  dall'  eliminazione  di  a  e  5  • 

Se  facciamo  a  =  ^  (  6  )  »  avremo 

z  —  xp[J>\  —  fry  =  o,  6  per  determinare  h  T  equazione 


(^)  =  —  —  :  quest'  ultima  equazione  ci  dice  che  —  —  è  egua- 

db  y  y 

le  ad  una  certa   funzione  di  h  ^   senza  d'  altr'  onde  pronunziare 
nulla  sopra  la  natura  della  funzione  \  dunque   viceversa  sarà  h 

eguale  ad  una  funzione  di  —,   e   quindi  5=y'(— ):  sarà  per 
tanto 

«  —  ^^  (/(  V  )  )  — /(t  )  •  >  =  ^  •  o^^^'^® 


»_«{^(/(£))_/(£).i}  =  o 


ovvero 


z  —  acY(— )  =  o,  rappresentando  per  y  una  funzione  qualan- 

que  arbitraria  della  quantità  —  :   quest'  ultima  equazione  è   an* 

che  r  integrale  completo  della  proposta . 

Egualmente  V  integrale  completo  di  una  equazione  a  diffe-* 
renziali  parziali  del  primo  ordine  tra  quattro  variabili  x  ^y  y  z  yU 
deve  contenere,  secondo  ciò  che  abbiam  detto  (  §•  ii8  ),  tre  co* 
stanti  arbitrarie,  ovvero  (  §.  121  )  una  funzione  arbitraria  p{pf 
q  )  ;  così  esso  può  avere  la  forma  F(a?,jy,js,r^,a,6,c)  =  o, 
ovvero  la  forma  ¥{x  jy  ^  ZyUyp{p  ^q))  =  o;  ora  queste  due 
forme  sono  egualmente  generali ,  potendosi  sempre  ridurre  la 
prima  alla  seconda  :  infatti  supponiamo  a^b^c  quantità  varia- 
bili,   e  di  più  che  sia  a=s  f>{b  yc)  senza  d^altr*onde  nulla 
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pronunziare  sopra  la  natcura  <di  <{aella  fanzione  :  le  differenziali 
parziali  dell* equazione  I'(x,^,z^,j5,a,6,c)  =  o  saranno  le 
stesse  se  i  termini  ehe  introduce  la  variabilità  di  quelle  costan- 
ti ,  svaniscono  da  se  medesimi  ;  prendjiamp  dunque  queste  .^ifferen- 
2Ìali ,  ed  avremo 

{S)-^(SHS)-H{(r-^)-^(|)(f:)>{(S)-^(S)(0}-^ 


le  altre  differenziali  jxapporto  ad  y  e  ad  u  ^  saranno  «imili  /a 
questa ,  e  conterranno  ^respettivamente  j^  ed  z^  invece  di  x . 

Ora  è  evidente  che  se   determineremo  £  e  e  in  modo  eh* 
siano  soddisfatte  queste  ^due  equazioni 

otterremo  per  5  e  per  e  due  funzioni  delle  variabili  x^y^Uyp^ 
le  quali  di  daraóno  per  a  una  funzione  arbitraria  a  r=:^(2i, 
C  ) ,  e  questi  tre  valori  di  ^ ,  5 ,  e  sostituiti  in  F  (  a:  ,^ ,  z/ ,  z ,  a ,  6 ,  e  ) 
=  o  ;  ci  daranno  un*  equazione  che  invece  delle  tre  costanti  ar- 
bitrarie'^conterrà  una  funzione  arbitraria  p{piq)y  essendo  p  e 
q  date  in  x  ^  y  ^  z  y  u  . 

Osserviamo  che  se  non  stabiliremo  alcuna  relazione  tra  quel- 
le eostanti  ^   incontreremo  nell'  equazioni   differenziali   i  termini 

(^) ,  (^) ,  (f[f  ) ,  i  quali  eguaglieremo  a  zero  ,  onde  ottenere 

i  risultati  .stessi  che  convengono  .all'  ipotesi  di  fi  yb  ^c  costanti . 
In  questo   caso  le   equazioni  (  — )  =  o,  (^)=ro,  (^)  =  o 

■»    '  0 J  ut  ,dc 

fii  daranno  i   valori  di  a^h  yC  espressi  in  funzioni  determiqatìc 
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dì  x^yyZ.  Queste  funzioni  costituite  in  F(a7^j  >  z  ,  a  ,ò  ,  e) 
=  o,  somministreranno  una  nuova  relazione  in  x^y ,  z  che  sod- 
disfarà alla  proposta  equazione  ai  diflferenziali  parziali,  e  potre- 
mo dare  in  conseguenza  ad  essa  il  nome  di  soluzione  paiticola- 
re  >  perchè  ottenuta  con  lo  stesso  ragionamento  usato  (  S-  1 1 7  ) 
per  le  equazioni  differenziali  tra  due  variabili  • 

Si  vede  come  dovremmo  trattare  Y  equazioni  ad  un  maggior 
numero  di  variabili. 

§.  124.  Premessi  questi  principj  sopra  V  integrazione  delle 
equazioni ,  noi  faremo  osservare  che  uon  vi  è  alcun  metodo  ge- 
nerale,  per  il  quale  possa  trovarsi  Y  integrale  di  una  data  e- 
quazione  differenziale ,  ed  a  questo  riguardo  il  Calcolo  Integi'a- 
le  altro  non  contiene  x:he  metodi  particolari  :,  adattati  piuttosto 
ad  un  ramo  di  equazioni  ^he  ad  un  altro . 

L'  equazioni  lineari ,  cioè  quelle  nelle  quali  i  differenziali 
di  qualunque  ordiiie.^  non  sono  elevati  al  di  là  del  primo  gra- 
do ,  sono  le  sole ,  per  cui  esistano  dei  metodi  dotati  di  qualche 
generalità ,  onde  averne  i  loro  integrali .  Di  questa  parleremo 
nei  due  Capitoli  segmenti . 

Abbiamo  detto  non  esservi  metodo  generale  per  integrare 
r  equazioni .,  poiché  di  troppo  limitata  utilità  è  quello  che  ci  è 
dato  dal  Teorema  di  Tajlor  per  avere  Y  integrale  completo ,  e- 
spresso  per  serie  di  qualunque  siasi  equazione  differenziale. 

Finiremo  questo  Capitolo  con  lo  spiegare  un  tal  metodo  y 
che  applicheremo  air  equazioni  del  secondo  ordine,  potendo  far- 
si lo  stesso  ragionamento  per  Y  equazioni  degli  ordini  superiori . 

« 

Sia  dunque  da  integrarsi  {ji)=^p{X',y^{^)). 

Indichiamo  per  y  ,<juella  funzione  di  a?  >  la  quale  soddisfa 
alla  proposta  equazione-.  Qualunque  sia  y  ,  si  ha  sempre  (§^35) 


facendo  però   a?  =  o  a  difFerenziazìoni  eseguite  .   Conosciuta   la 
funzione  y    si  hanno  subito  i  coefficienti  della  serie  ;   viceversa 


Tom.  IL  T  t 
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SO  si  conosceranno  questi  eoenicienti ,  sarà  conosciuta  la  serie  y 
la  cui  somma  è  T  espressiooc  fluita,  òì  y   . 

Questi  coefficienti  cominciando  da  (  j^  )  >.  si  conoscouQ  ap- 
punto per  mezzo  della  data  equazione  e  delle  di  lèi  differenzia- 
li :  infatti  se  facciamo  wT  =  o.,  ed  indichiamo  semplicemente  per 

^o  ^y'o  'y\  ^^'  '  ^  ^^^^^^  ^*  y  '  ^fx^  '  (S)  ^^-  »  avremo  /^  = 
Piy  >y  )i  prendendo  la  differenziale  prima  della  proposta,  e 
fccendovi   ar  =  o ,    avremo  y    dato  per- y  ,y   ,j^  j   ovvero 

o  o        ®       o 

per  y  ^y  j  giacche  y    =^(y   ,y  ):  nella  stessa  guisa  trovc- 

remo  y       dato  per  y    ^y    ^  cosi  di  seguita.   liC  quantità  j^  y 

y     rimangono   indeterminate  per  la-  natura  stessa  della  ricei'cai;, 

e  potrà  una  essere  costanti  arbiti'arie  C  ,  C  qualùnque  . 
Sarà  dunque 


Hr  e uT  Hr-y     •  —  H-  y     • H  ec:- 

r  integrale  completo  di  quell'  equazione  del  seconda  ordine  . 

Quando  la  serie  è  sommabile ,  V  espressione  di  y  è  compo- 
sta di  un  numero  finita  di  termini . 

E  sr  vede  facilmente  che  questo  metodo  è  generale*  per 
r  equazioni  di  qualunque  ordine  •  Abbiamo  T  integrale  comple- 
to espresso  in  serie ,  e  per  ottenerlo  noa  devono  farsi  che  det 
Ì£l  differenziazioni  . 

Per  farne  un  esempio,  sia.  (^^)  =  ay,  essendo  a  costante* x 
av^rerao  allora 


dunque  j" ^  =  aC  ; y"^  =  aC  ; y""^  =  a'C  ; y\  =  a'C  ; y 

a?Q  ec,  e  perciò 


CALCOLO     INTBGSALECAP     U.  o»t 

C  -4-  C'^  ^  C  f^  H-  C  ^-^  M-  C  J?I^  ^  e  -i?!5l_  -4,  ea 


a  2.3  avS4  ^•3'4>i 

à  r  ùitegrale  completo  di  (^)  =  ay . 


Se  ora  facciamo  C  =  A  -^-  A' ,  C  =  AV*»  —  AV<i  > 
«issendo  A  ,  A'  due  costanti  arbitrarie  }  avremo 

'^  2  2-3 

H-  A'  —  Av^^i .  a?  ^  A'  liiS!  —  A'  i^^  rf-  ec. 
ohe  si  riduce  evidentemente  a 

j  =  Ae*  *  H-  A'^    *  *  9  jessendo  e  il  »umero ,  il  ghì  logarit* 

iDO  iperbolico  è  1*  nnità . 

Per  r  equazioni   a   dif&renziali  parziali  sia   da  integrarsi 

Indichiamo  per  z   -    quella  funzione  che  soddisfa  alla  prò* 
posta  :  qualunque  sia  questa  funzione  si  ha  sempre 

x^y  o^y  ^dx^  a  ^ dx^  ^ 

facendo  dopo  le  differenziazioni  ^  a?  =  o  • 

L'  equazione  proposta  lascia   indeterminata  z      ;  sarà  per 

tanto  z       una  funzione  arbitraria  pi^y)  di  y^  Differenziando 

successivamente  la  suddetta  equazione  rapporto  ad  a? ,  si  ha 

dz 


0=  (Tar)*= *(-#-)' 
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ec  , 

facendo  dnnqae  ia  queste  equazioni  e  nella  proposta  a?=  o  > 
avremo 

ec.  >  e  perciò 

che  SI  riduce  evidentemente  a 


z       r=^  (f>[y  ^bx)  :  e  tale  è  Y  integrale  completo  della  pn>- 

posta  equazione  a  differenziali  parziali .  Noa  ci  estendiamo  di 
più  sopra  a  questo  metodo  ^  poiché  nei  casi  na  poco  complica- 
ti >  esso  conduce  a  risultati  intrattabili  - 
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Integrazione  delV  Equazioni  Lineari 

fra  due   Variahili . 


§.  125.  JLiE  equazioni ,  nelle  quali  le  quantità  ^ ,  (^)  , 

K^*)  ^^-  r  non  sono  elevate  che  alla  prima  potenza ,  si  chia- 
mano Lineari  i  così  la  formula  generale  di  un*  equazione  linca-i 
re  deir  ordine  71^*^^  è 

i  coefficienti  A  >  B  >  C  ec.  >  X  possono  essere  o  quantità  costan- 
ti )  o  quantità  variabili  funzioni  di  x .  Noi  comincieremo  da 
quelle  del  primo,  ordina,  e  quindi  passeremo  ali*  altre  degli  or- 
dini superiori. 

Siano  dunque  da  integrarsi  le  due  equazioni 

r  ^ 

essendo  A  ,  X  quantità  costanti  o  variabili .  Rammentiamo  che 
per  Integrale  Finito  s'intende  un*  equazione  in  x^y  e  tante 
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costanti  arbitrarie  9  quante  unità  conticqe  Y  ordine  deir  eqnazlo- 
iie  ditferenziale  ;  e  siccome  Y  integrale  finito  sussìste  nello  stes- 
so tempo  elle  Y  eqtaazi'one  differenziale  9  perciò  cavando  da  quel- 
lo il  valore  di  ^ ,  e  sostituendolo  in  questa  j  la  renderà  identica  - 
P^^r  questo  chiamasi  anche  integrale  finito  di  una  equazione  dif- 
ferenziale un  valore  di  y  dato  in  x  e  contenente  le  suddette 
costanti  arbitrarie ,  il  quale  soddisfaccia  alla  stessa  equazione 
difi'erenziale  . 

La  prima  delle  due  proposte  equazioni  si  riduce  evidente- 
mente a  questa 

—  (éy)dx  =  Adx  :  ora  il  primo  membro  è  (  §.  11  )  la  differen- 
zialc  esatta  di  ly  ;  dunque  intregrando ,  avremo 

e  quindi  ly  ^C  =::/Adx  ^  essendo  C  la  costante  arbitraria  che 
si  aggiunge  integrando  ;  diamo  ora  a  questa  costante  la  forma 

—  ZC  ^  ed  ;avremo 

ly  —  ZC  ==  Z  -^  =  fhdoc  j  e  passando  dai  logaritmi  ai  numeri  9 
troveremo 

-y  =  Ce        : 

qnest*  espressione  sarà  Y  integrale  completo  (  §.  116  )  della  pro- 
posta ^  perchè  contiene  una  costante  arbitraria  G . 

Se  A  è  eguale  ad  una  costante  a ,  avremo  allora 

y  =  Ce     . 

Per  integrare  la  seconda  equazione  >  facciamo 

y  =z  Ce     *  fzdx  ,  essendo  G  una  costante ,  e  fzdx  una  fun- 
zione di  X  da  determinarsi . 

questa  snpposizione  si  ricava 

(g)  =  Ce^^^'  .  z  H-  Ce^""^*  .  Afzdx  j 
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e  facendo  le  opportnne  sostituzioni,  si  avrà 

ACe^^'*^  fzdx  -  c/""'*  .  z  -  C/^'* .  A/zdx  =  X , 

dalla  quale  si  ricava 

^  =  —  "7>  J"  ^  ^^  i^  conseguenza: 

Ce 

y  —  —  e      *ye""      "^Xc/a:;  ed  aggiangenà>  una  costante  arbi- 
traria alla  formula 

e  Kdx ,  sarà 

quest'  espressione    rappresenta  T  integrale   completa  dell'  equa- 
zione 2*^ 

Sia  A  =  a  costante  ;  allora  avrerao' 

§1  126.  Passiamo  air  equazioni  del  secondo  ordine: 

3-.  Aj.H-B(fi)-^C(0}=o 

I 

xielle  quali  A  ^  B  ^  G  sono  coefficienti  costanti  y  ed  X  una  data 
funzione  di  x. 

Avendo   qui  sopra  trovato  che  soddisfa   all'  equazione  del 

primo  ordine  la  funzione  e&ponenziale  Ce     /  proviama  se   una 
simil  forma  potesse  soddisfare  alF  equazione  3*.,  e  poniamo  jy== 

E  .  e  ^  »  essendo  E  ,  »  due  costanti  da  determinarsi .  Da  questa 
supposizione  si  ricava 


($)  =  Ee'    ..i 
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dunque  sostituendo  t  avremo 

Ee    .  A  H*  Ee     •  Ba  h-  Ee     .  Ca  =  o  ^  e  quindi 


A  H-  B*  H-  Ca'  =  o  .  Rimarrà  pertanto  la  costante  E  indeter- 
mincTta  ,  ed  «  si  determinerà  per  mezzo  di  un'  equazione  dì  se- 
condo grado  ,  e  fi*  avranno  per  essa  due  valori  a  ,  a  " ,  i  quali 
saranno  le  dtie  radici  di  queir  equazione  • 

Dunque  V  equazione  3*.  sarà  soddisfatta  da 

01'*  oJ^x 

y  =  E'e  9  ovvero  y  =  E"e  ,  essendo  E' ,  E''  due  costanti 
arbitrarie  ;  e  siccome  V  equazione  3'.  è  lineare ,  soddisfarà  per- 
ciò ad  essa  ancora  Ja  somma  delle  due  espressioni  trovate  per  j^i 
ed  avremo 

y  =  E'e      H*  E"e        per  esprimere  V  integrale  della  proposta  ^ 


il  quale  sarà  completo^  perchè  contiene  due  costanti  arbitrarie 
F ,  E" . 

Per  integrare  V  equazione  4*  ,  facciamo 

^  =  e   fzdx^  essendo  et  una  costante  da  determinarsi^  e  fzdx 
una  funzione  di  x  parimente  da  determinarsi . 
Da  una  tal  posizione  sì  ha 

(^^  )  =  ^  '  .  pifzdx  H-  e^' z 

f  d*y  \  *^*      1  /•    7  **  **  V  /f  «  \ 

(^)=ie    .afzdpc^^e    ..az^e    (£); 

e  facendo  le  opportune  sostituzioni  neir  equazione  4*. ,  avremo 

(  A  H-  Ba  H-  Ca')fzdx  ^  (  B  H-  2C41  )  z  H-  C  (g)  =  -^ . 

€ 

Quest*  ultima  equazione    che  noi   abbiamo   ottenuta  per   la 
determinazione  di  a  e   di   ;2  9  lascia  una  dì  queste   quantità  al 


(B-t.aC«)2H.C(g)  =  |^,. 
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nostro  arbitrio;  perciò  facendo  .        . 

A  H-  Ba  -t-  C»*  ==  o  ,  potremo  con  questa  equazione  detemii- 

nare  » ,  e  resterà  per  determinare  &  V  equazione 

e 

che  ha  la  «tessa  forma  dell'  equazione  »". ,  e  perciò  &i  paò  in- 
tegrare  completamente . 

Trovati  i  valori  di  «  e  di  2  ^  sarà  cognito  il  valore  di  jf  > 
cioè  r  integrale  dell'  equazione  4^ 
Facciamo  alcune  applicazioni . 

Si  domanda  la  somma  della  serie 

JL  ^  -i-  ^  _i ! l —  H-  fic. 

Se  noi  facciamo 

Al  • — •  —  «-i* — f» *-t*    ■  ^    j-— r  ^nr  *-'U.  ^ 

«/  2  2.4  2.4.0  2.4*^*^ 

sarà  y  la   somma   di   quella   serie  ^   quando   in   essa   si  ponga 

a?  =  I  • 

Differenziando  ora  la  supposta  equazione ,  avremo 
f^\z=x{  i  H-  -  -i-  --  -i-  -^  -i-éc.}  =  a?{iH-J')>   C 

^rfi''  \"  ^^  a  ^^  2.4         a.4>6  J  V     .        ^  / 

perciò 

xy  ^  (^)  =  X  sarà  1*  equazione  dalla  quale  dipende  il  >ra- 

lore  di  jy  . 

Paragonando  quest'  equazione  con  la  a*. ,  s'  avrà 

A==a?,  X  =  —  X  y  e  quindi 

Tom.  IL  V  V 
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Jf*  X*  ,  X* 


y  :=:  e'^  {G  —  e    ^\  =  Ce'*  —  i:  determinando  ora  la  costan- 
te in  modo  che  quando  or  =  o  ^.  sia  y  =  o  y  avremo 


X* 


Ce""  —  I  >.  da  cui  C  =  i  >  e  perciò  y  =  e^  —  i . 


*» 


Sarà  dunque  la  somma  della  nostra  serie  =  e^  —  i  >  pur- 
ché si  faccia  a;  =  i  :;  dunque  avrema  la  detta  somma  =:  \/e  — 
I  ;  e  sarà. 


r  I 


y^e  —  1  =  —  H H- z  H* r-^  H-  ec.%.  essenda  e^  il  nu- 

^  2  2.4  2.4.6  2.4.6.8  ^ 

mero  ^  il  cui  logaritmo  iperbolico*  è  V  unità . 
Si  dimanda  la  somma  della  serie- 

IH*  —  H^  —  -K H*  ce. 

a         2. a        2.3.4 

Facendo  y  =  or  -j-  —  H*  -^  H — ^—  H*  ec.  > 

a  2.3     .    2.3.4^ 

avremo» 


(j*)=  tH-a-H-  —  H«—  «4-60.5=  i  ^y  ;,  dunque^  v  sark  da- 

^x  22.3 

to-  dair  equazione-  —  j^  ^  (^)  =  i  :  facciamo*  nella  formula. 


deir  integrale   dell'  equazione  a*  >  A  =  i  y  X=  —  i  >  ed  a- 
vremo 

j^  =  e   -{^C  H*/e      c?a7^  =  Ce    —  ir 

e  perciò  y  =  e^i^sarà  la  somma  cercata . 
Si  dimandi  infine  la  somma  della,  serie 

^\^  —         ■    '      —  •»{•  ce». 


facendo- 
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S  4  H-  4  ji  H-  2i 


XX  X 


ji[a^t)         ^(tfH-*)(tf-f2*) 


ec. 


s'  avrà 


^_f  tf-hJ  —  l  jf-f2Ì— f 


(4)  =  „'--^'    ---.! 


<S)  =  -•"'-  »'"  '  {7  -  .-f^  -  JT^T^-  «=•> 


,-.-t-3*- 

-I 

tf -4-2* 
4r 

•H2*) 

ce. 


a?^  "^    •^^  5C       j^  :  dunque  y  sarà  -dato  .da  quest^  «quazione 


X      ^ y  ^  (il)  =1  ,x^     V:  avremo  per  tanto 


*  ,* 


Facciamo  5  =  3,  ,0  =  3,  ed  avremo 

=  e^  \C  -f-ye    ^  Vdo?/  =  Ce  *  —  i  :  sarà  dunque 
Ve  —  J  =i-H--^H-  -4 1 — T^ H  ec. 

3  3.6         3-<}-9         .3.6.9.12 

L'  equazione  del  secondo  ordine 
^y  —  3(?)^(t^)  =  °  paragonata  icon  la  3*. ,  ci  dà 


A  =  a  ,  B  =  —  3 ,  C  =  I ,  c  si  ha 

a  —  3«  -i-  «*  =  o  per  determinare  .«'  -,  «"  z  sarà  dunque 
f  =  a ,  a"  =  I  >  ed  in  conseguenza 

j^  =  E'e     H*  E' e    T  integrale  completo  di  ijueir  «equazione . 

§.    127.   Ma  lasciando  a  parte  queste  ricerche  particolari  f 
occupiamoci  ^eir  integrazione  dell'  equazione  generale  dell'  or- 

dine  n 

(A) «.yH-S(|)-hc(^.)H- -t-J.(g)  =  X 
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nella  quale  perà  a ,  6 ,  e  .  .  .  .  p  sona  coefficienti  costanti  >  e 
X  funzione  qualunqae  di  x . 

Poniamo  y  =  e  '  fzdx  ,  essendo  al  solito  a.  una  costante 
da  determinarsi ,  z  una  funzione  parimente  da  determinarsi ,  ed 
e  il  ouraero  il  cui  logaritmo  iperbolica  è  T  unità . 

Questa  posizione  ci  darà. 

y    =  e  fzdx 
C^)  ==  e'*{»fzdx  H-  z) 


Jlx'-^  V     •/ *'    *^-     •    o     -^     •    o    v^^y     •    v^j^ 


•      » 


stìtuite  queste  espressioni  nella  proposta ,  e  ordinata,  secondo  le- 
differenziali  delia  z^  diverrà 

e  *  -fa  •^  5a  H*  ^«*  H- H-  p«  \fzdx  H*  e  *  ^ò 


2C5« 


y  ir— l-v  aj?  e 


3.3./.*M- H-!^l!^i>«'~'>(g)-t-e"'{e-H 


1 
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se  adesso  si  suppone  che  il  coefficiente  del  primo  termine  sia 

zero,  avremo  dopo  aver  diviso  per  e    ,  per  determinare «,  T e- 

qnazione 

(  I  ) a^ba^  ca  ^  e»^  ^ ^  p^i"  =  O;,  e  per 

determinare  z  Y  equazione, 
nella  quale 


b'  =  b  — {-  3C«  H*  3€»   — t* "H"  ^pit 


e  =  e  H-  3e«  -1-  2  •  3  J*  *^ "<*  — ^ — P* 


F  facile  anche  vedere,  che  se  si  rappresenta  per  P  il  pri- 
mo membro  dell'  equazione  (  i  ) ,  avremo 


*        • 


I  fdr? 


(— )' 


2.3 n^d»-' 

U  equazione  che  determina  z  >  ed  in  conseguenza  quella 
a  cui  si  è  fin  ora  ridotta.  1*  integrazione  della  proposta  >  è  una 
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equazione  lineare  dell'  ordine  n  —  i  a  coefficienti  costanti . 
Per  avere  il  valore  di  z^  sì  faccia 

z  =  e     /zdx  ^  essendo  a    nn*  altra  costante  ,  e  z'  una  funzio- 
ne di  X ,  ambedue  da  determinarsi  • 

Sostituendo  nell'  equazione  (  B  )  i  valori  dei  differenziali 
della  z  y  facendo  il  coefficiente  Ai  fzdx  eguale  a  isero ,  e  se- 
guendo il. medesimo  .andamento  che  sopra,  avremo  per  determi- 
nare et    r  equazione  algebraica  del  grado  n  —  i 


»— I 


V  H*  e»  H-  écL    -4- H^  pd         ^=:  o ,  «  per  determi- 

nare  z  ,  T  equazione  .dell*  ordine  .n  —  .a  della  forma 

(C)  .  . .  .  cV  -1-  e-(^)  H- -t-p"(£l^')  =  -^ , 

e     .  e 

nella  qaale 

e"  =  e  H-  ae'«^  -i-  zf»^  ^  .  .  .  ,  .  -j.  ( ;i  —  l)p'ei^ 


P  =P  ; 

sostituiamo  il  valore  di  z  in 
y  =  e  fzdx ,  e  si  avrà 

y  =^  e  fé     dxfzdx  ^  .essendo  z  dato  da  nna  equazione  linea- 

re  a  coefficienti  costanti  dell*  ordine  n  —  2  ;  cosi  V  integrale 
della  proposta  dipenderà  dall'  integrazione  di  una  equazióne  li- 
neare di  un  ordine  inferiore  di  due  unità  • 

X^xima  d'  andare  oltre  tratteniamoci  ad  ^esaminare  1'  eqiiazio* 
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ne  (  2  )  :  se  a  questa  moltiplicata  per  a    s'  aggiunge  1'  equazio- 
ne  (  I  )  >  avremo  T  equazione  (  2  )' 


X  -+^  cot 


(ay (O  H-^  fa)  =  a^h 

Mf 

pa   H*  J'tff  -4*  cV   •^^ ^ .  .  ^  p'a    ==  o  ;  e  ponendo 

per  6' ,  e  ec.  r  i  loro  valori ,  si  avrà. 

{ 3  )'.....  a  —h  ba  -^  ccL  H*  .......  -4-  p«    H*  (  6  --H  ac^i 


»  •  —  I 


Ora  questa  equazione^  (  3  )''  è  la  trasformata  dell'  equazio- 
ne (  I  )  r  quando  in  essa  si  pone  «   h-  «^  invece-  di  «  ;  dunque 

r  equazione  (  a  )^  sussistendo  nel  medesimo  tempo  che  V  equa- 
zione (  1  )  r  dovrà  «  H*  «  essere  uà'  altra  radica  deir  equazio- 
ne (  I  )  medesima  ;  la  qlial  radice  se  noi  rappresentiamo  per  n'  9 
avremo  ^  -j.  «  =  a\  e  quindi  a  =  »'  —  (t\.  così  se  le  radici 

deir  equazione  (  i  )   sono  a  ,  «&' ,  a'^,  . .  .  . , . .  »  »  e  quelle 

(«  —  2) 
deir  eq^uazione  (  a  )  siano  «  ,  /  ^  «  '  , «      ^      ^   avremo 

«^  =  a'  —  «  ,  *'  =  tf''^  —  a  ,  a''  =  a"'  —  le  ec.  :  si  avrà  dunque 
fin  ora». 

y  =  e   /e  dx/ ;&  aa? ,  ed  il  secondo»  cembro  dell'  equa- 

zione (G) ,  sarà 


Per  avere  il  valore  di  £  data  dair  equazione  (  C  )  >  sup- 

V 
porremo  z  ==  e     fz'dx  ed  otterremo  per  determinare  a    una 

equazione  algebraica 
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"^Ì^^^'C   -ir  e  »^  H- J  ^ 2  ^ "^  P  ^a       =  o  del  gra- 

do  n  —  a  5  e  per  determinare  z''  una  equazione  lineare  dell'  or- 
dine n  —  3  di  questa  forma 


«     J» 


OLX     (  a'  -^  a  )  jp        2 


i  valori  di  e  "  ,y'  ec. ,  dipendono  da  &"  >  e"  ec..  >  come  questi 
dipendono  da  b' ,  e  ea ,  e  come  i  medesimi  h'  ^  e  ec.  dipen- 
dono da  a  ^b  ^  e  ec.  ^  coefficienti  della  proposta  ;  cosi  p'  = 
p'  =  p'  ==  jp  •  Ora  r  equazione  (  3  )  è  rapporto  air  equazio- 
ne (  a  )  >  ciò  che  questa  è  rapporto  all'  equazione  (  1  )  :  dunque 
facendo  il  medesimo  ragionamento  che  per  T  equazione  (3)>  si 
vedrà  che  »  ^^  a    h  una  radice  a    dell*  equazione  (  a  ) ,  come 

a  ^  Ci  lo  era  dell'  equazione  (  i  )^  e  perciò  avremo  a  ^  a^=s. 
a  j  da  cui  si  ricaverà  «  =  »'  —  «  e  in  generale  rappresen- 
tando per  GL  ^a    ^u     ec. ,  a  ^        ,  le  n  —  a  radici  dell'  equa- 


3       3       2       •      3 

« 


zione  (3),  s'avrà  «   =  a'   — a  ,  «    =  « '  — a    ec.,  ma  as^ 


^ 


« ,  ed  «'  z=  a'"  ^^—  /8  ;  dunque  «   =a"  —  «  —  ^•i*^ 


»   —  ^'  i  e  perciò 


^  fz'dx  ;  dunque  fin  qui  s*  avrà 

a^       (  et'  —  a  )  jc 


^  =  e*Ve^*-*^Vx/ef*"-'*'^'dfa;/2"cfa;,  e  il  secondo  mem- 
bro dell'  equazione  (D),  sarà 

j;rp-z:^:^^:r^7ji  ;  avremo  così  data  z"  da  una  equazione 
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deir  ordine  n  —  3 ,  che  rapporto  a  (juella  in  z\  e  ciò  che  que- 
sta era  rapporto  a  quella  in  z . 

Col  Biedesimo  metodo  si  troverà 

z   =  e  fz'dx  ^  essendo  «'^  un'altra  radice  .deir  equa- 

zione  (  I  )  ;   ed  avremo  per  determinare  V  nna  equazione  li- 
neare deir  ordine  /z  —  4  ^  il  cni  secondo  membro  jsarà 


9,x     la'  — a)*     (*''— .a');p     (  et'"  —  <t'' )  jr 
ft      .e  ./  'f 


Ora  al)biam  trovato 


ax 


j  =  e    fzdx   .  .  - •  .  . e   fatto   z    =5 

e  fzdx^    SI  ha 

^  =;  e    /e  ^  dxfzdx €   fatto  2;'  == 

;e  fz  dx ,  SI  ha 

y  z=  e    fé  axje               dx/z  dx  ^    e  fatto  J5    = 

e  fz  dxi  81  oa 

«*   -   {«'-«)«  {*"-«')*  (ft"'-ot")x   ,      -  „,  . 

y  =  e    fé  dxfe  dxfe  dxfz  dx: 

potremo  danqne  concludere  che  se  le  radici  deir  equazione  (  i  ) 

sono  cc.p  cù  y(t  ^a  ^c.jM           ^  avremo 

z           c=  e  jz   ax 

z           s=  e  JZ  dx  >  ed  mnne 

^U^»)^^(.^  -*          ^'fz^'-'^dx. 

Tom.  IL  X  X 


34^ 
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La  quantità  z-  sarh  data-  da  un'"  equazióne  dell*  ordì- 

ne  n  —  (n  —  i  )  —  r  che  è  zero  r  vule-  a  dire  da  un^  equa- 
zione che  non  contiene^  più:  diiferenziìali  ;  tale  equazione  è 

la   quale  si  riduce  a 

pe 

=P  = 


•         •        «r        •         •       •*       • 


Egr  è-  facile-  vedere  che  continuando»  a  fare  le  successive' 

sostituzioni^  di?  2;^   yZ     ec. ,.  z  nel   valore*  di  j^ >  a/rerao» 

infine 

(a)  ...../=  -Le   ye  dxf&  docr  .....  .  .    x 


Tale  espressione  di  y  contenendo'  n  segni  integrali,  sarà' 
r  integrale  cpmpleto  della  proposta  ^  porche  questi  introducono  ri 
costanti  arbitrarie.  Tutto  ciò  ha  una  perfetta  somiglianza  com 
quel  che  abbiamo  detto  delle  equazioni  a  diflFerenze  finite . 

Per  farne  un:  esempio ,  sapponiam»  che  sia  proposta;  F  e- 

qnazione 

< 
(  ^)  —  6m{j^^)  H-  I  iTn(^)  —  ómy  =  n'^:  paragonando  que- 
sta equazione  con  Y  equazione  generale  (  A  )  ,  avremo 
a  =  —  6m^ ,  6  =  iirn  ^  e  =  —  6/n  ,  jp  =  i  ,  X  =  n^^  e  Te- 
quazione  algebraica  da  risolversi ,  sarà 


/ 
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-?  —  6ot«*  -*-  .1 1  m»  —  ;6/?z'  <=  .0  ^  della  ,5110]*   indicando  per 

.*  ,y  ,*"  ,le  radici ,  avremo 

jt  =  sm^,»  =j2m^  «"  =.OTi  X  integrale  .dunque  .della  propo- 

Sta  sarà 
^  =  e""ye-'"Uxfe-''rdxff,  dx .  Ora 


»* 


mx 


stante,  che  porta  l' integrazione  :  così 


.  — mx 


£ u  iir ,.    A'  • 

(^  fl» -t- 2»  )  (  —  2» -•■ /«  )  ^^       —II»       '^''*-» 


vz 


Xn  )  (  —  2OT  H-  /«  )  -+  ~r  H-  A'e        )  da?  =  ^J^.  :  ( 


TO  -i-.Z^)  (  —  ara^  Zra)  (  —  3"^  ^  Z;z).-h  -^, 1- 


tLZ^K', 


—  m 


3wic 


«e  adesso  si  moltiplica  int^a  questa  ^quantità   per  .e      ,  .avremo 
per  y  questa' espressione 


y  =z.n  :  (  —  m  H- M  )  (  —  .ara ,M-  Jn  )  (  —  3«« -^  Z« )  h- 

a»i*  — «»  - 

c   considerando  contenuti   entro  Je   costanti   arbitrarie  A ,  A'  i 
divisori  2/n* ,  —  m  ,  s*  avrà 


/ 
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=  72   ;  (  —  m  ^  In)  {  —  2m  ^  In)  {  —  ^m  ^  In) 


Ae     -h  A  e       -h  A  e' 

e  questo  è  V  integrale  completo  della  proposta  equazione . 

§.  128.  Possiamo  dare  anche  un'  altra  forma  air  integrale^ 
che  noi  abbiam  ritrovato  nel  §.  antecedente. 

Faremo  il  ragionamento  per  un'  equazione  del  terzo  ordi- 
ne, giacché  si  vedrà  che  è  sempre  facile  d' estenderlo  agli  or- 
dini superiori . 

Supponendo  /z  =  3 ,  avremo  (  si  pone  jp  =  i  per  sempli- 
cità ) 

(&)  .  .  .  .  j^  =  e  ^fe  dxfe  ^ dxfe^    * dx > 

essendo  «  ,  «' ,  ex!'  le  tre  radici  dell'  equazione 
a  •+•  bst  H-^  c»^  -+•  ^«*  =  o  ► 

Integriamo  per  parti  la  formula  (a) ,  ed  avremo^ 

r       Je  Xa»  e      fé  Xux  r        fé  Xdx 


(et'  — et) (a'*  — AL*)  {.(X'  — a)  («."  —  «*')  («.''  —  a)  (a«  —  01} 

(lAf  -  —  et jr 

r    /*        xj*    ^  ovvero 


«t'^jc  ^  ~  a"* 


(a' — tt)  («" —  *  J 
t  (a»  — et)  (ot"— a')  {a'--ot)  (a"  — ot)  ^  •' 


-^ — — . ,  ovvero 

(a'-ot)ta'  — et'')   ^^  (ot  — aO(*  — *") 

ct"y^  — ct"4f  et';»  ^  —  fli'jr  V _r  **r"**'v^ 

e       /e  Ad*      ^^  r      /^  Xdx  e     Je  Xdx 


^  (ot"  — a')  lei"  — et)  ^  (  a'  — et  )  (  a' —  et"  )  ^^  (a  — a')  (»  —  *")  ' 

se  adesso  a  ciascuno  dei  segni  d' integrazione  s'  aggiunge  la  sua 
costante  arbitraria  ,  s'  avrà 


CALCOLO     INTEGRALE     CAP.     Ut 


S49 


et"* 


(  *"  —  «'  )  (  a"  —  et  ) 


»**(CH-/*~**'Xrfr> 


che  sarà  Y  integrale   completo   deir  equazioni  lineari  del   terzo 
ordine  sotto  altra  forma . 

Il  medesimo  metodo  ci  darebbe  V  integrale  completo  d' nn*  e- 

qnazione  deir  ordine  n        >  cosi  espresso 


ic)  .  .  .  .  y 


m 


m 


m 


tf 


r**(CH-A~**Xrfx) 


m 


/*(C-^/~*''xrf*) 


•    •    •    « 


(if-i)       ,         .  («  — r) 

(C  'm-A XJx)   ^^^^^^ 


m 


l»-i) 


(a  —  flt'  )  (  a    —  flt''  ) ( 


(  a'^  —  a  )  (  flt'   —  «"  ) 


(« 


( 


// 


)  (  »"  —  «'  ) (  «' 


«        ) 

«        } 
«        ) 


Qaesta  forma  è  però  difettosa  in  alenai  casi  >  come  vedre- 

mo  in  seguito . 

Sé  noi  supponiamo  il  secondo  membro  dell'  equazione  dif- 
ferenziale ,  nullo  >  cioè  X  =  o  »  arremo 

_  <»— l)  (a— l) 

fé   *  Xdx  =  fo  .  dx  =  A 
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costante  arbitraria  ,  e  V  espressione  .completa  di  y ,  cioè  Y  inte- 
grale deir  equazione     ._ 

«y  -^  6(à)  -^^(B)  H- h-pC^)  =  0, 

sarà 

(d)  .  .  .  .7  =  -l-e   /e  .dae/e  ,da?  .......  X 


è  una  costante ,  s'  avrà 


ora  avvertendo  che  in  generale  fé     d^x?  =  —  -^-  C,  quando  m 


fi  —a 

essendo  A  *  una  nuova  costante  arbitraria  i  o  se  sì  conside- 

ra il  divisore  a:^        —  ^  *        ,  come  contenuto  entro  la  ,co- 

(0 ...»  I  ) 
stante  arbitraria  .A  ,  arreipo   il  superiore  integrale    egaa- 

le  ad 

^(«_ ,)  _  ^(a  -a  ),       ^(  — «) ^  Così  s*  avrà 


/e  dx/e  dx  .A  .= 

A  )=zjA  .e  dx-^fA.         X 
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e  dx  =i  A  .€ 

A  .  e  H*  -^  >' 

consideranda*  sempre  contenuti  entro  le '  costanti  arbitrarie'  A         , 

A  >  i   divisori  che  portano  le*  integrazioni .  Col  medesi- 

mo metodo'  s'  avrà 

/«•'•'-"'rf«/e<'"-'"d«  .  .  .  .  .  .  ./e*'"" "-"""" X 

a'— '<fo  =  A<'-'.e'*'"~"-'"-,-A'— 'x  .  .  .  . 

y-'y-.,.^  .  .  H^  A-e*-il" -,.  A  ; 

la  quale*  espressione  moltiplicata*  per  4- e    >  e  considerato  -i  co* 
me  contenuto^  entro  le  costanti  arbitrarie ,  ci  darà 
Ce  )  .  .  .  .  .  .  j^  =  A  .  e     H*  A  .  e      h-  A  .  e 


•  •  •  • 


ffncBe*  questa'  fòrmuTa  dell*  integrale  completo>  quando  X  =  o, 
è  difettosa  in  alcuni  casi. 

Ad  essa  si  giunge  facendo'  subito*  y  =  Ae     :  imperocché 
sostituendo  il  valore  di  jr  e  dei  suoi  differenziali  in 


la  cosrante  A  riomne  indeterminata  y  e  per  determinare  ìk  ,  si  ha 
a  H*  hx  H*  c«  — f* H*  p**  =  o  . 

Qucst*  ultima  equazione  algebraica  ci  dà  n  valori  di  « ,  i 
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quali  s€  sono  a^a\  f^"  ......  »  ,    avremo   n  espressio* 

ni  per  y  ,  cioè 

y  =^  Ke    i  y  —  Ae     ;j/  =  Ae      ; y  z=s 

A^"     'Ve 

la  somma  delle   quali  soddis£irà  alla  proposta  >  egualmente  che 
ci  soddisfa  una  di  esse  9  e  perciò  sarà 

y  =  Ae     ^  Ae      ^Ae      H- .  .  .  .  H- A         \e 

le  lettere  A  ,  A' ,  A" , A  iadicauo  le  n  costane 

ti  arbitrarie  . 

§.  129.  Quando  alcune. delle  radici  sono  eguali ^  le  formu^ 
le  (6)  del  §.  127,  (d)  del  §.  128  rappresentano  sempre  gl'in* 
tegrali  completi  dell'  equazioni  cui  appartengono .  JVIa  le  forma- 
le (  e  )  ,  (  e  )  del  §.  antecedente  in  questi  casi  cessano  d'  esser 
complete .  Infatti  siano  »  ^oi  ^  f{'  tre  radici  eguali  j  la  forma* 
la  (è)  diverrà  allora 

y  =:  —e    fdxfdxfe  dxf .  ....  fé  Xdx  f 

e  la  (d)  diverrà 

y  z=:  Se  fax  fax  fé  ax  ....  fé  x 

A  dxi 

ora  è  evidente  che  sussistendo  ancora  in  questo  caso  n  segni 
integrali  ^  le  n  integrazioni  porteranno  sempre  un  numero  n  di 
costanti  arbitrarie . 

Se  le  .  radici  delle  equazioni  sono  tutte  eguali  9  le  nostre 
formule  divengono 
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y^^e'fdxfdxfdxf fdxf^dx 

'  t 

y^l.ì*fdxfàxfdxf.  ,  .  ,  ./A^'-'^^a?, 

e  rappresentaoo  seiapie  gì'  integrali  completi  >  perchè  le  integra- 
zioDÌ  iadicate  sono  di  nooiero  tz  .  Se  1'  eqxiazione  da  integrarsi 

npn  avesse  nel  primo  membro  «he  il  termine  (^),  se  fòsse 
<>ioè  (^)  ==  X  ;  X  >egua2Ìone  da  risolversi  sarebbe  a  =.q^  dal> 
la  gaale  si  ricaverebbe 

«  =  o(  =  oB    =  ec.  =  a  =0 

e  perciò  l'espressione  dell'integrale  sareUie 
y  ^=^fdxfdxfdxf.  ......  fXdx^ 

essendo  i  segni  integrali  di  numero  n  • 

Questa  espressione  dell'  integrale  si  trova  ancora  con  le 
«nccessive  integrazioni  del  primo  membro  della  stessa  equazio- 
ne /S)  ==X;  così  si  ha 

{'^.)  =/Xda;,  (^)  ^/dx/Xdx, 

i^^)  =fdx/dx/Xdx  ec, 

e  si  ginnge  in  fine  al  medesimo  risultato  che  -ci  ha  dato  il  no- 
stro infitodo^ 

iSappomamo  cbe  1'  equazione  lineare  'da  integrarsi  cominci 

ddle  differenze  pi        9  e  sia 


dx  dm  d» 

Tom.  Il  y  y 
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m  ò  minore  di  n\  T  ef].uazione  da  risoivrersi  sarà  allor» 

goL    ^^  ha         H* H-  pa   =  o  ,  la:  qnal«  ha  m  radici 


By»  y^'  ^ a  eguali  a  zero*;  T  integrale  danque* 

dato  dalla  fiostra  formala  (&)r  sarà 

y  =  Lfdxfdxf.  .....  ./e        ""da^/e^"  ^      ^'^X 

X 


da?/ ......  f—^—-  dx  r 


nel  quale  i  segni  integrali  che  precedono  fé  dx  j  seno*  m  —  l 
di  B amerò ,  e  tutti  insieme  sono  di  numero  m  così  le  costanti 
che  questi   introducono  y  senio  sempre  n  di  numero . 

Ma  per  vedere  più  chiaramente  come  gì'  integrali  (  &  )> 
(d)  si  mantengano  completi  nel  caso  delle  radici  eguali >  sup-^ 
poniamo  che  le  radici  eguali  siano  tre  a  =  «  =  »  \  come  al 
prriici[»io  di  questo  paragrafo  . 

Sia  la  porzione  dell'  integrale  r 


X 


essendo  Z     una  funzione  di  «  |  e  A^'  una  costante  arbitraria  ;. 


avremo  allora 


y=z±e    /dx/dx{Z   H^A");or» 

fdx  (  Z    H*  A"  )  =  Z'   -h  K'x  -h  A'  ;  dunque 


X  '  X 

ax 


y  =:  1  e    fdx  (  Z'    H-  A"a?  H*  A'  )  i  ed  eseguendo  questa  ìifc^ 
tegrazione  9  sarà 
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y  =  i- e     {21'  ^  K'x  H-  A'a?  h-  A  ),,  ovvero 

-y  =  — *e    Z     H*  A  a?  -e     h-  A  o?     h*  Ae     . 

Per  Z'    si  è  rappresentato  3'  integrale  fdx .  Z   ;  per  Z" 

T  iateg^rale  yrrfoi? .  Z'  ;  la  quantità  —  e  i  coefficienti  che  por- 
tano r  integrazioni  9  si  considerano  contenuti  rcnti'o  le  costanti 
arbitrarie . 

Ora   siGcome  Z"     contiene  le   costanti  arbitrarie   le   quali 

-€ono  <;omprese  in  Z    cbe  -sono  n  —  3  di  numero  ^  il  valore  di 

y  ne  conterrà  perciò  un  numero  n  e  resterà  .4?om.pIeto . 

Quando  X  ^essendo  nullo ,  alcune  delle  radici  sono  eguali  9 
tper  esempio  «  =  a'  =;»' ,  si  ha  (  {loichè  allora  è 

2  =A'—y '"""-"-... -4.  A'"  e'""-" -4.  A"), 


—  e    fax  fdx  A  A.         .e 


j  =  ,  -  . . 


•     •     •      • 


A  ^               -t-  A  /  =  A«    -sh  Aa?/e     -d-  A  «*  e 
Ae        H- -f-A  e  1 

« 

«  qnest*  integrale  ,-è  sempre  completo . 
Così  la  formula  (e) 

y  •=,  hie     -4-Ae     H-A.-e      H-Ae       H- 

.  (  »  —  i  )  *^        '  * 
A  «e  »  ^ 

Isella  quale  i  primi  tre  termiai  «i  riducono  ad  uà  -solo  (  A 
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A'  — H  A"^  )  e      nel  caso  di  tre  radici  eguali  «,«•%»',  conterrà 
invece  di  quei  tre  termini  ,  i  tre  seguenti 


**  A  /        «*je  A  //    1     ajr 


A  e     H*  AJx  e     -f-  A'V  e    ,  che  non  potendosi  ridurre  più  in  oa 

solo  ^  faran-no  si  che  la  formula  abbia  sempre  un  numera  n  di 
costanti  arbitrarie  diverse  ,  e  sia  perciò  completa  ;  e  se  in  ge- 
nerale il  numero  delle  radici  eguali  fosse  m ,  V  integi^ale  com- 
pleto ,  invece  dei  termini 

A  «*        A'  *''  a(«»-0   ot^**^^^* 

Ae     -{•Ae     -h H-A  e 


conterrebbe  i  termini 

A    *^  A  /  **J"^  A  "  **^      a  a(w  — O    **"       «r— r 

Ae     H*  A  e     .a;-4*Ae     .x   ^  .  .  .  .  ^  A  e     .  x 


Tutto  passa  come  nelle  equazioni  a  differenze  Hnite 
(  Gap.  IH.  ) . 

§.  130.  Dimostriamo  ora  come  le  formule  (e)  ed  (e)  so- 
na inesatte  y  quando  alcune  delle  radici  «  >  «  ,  et'  ee.  ^  sona  e^ 
guali . 

In  questi  casi  esse  divengono  incomplete  9  non  contencnda 
pili  il  necessario  numero  di  costanti  arbitrarie .  La  formula  per 
il  caso  in  cui  X  non  è  nullo,  ha  di  più  F  inconveniente  di  ren- 
dere infiniti  alcuni  dei  suoi  termini .  Se  si  suppone  infatti  che 
tre  radici  a  y  a  ^  ^"  siano  eguali ,  i  primi  tre  termini  divengono 

,^^(CH-/r^^X//.r)  ^    J'^'iC'^  rr^'^'Xdx)  ^   ,^^(C^ -<,/,- ^^XrfxT 

i  quali  hanno  i  loro  numeratori  che  sono  i  medesimi  ^  e  i  de- 
nominatori myiri  y  m  nulli ,  poiché  contengono  i  fattori  a  — 
»  y  d  —  »"  y  a"  —  « ,  i  quali  sono  zero  i  questi  termini  perciò 
divengono  infiniti . 

Nel  caso  di  X  nullo  >  quando  sì  hanno  tre  radici  eguali  , 
i  primi  tre  termini 
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/', 


**  A/     **  A//     *    * 


Ae     -+*  Ae      -h  A' e       sì  riducono  ad  uno  solo  (  A  -^  A'  h^ 

A'^  )  e  ,  ovvero  Ce  (  considerando  rappresentata  da  una  so- 
la costante  C  la.  somma  delle  tre  costanti  arbitrarie  A  >  A' , 
A.''  )  )  e  r  integrele  rimane  incompleto,  poiché  gli  mancano  due 
costanti  arbitrarie . 

A  tutti  questi  inconvenienti  (d)  hanno  i  Geometii  suppli- 
to adoprando  il  metodo  del  Sig.  d'  Alambert ,  di  cui  noi  ab- 
biamo mostrato  Y  inesattezza  dei  suoi  Principj  nel  Calcolo  del- 
le Differenze  Finite,  parlando  della  maniera  di  completare  gl'in- 
tegrali delle  Equazioni  a  Differenze  Finite .  E  perché  si  veda 
pili  chiaramente  che  le  riflessioni  fatte  contro  quel  cietodo,  va- 
^liono  ancora  per  il  caso  presente ,  noi  Io  adopreremo  per  ri- 
completare  la  formula  supeiiore ,  quando  due  sole  sono  le  radi- 
ci egpali  9  quando  cioè  a=z  a  , 

In  quésto  caso  i  primi  due  terimni  Ae  •  -+•  A'e    .  si  ridn- 


cono  iù  un  solo  Ce    •  Se  però  si  fa  »=zct^ifòy  essendo  o) 


(a)  Io  credo  di  essere  stato  il  prìiiK)  a  dimofitrara  l'inesattezza  del 
Metodo  di  d*  Alambert,  ed  a  sostituirTenc  ud  altro  dedotto  dalle  proprie- 
tà dei  rimiti  dclJQ  radici  dell*  equazioni  «flgebraiche ,  e  dotato  di  totto  il 
riirore.  Esposi  tali  dottrine»  taoto  riguardo  alle  Equazioni  a  DiiFerenze  Fi* 
nite,  che  a  qtrelle  Difierenziali ,  nel  mio  Caleoto  Integrale  delle  Equazioni 
Lineari  stampato  a  Firenze  nel  17^8.  In'  seguito  altri  Geometri  kan  fatto 
lo  stesso»  e  tra  qocsti  il  Bossut  nel  suo  Corso  di  Calcolo  Integrale.  Rela- 
tivamente  poi  alla  medésima  ricerca  nel  Tomo  XI  della  Società  Italiana -del 
1804  aI'a  V^Z'  '54  i^^  ^^^  Memoria  d*  Analiai  del  Sig.  Pietro  Franchini 
Prof,  a  Lucca»  m  ritrova  un  nuovo  metodo,  per  ricompletare  gì*  integrali 
delle  equazioni  »  di  cui  qui  sopra  parliamo  •  Questo  anclie  dipende  dalle 
proprietà  stesse  dei  limiti  delle  radi<A:  ad  una  tale  indagine  si  è  applica- 
to r  Autore  9  poiché»  come  Ei  dice,  svi  ai*  ora  non  si  è  conosciuto  altro 
fipiego  per  rìcowyletare  gC  Integrali ,  che  quello  del  Sig.  d'  Alambert .  Io  mi 
sono  incontrato  col  Sig.  Franchini  >  scrivendo  sei  unni  prima  di  Lui  . 
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quantità  ipiccolissiraa  ,   avremo   per  quei  due  tcrmiai  Ae** 
Are  ' ,  che  saranno  eguali  ad 

A/'  ^  A'e" .  e*  =  Ae"  h-  Ke'  (  i  ^  eoa?  h-  '^.'Z  ^  ^'  ^  ec  )^ 

^  a  a. 3  ^^ 

e  trascurando  gì'  infinitamente  piccoli  degl'  ordini  superiori  ài 
primo  (  se  le  radici  fossero  tse  «i  trascurerebbero  gF  infinita- 
mente piccoli  degr  ordini  supwiori  al  secondo  ordine  9  e  così 
•éi  seguito  come  nelle  equazioni  a  differenze  finite  )  i  avrà 

Ae     ^  K  e     (i-t-wa;)=:(AH-A)e     h-  A'wa?  :  e    ; 


facciamo  A  h-  A'  =  A,,  A'w  =  A'.>  ed  avjfeujo  per  i  .primi  due 
termini  dell'  integrale 


AX  . ,  «* 


Aie     H-'A'a7.«    .  Si  vede  dunque  che  nn  tal  metodo   ha  per 

base  i  medesimi  priacipj  che  abbiamo  «lamina  ìaI  tlu<^0  citato^ 
perciò  noi  lo  rigettiamo  senza  più  parlarne. 

Ma  quelle  formule  possono  di  nuovo  ridursi  ^4  essere  com- 
plete senza  bisogno  di  ricorrei:e  in  modo  alcuno  al  metodo  del 
Sig.  d'  Alanfbert)  deduoendo  la  correzione  agi' inconvenienti  che 
contengono  »  da  nessun  .principio  a  loro  ;€Strinseco ,  ma  dalla  na- 
tura stessa  .<)elk  equazioni  >  di  cui  ,esse  espi:imono  gì'  integrali  : 
questo  è  ciò  che  andiamo  a  vedere  . 

Nel  caso  di  X  ftullo  T  integrale  dell'  equazione 

Ht)  H-  Ci%-)  H- -*.i.:(^)  =  o  è 


che  è  la  somma  43i  un  foumero  n  d*  integrali  particolari  iliversi 


owp     A/*'*  a(«  — O   »  « 


(  §•  ^  aS  )  A'e    ,  A'e      ec.  I  A  e  9  ciascuno  dei  qoa- 
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£  contiene  Boa  costante  arbitrài*ia. 

Quando  alfcnne  radici   »  ,  «'  ca  r  a,  sono  eguali  ^  ai 

hanno  aTcuri'i  di  questi  integrali  paiticolari  jpgna}i>  e  perciò  see- 
nando  il  nnmero  degli  integrali  particolari  >  ciascnno  dei  qnali 
è  moltiplicato  per  una  costante  arbitraria  diversa  y  le  loro  som- 
ma conterrà  un  minor  numero-  di  costanti  arbìtrarÌ6>  e  T  inte- 
grale da  essa  rappresentato  rimarrà  incompleta. 

Siccome  #  9  a   ec  ^  «  sono  le   radici  dell*  equazione 

(  I  )  4  .  .  .  »  a  H*  &d&  Hr  Co'  H*  •  •  •  •  •  H;*  P»*  =  0 1  è  OOtO  cb€ 


le  radici  dell'  equazione 

(  r  )' ^  H*  aca  •+•  jea*  .^  ......  ^  npm  ^    =  Q  f 


.  (  la  quale  nasce  dal  moltiplicare  ciascun  termine  deir  ei]uazìo^ 
ne  (i)  per  l'esponente  che  vi  ha  T  « ,  e  dividere  quindi  per 

f  ir—  I  ) 

m  )  ,  avranno  per  limiti  (  f.  63  )  le  quantità  a  yOL\  .  . .  .  a, 
dunque  se  T  equazione.  (  i  )  ha  due  radici  eguali  »^a^  V  eqfia- 
2Ìone  (  I  y  avrà  una  radice  eguale  ad  «  ;  e  perciò  questa  radi- 
ce soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle  equazioni  (1  ),(!)':  se 
ora  r  equazione  (  i  )  si  moltiplica  per  x  e  vi  si  aggiunga  T  e- 
quazione  (  i  )'  r  avremo  questa  equazióne  {i)x  --f  (  i  )'  =  o  , 
cioè 

3»* )  H* H^P  {oL  oc  -^  TiA       )  =  o;ed  una  del'- 

le  due  radici  eguali  »y(t   soddisfarà  o  renderà  identiche  nel  me- 
desimo tempo  le  due  equazioni  (1)9(2). 

Ora  è  evidente  che  qualunque  valore  di  y ,  funzione  di  u* 
03  éelle  radici  eguali  »  e  ài  x^  ì\  quale  sostituito  nella  propo^ 
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Sta  la  trasformi  nell'  equazione  (  a  )  >  sarà  un  onovo  integrale 
particolare   della  proposta  medesima  .    Se  dunque   si   fa    y   — 

A'xe     y  essendo  \  aaa  costante  arbitraria  t  si  ha 


Jx 


m         •         •         «•••  «Ax 


(34)  =  -^^    (a  a?  H-  ««       )  >  jB  sostitnendo  questi  valori  nell*  e- 


__'  1    =    A  * 

quazioue 

ay  ^b(^)  ^ '^P(0)"=o>  abbiam  precisamen* 

te  r  equazione  (a);  dunque  szvk  y  =z  A'sc  .e  un'  altro  inte- 
grale particolare  della  proposta  ;  dunque  nel  caso  che  a  sia  xtr 
na  delle  radici  eguali  deir  equazione  (1)1   soddisfa  all'  eqnar 

zione  differenziale  non  sedo  y  3=  Ae    >  ma  ancora  y  =  A'xè    ; 


e  perciò  invece  dei  due  termini  A^     ^  À^je      (  ì  quali  si  ri* 
ducono  ad  no   solo  )  si  metteranno   i   due  Ae     ^A'xe    >  a 


così  r  integrale  essendo  sempre  un  aggregato  di  n  integrali  par- 
ticolari diversi  9  sarà  completo  • 

§.  131.  Nel  <)aso  che  le  radici  eguali  siano  tre  a  =  «'  = 
«T' y  una  di  tali  radici  soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle  due 
equazioai  (1)9(3)  del  §.  antecedente  9  ed  all'  equazione 

(  I  )"  , .  .  .  ac  H-  a  .  3ca  H-  3  •  4^^*  •^ h-  n{n^  i)x 


ptf     =  o  9  k  cui  radici  hanno  per  limiti  quelle  dell'  e- 

quazioue  (  1  )'  ;    quest'  equazione   (  i  y   si  ricava    dall'  equazio^ 
ne  (OS  come  si  è  ricavata  la  stessa  (  i  y  da  (  i  )  :  se  adesso  si 
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itioltiplica  r  equazione  (  i  )  per  x' ,  T  equazioile  (  i  )'  per  2x , 
<e  s'  aggiungono  ad  (  i  )"  >  avremo  1'  equazione 


{  3  ) £ix^  H-  S  (  »x'  M-3a;)-f.c(«*  H-2«.3x-i*a)  -f. 


-ed  una  delle  jadicì  jeguali  soddisfarà  aiel  medesimo  tempo  alle 
tre  equazioni  (1)^(2), £3). 

Prendiamo  ora  per  y  una  tal  funzione  di  a;  e  di  a ,  che  so- 

■  « 

stituita  nella  proposta,  la  trasformi  neir  equazione  (3);  questa 
funzione  sarà  un  altro  integrale  particolare  della  proposta . 

JB'  facile  vedere  che  y  =  A' e     .  x*  ha  siffatta  proprietà  > 
poiché  generalmente  si  ti'ova 

e  sostituiti  i  valori  óìy  e  dei  suoi  differenziali  nella  proposta  9  el- 

la  si  riduce  air  equazione  (3)  ;  dunque  y  ==  Ae  '  ..  aj*  sarà  un 
jiiiovo  integrale  particolare  della  proposta  :  vdanque  nel  cafo  di 
tre  radici  eguali  .ad  a  >  questa  radice  darà  i  tre  integrali  par- 
ticolaii  diversi 

y  =  Ae     j  y  =:  Ae    ..  a; ,  j^  =  A  e    .  a?  j 

fOnde  invece  dei  tre  termini  .dell'  integrale  completo 


a.v  *  ,   cx-jc  .  ,,    a";ip 


e     -h  A  £?      H*  A  e      ^ 

i  quali  iìi  questo  caso  si   riducono  ad   uno  solo  >   si   porranno 
i  tre  seguenti 


Ae     H-  A  e     .  re  H*  A  e     .a? 


9 


e  così  r  integrale  si  manterrà  completo . 
Tom.  IL  Z  z 


I 
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Cdl  medesimo  ragionameato  si  può  provare  che  se  abbiamo 
un  numero  l  di  radici  eguali  y  cioè 


invece  degli  l  termini 


Ae     -h  A  e     H- H-A  e  ^ 

i  quali  si   riducono  ad   un  solo  >   dovranno   mettersi  i  termini 

Ae     -I-Ae     .a?H-Ae     .a?-** h-^A  e     .re        ; 

ed  allora  V  integrale  sarà  sempre  completato  dal  necessario  nu- 
mero di  costanti  arbitrarie . 

Abbiamo  veduto  qui  sopra  9  cbe  nel  caso  di  due  radici  e- 
gtiali  a  z=z  a^  j  nna  di  queste  radici  soddisfa  nel  medesimo  tem- 
po alle  due  equazioni  (  i  )  '  (  0  •  ^^  ^^  ^^  moltiplica  V  equa- 
zione (  I  )  per  px  e  V  equazione  (  i  )'  per  Ta: ,  essendo  px  ^ 
fx  due  funzioni  di  a?  >  e  si  sommano  queste  due  equazioni  >  a- 
vremo 
(  2  ) . . .  .  a .  ^:i?  H-  &(  «  •  ^*  H*  TX )  H-  e  (  a* .  ^a?  H*  a« .  Y^T ) 


•  »* 


p{cL  .px^n»        .  Yo?  )  =  o  ; 


ed  %  chiaro  che  una  delle  radici  eguali  soddisfarà  nel  medesi- 
mo tempo  alle  equazioni  (i),(a).  Dunque  se  per  y  si  trova 
nna  tal  funzione  in  a?  ed  « ,  che  sostituita  nella  proposta ,  la 
riduca  air  equazione  (  a  )  >  questa  sarà  un  nuovo  integrale  par- 
ticolare della  medesima  . 

Facciamo  y  =  Ae  *  (px  ^  ed  avremo 


1  )  =  A/'(«,x  M-  (^ 


ec. 
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Affinctè  dunque  la  proi^osta 

SÌ  riduca  all'  equazione  (2)  col  sostituirvi  j  valori  delF  ^  e 
.delle  sue  differenziali^  conviene  che  sia  (  --- )  =  ^^,  e  (~^)  == 

.0  ;  da  queste  due  equazioni  si  ricava  (px  =  Ca:  ^  C  ,  ^x  = 
iC  (  essendo  C  ^  C  due  costanti  arbitrarie  ) ,  ed  in  conseguenza 

jy  =  Ae     (  Cx  -ì-  C  )  =  A'e     .  ^  -^  Ae     ,  avendo  mutato  la 

forma  delle  costanti ,  cioè  avendo  posto  A'  per  AC  ,  e  A  per 
AC  .  Questo  .valore  di  y  sarà  il  nuovo  integrale  particolare  che 
dovrà  aggiungersi  all'  espressione  incompleta  dell'  y .  Si  pervie- 
ne così  ai  medesimo  risultato  trovato  sopra . 

E  si  potrebbe  procedere  in  questa  guisa  direttamente  alla 
ricerca  degl*  integrali  particolari  che  hanno  luogo  per  pili  radi- 
ci eguali  ;  e  si  trover^ebbeco  a  priori  quelle  istessc  .espressioni 
per  gr  integrali ,  le  quali  abbiamo  di  già  ottenute  per  altra 
«rada  . 

Noi  non  ci  tratterremo  a  dedurre  dalla  natura  deir  equa- 
zione differenziale  il  metodo  di  ricompletare  la  formala  (e)  del 
§  128.,  per  il  caso  in  cui  X  non  è  nullo;  poiché  quella  (6) 
del  .§  127  ,  dandoci  sempre  gì'  integrali  completi  per  qualunque 
caso  y  può  soddisfare  a  qualsiasi  quesito .  Sarebbe  però  facile  mo- 
strare ch^  non  "vi  e  bisogno  .di  mai  ricorrere  al  metodo  del  Sig. 
d*  Alembert.,  qualunque  sia  la  forma  sgtto  la  quale  si  tengono 
gr  integrali . 

Passiamo  a  trattarjB  dell'  integrazione  dell'  equazioni  a  coef- 
ficienti variabili . 

^.   132.  Se  i  coefficienti  <z ,  6 ,  e  ec. ,  p  di  questa  equazione 

(A)  ....  a;.H.Ò(g)  H-e{0)  -f  .  . l-p(g)  =  X, 
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sono  funzioni  dcira^;  allora  per  averne  l'integrale  si  farà  j' = 
»fzdx ,  essendo  ^6  e  2;  due  funzioni  della  variabile  x  da  deter- 
minarsi •  Dopa  questa  supposizione  »  avremo 


»  • 


e  sostituendo  questi  valori  nella  equazione  (A),  troveremo 
<a.H-6(l:)M-c(g)  H- .  -M>(j^:)>/«c?^ 

{i.M-2c(£)  -»- •.  H-  npCg;-^))  *■-*•  {" 

3e(g)M- ....H.-J^i.{,4;^)>.(S) 


-  .  .  .  ^pa(      _^)  =  X: 


se  ora  si  fa  eguale  a  zero  il  coefficiente  della  quantità  fzdx  y 
s'  otterrà  per  determinare  a  ,  quest*  equazione 


(O «•H.i(?jH.c(j-^t)  H-  .  .  .  .  ^p(g^.)  =  Qj 
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e  per  determinare  2;  una  equazione  della  forma 

(B)  ....  b'z^c'i'£)  H-  e'(0)  H-  ......  H.i/(£-;>)  =  X. 

L*  equazione  (  i  )  che  determina  ocy  non  è  altro  che  la  pro- 
posta ,  nel  caso  che  X  sia  nullo  ;  e  quella  (  B  )  che  determi- 
na 2;  ^  è  una  equazione  dell*  ordine  n  —  1  >  ancora  essa  a  coef- 
ficienti variabili.  Nella  medesima  maniera  si  faccia  z  =  a'fzdx^ 
essendo  ancora  «  >  z  due  funzioni  di  x  da  determinarsi ,  ed 
operando  come  per  la  proposta,  s'  avrà  per  determinare  «  ,  Y  c- 
quazione 

{.)....  (iV-i.c'(g)H-e-(^')-». fp'{^X)  =  o: 

e  per  determinare  z'y  una  equazione  dell'  ordine  /z  —  a  di  que- 
sta forma 

c"z  H-  e"(^)  H- -i-  P\~^)  =  X, 

Se  il  valore  di  z  si  sostituisce  in 
y  =  a/zdx  >   si  avrà 

^  =  a/adx/zdx . 

Parimente  facendo 


a  Jz  dx , 


a   =  »"fz  'dx  ec. ,  avremo 

y    =  afoidxfci'dxfzdx  9 

j^   ==  ctfctdxff^'dxfck'dxfz'dx 

ec. ,  e 

seguendo  il  medesimo  andamento  che  abbiamo  tenuto  per  T  e* 
quazioni  a  differenze  finite ,  si  vedrà  che  giungeremo  infine  *  a 
questa  espressione  di  y 
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la  quale  sarà  V  integrale  completo  della  proposta . 

Così  r  integrale   completo  di   una  equazione   lineare  (A) 
deir  ordine  n  a  coefficienti   variabili  dipende  della  conoscenza 

delle  funzioni  ce  y  u\ a  ,  z  ^   le  quali  si 

ottengono  per  mezzo  dell*  integrazione  di  queste  n  equazioni 


(0....a«    ^h  i^)^c{!Ll)^ ^P(-^-) 


dx  '  ^  dx*^  •    x-    V     ^^1 


rf«t'    V  .  ./«f*flt    X         .  ■  ^    f   d'-'CL' 


(2)....6V   H.c'(^)^e'(-A3H- bp{^.^) 


dx  ^      '         ^  dx*^     '  '  ^    "^  dx' 


o 


(^)  .  .  .  .  5  «I  H-p  C— is — )  =  »> 


dx 

6   dalla   risoluzione   dell'  equazione  finita 

(;2-Hi).....p       z  =A- 

I  coefficienti  b'  ?  e'  ec. ,  p'  sono  conosciuti  >  poiché  dipen^ 
dono  dai  coefficienti  della  proposta  e  dalla  quantità  «s .  Egual- 
mente i  coefficienti  e"  ,  e  '  ec. ,  p"  dipendono  da  IÌ  ,  e'  ec.  >  p' 
e  da  a' ,  e  cosi  di   seijuito . 

Ora  e  facile  mostrare  che  trovati  n  integrali  particolari 
deir  equazione  (  i  )  >  si  hanno  sul  momento  e  senza  alcuna  ope* 
razione  che  dipenda  dalle  equazioni  (2)5(3)  ^^- '  gì' integrar 
li  particolari  di  quest*  altre  equazioni  •  Infatti  se  air  equazio- 
ne (3)  si   aggiunge  V  equazione    (i)    moltiplicata  per  fadxj 
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s'  avrà  (  avendo  sostituito  per  li ,  e  ec. ,  p'  i  loro  valori  )  la 
seguente  equazione 

{a«H.i(|)-t.c(£-:)  ^ .  ^i>(g)}/«'doc  H- 

{ó«H-2c(l;)^ ^„p(£.;2^)}«'H-{c•-^ 

^^Wx>  ^ ^  — ^ — ^^5i^^«^/^7*^^  •  •  •  • 


•      •      • 


la  quale  si  riduce  evidedtemente  a  questa 

«(— :^)-t- H-i-c^— )=o. 

Ora  questa  equazione  (  2  )%  aveudo  i  medesimi  coefficien- 
ti  deir  equazione  (  i  )  >  è  evidente  che  oLfadx  deve  essere  uà 
integrale  particolare  della  medesima  ,  il  quale  se  noi  indichia- 
mo per  ai  ,  avremo 

mf»dx  =  «  1  ,  e  quindi  f^'dx  =  ^  ,  «'  ==  (  Ulllll  )  ;  cioè  un 

integrale  particolare  »  dell'  equazione  (a)  è  eguale  alla  dif- 
ferenziale del  quoziente  di  due  integrali  particolari  deir  equa* 
zione  (  I  ) . 

Se  dunque  indichiamo  per  a  ^  »i  ^  a^  ^  .  .  .  .  «(/^  —  i), 
gli  n  integrali  particolari  dell'  equazione  (  i  )  ;  e  per  a  ,  al  > 
a 2  j  .  .  .  .  .  a  {n  —  a  )  gli  n  —  i  integrali  dell'  equazio- 
ne  (  2  )  ,  avremo 

.'  =  (4(?;z!L) ),.',=  (^JJL)) ,  .'a  =  (^V^) ,.....: 
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e  siccome  T  equazione  (3)  è  rapporto  all'equazione  (2)  ciò 
che  questa  qui  e- rapporto  all'equazione  (1);  perciò  dagl*  inte- 
grali particolari  dcir  equazione  (  2  )  ,  prendendo  le*  diiFerenziali 

dei  loro  quozienti  ^I ,  ^ , ^  («-2)  ^   ^j   troveranno   nel 

momento  quegli  dell'  equazione  (3),  e  saranno  —  .cZ(ai  :«  ), 
i--d(aa:a')  ec  ^  cioè,  sostituendovi  i  valori  di  ui  >  «'a  co.  j 

e  così  di  seguito  per  le  altre  equazioni. 

Dunque  si  potrà  sempre  aver  1'  integrale  completo  della 
proposta  quando  si  abbiano  no  numero  n  d'  integrali  partico- 
lari  dell'  equazione  (  i  ) ,  cioè  della  proposta  medesima  nel  ca- 
so  di  X  =  o  ;  e  la  forma  di  questo  integrale  sarà  simile  a 
quella  ritrovata  per  V  equazioni  a  coefficienti  costanti . 

§•  ^33'  Serviranno  anzi  nn  numero  n —  i  soltanto  d'  in- 
tegrali particolari  delia  proposta  nel  caso  di  X  =  o  >  poiché 
non  conoscendosi  un  integrale  particolare  dell'  equazione  (  i  )  > 
ne  resterà  in  conseguenza  sconosciuto  uno  nell'equazione  (2)^ 
uno  nella  (3)»  nno  nella  (4)  ec.  ;  ed  è  chiaro  che  dell'ulti- 
ma equazione  {n)  non  si  conoscerà  l' integrale  per  mezzo  de- 
gli integrali  dell'equazione  (i);  ma  quest'nltima  equazione  (/z) 
del  primo  ordine  è  sempre  (  §.  126)  integrabile;  dunque  anco- 
ra quando  si  conoscono  solamente  n  —  i  integrali  particolari 
della  proposta  per  il  caso  di  X  =  o ,  potremo  sodisfare  a  tut- 
te l'equazioni  (i)  ^{2)  ^{s)  ^^-^  (^^)  ^^^^^  quali  la  di  lei 
integrazione  dipende  ,  ed  in  conseguenza  assegnar  1'  inteigrale 
completo  della  medesima  • 

Questo  Teorema  è  dovuto  al  Sig  La  -  Grange .  Se  poi  i 
coefficienti  saranno  tali ,  che  V  equazione  nel  caso  di  X  =  o 
abbia   un    numero   n  —  pi  d'  integrali  particolari  conosciuti ,   e 
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gli  altri  di  numero  m  siano  incogniti  >  allora  mancheranno  m  in- 
tegrali particolari  all' jBquazioue  (j);  na  mancherà  nn  egual  nu- 
xnisro  air  equazione  (  S2  )  ;  egualmente  ne  mancheranno  o  non  si  co- 
nosceranno m  integrali  dell*  equazione  (^)  ec  ,  ed  è  chiaro,  che 
air  equazione  (  /z  —  m  —  i  )  deir  ordine  m  ,  mancheranno  o 
Bon  si  conosceranno  i  di  lei  integrali  particolari  :  V  integrale  al- 
lora della  proposta  dipenderà  dall'  integrazione  di  quest'  ultima 
equazione  dell'  ordine  m .  Ora  se  Y  equazione 


n  H-  òa  H-  Cat*  — |-  -  .  ^  .  .  .  .  H*  p»   ==.  o  ^ 
la  quale  si  forma  ponendo  nella  proposta  it*  per  j^,  ^V^^{j^)y 
Ì6*  per  (  j^)  ec.   o  per  X ,  zvrÌL   alpune  radici  variabili  ed  al- 
cune costanti  t  supponendo  che  ^  >  V  >  «'"  t  •  .  .  .  •  ^  ^iano 
questi^  radici  postanti 

A      •*  A'    *'*  A"    *"* 

>  =  Ae     y  y  ^=Ae     ,^  =  A<e      ^.... .  y  ^sz 

Ix  .e  > 

«aranno  allora  tanti  integrali  particolari  che  soddisfaranno  alla 
proposta  nel  caso'  di  X  =  o  j  avremo  dunque  qucst*  altro  Teo- 
rema e 

yy   U  integrale  <;oraplcto  di  tm*  equazione  lineare  dell'  or- 
5)  dine  n  2.  coefficienti  variabili 


dlx^  ^dx^^  •   ^  ^4x' 

^  dipende  sempre  dall'  integrazione  di  un'  equazione  dell'  ordi- 

,,  ne  m  parimente  a  coefficienti  variabili  ^  essendo  m  il  nume- 

>>  ro  delle  radici  variabili ,  ed  /z  —  ro  quello  delle  costanti  che 

99  8Ì  trovano  in  quest'  equazione 

»  CL  ^  o»  •+•  ca   -f» •+•  p^   =  o  99 . 

To/Tz.  IL      '  A  a  a 
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£.  se  il  seconda  membro  dell'  equazione  è  nullo  > 

„  Di  nn^*  equazione-  lineare-  deir  ordine-  n  s'  avrà  sem- 
99  pre  uà  integrale  particolare  completato  con  tante  costantf  arbi- 
99  trarie  9.  quante  sono  te  radici  costanti  di  queir  equazione  me- 
99  desi  ma:  99  :.  quest*  integrale  è  T  aggregata  degL^  integrali  par- 
ticolari trovati  qui  sopra  9  è  cioè. 


y  =  Ae     H-  A'e     h- H*  A  .e 

Questi  Teoremi:  si  trovano^  negli  Atti  di  Turino  del  1803: 
§.  134-  Proponiamoci  T  eq^uazione 


-   ~  —    ■  w*' 


che  è-  stata  integrata^  la.  prima  volta  dal  Sig.  Ealèr;.  a'  yK  tc.^ 
P'rP'r?»  sono  quantità  costanti. 

Pai'agoniamo  quest**  equazione  con  quella  del  §..  1 3 1  >  ed  it. 
di  lei  integrale-  sarà,  della  forma 

y  =  mfctdxfa'^dxr /«  "        dxfz  "    '  dx . 

Per  trovare  i  valori  dr  ara  %^'  ec.  r  z  r  conviene* 

prima  cercare  un  numero  n  d*  integrali  particolari  che-  soddi- 
sfacorana  alla  proposta  nel  casa  di  X  =109,  uno  dei  q^uali  ci  da- 
rà il  valore  di  a  . 

Ora  per  integrare  T  equazione 


fiicciamo  y  ^=1  K{p  ^  qx)    9  essendo  m  una  costante  da  deter- 
minarsi 9  ed  avremo 
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dx' 


i2^)=.Amim—ì){m^ji) [m-^-in—  i))/(p 


qx)         „ 


sostituendo  e  dividendo   per   A{p  ^  gx)  ^  si  ^avrà  per  deter- 
.minare  m  T. equazione  algebraica  ,del  ^rado  .n , 

,(a) a'^^b^m^  -^,cm{m  —  J)2**:i* ^jpm{m —  i  ) 


(tot— (/z — i))2  =o. 

Da  questV equazione  (a)  si  jicaveranno  n  valori  per  m, 

i  quali  se  ,siano  .to,  to' >  to'  ......  jtz  >  saranno   indicati 


(m  m\  («—  I  ) 


/^ j%  \«—  I  ) 

A  {p  ^  qx  )  gli  72  integrali  ideila  proposta ,  nel  ca- 

so di  X  =  p. 

^Ecco  ;dunque  .trovati  i  calori  éì  jt  y^i  ^^^2  y a{n  —  i  ) 


del  §.  131  ;  sarà  «  =  Aj(2>H- 5»)   jmI  =  A'(p'^qx)     ec. 

Per  ottenere   quei   dì  m'  y.ai'  ^ -^  {^  —  ^  )  >   sostitui- 

scansi  i  yalori  di  >i  9  «i  ec.  >  jiell- .espressioni 

V  =  (!^iLh  ,  ^4  —  fii^^A)  ec.  y  ^d  avremo 

eseguendo  le  differenziazioni   e  mutando  la  forma  delle   costan- 
ti ,  tali  espressioni  diverranno 
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,  e  perciò 


Egualmente  trovati  i  valori  di  «  ,«'i  ec. ,  si  hanno  quei 
di  a" ,  «"i  ,  .  .  .  .  .  A\n  —  g);  poiché 

~v — 5;; — /»  «i  =  t — 5;; — ;  e<5>   c  qmndi  nel  nostro 
caso  si  ha  per  e"  qaest*^  espressione 

ci_L?_.?!L    _^        dalla  quale,  eseguite  le  differenziazio- 

ni  ,  e  mutata  la  forma  delle  costanti ,  si  ricava  *"  =  C  (  p  •+ 
g«)  :  egualmente  troveremo  <t  =  D  (p -t- 50:  )  , 

e    così   di  -seguito  fino  ad   a  ,   che    sarà   =   P  (  p 

(  «r—  I  T        (  »  —  a  ) 
qx) 

Facendo  ora  eguali  all'  unità  le  costanti  arbitrane  A ,  B , 
C  ,  D  ec  ,  P  di  tutti  questi  integrali  particolari ,  e  sostitnenda 

i    valori    di  «  ,  «S  »'  >  a'"  ec. ,   »  neìV  espressioa  di  y ,  si 

avrà 

y  =  (i>  H-  qcc)y{p  ^  qxf''""dxf{p  ^  qx  f '''''-' dxX 

f /(p  -f-  ^)  ""   dxfz'        'dxi 

per  avere  2^          ,  osserviamo  che  al  §.  131  si  trova  z  == 

^t  1  e  che  ivi  p  "  =p««V' «  ""■'^  essendo  dunque  nel 
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$rs 


nostro  caso  -p  =p'(p  -*•  50?)* , 


a    =  (p  -f.  ja?)  ec.  >  avremo 


V"-*> 


Xi'  espressione  per  tanto  dell'  integrale  >  sarà 
^  =  (p  ^  qx^ J\p  -H  ja?  )*  "■'"■"  *  àxf^p-^-qxf  "*  ""'dir  X 

/ /(p  H-  2*)*  "  dxx 

f 


(«-  I  ) 


y f(p  ^  qx)  dx^  poiché  allora 

/ ^,-=rTT —  =  /o  cfac  =  A  costante  arbitrai'ia . 

E  se  si  eseguissero  le  snccessive  integrazioni  >  senza  aver 
riguardo  ai  cofficienti  costanti  che  esse  portano,  considerando-* 
'  li  contenuti  entro  le  costanti  arbitrarie ,  avremmo 


w-         -r%  ^  ^nf 


y  =^  A{p  ^  qx)    H-B(pH-gji?)     ^C{p^  qx)     H- ec. , 


»•-.»•  %,    -  »   ^ 


.♦»  -f 


'*•  ••     ... 


Questa  formula  contenendo  un  numero  n  di  segni  integrali 
esprimerà  V  integrale  completo  >   qualunque   siano  le  radici  m  i 
m  5  m'  ec. ,  eguali  o  diseguali  fra  loro  ;  imperocché  questi  se- 
gni integrali  introdurranno  sempre  un  numero  n  di  costanti,  ar-  ^  ^'  : 
bitrarie. 

Facendo  X  =  o ,  questa  formula  diviene 


f»    ^^  .1»'— W  — I     ,        ^,  vW''  — »'— I    •»  't^'-^^.S''      ''i 
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5«)  ,  e  perciò 

^$ 

d  =  B(p  H*  ja?)"'^""  ,  «'I  =,  B'(p  H-  s*)"^''*""'  ec. 

Egualmente  trovati  i  valori  di  «  ,  «i  ec. ,  si  hanno  qoei 
di  «"  ,  «'i , a"(;2  —  3);  poiché 

—  ^ — Zf — ^*  «i  =  t — 5- — ;  ec. ,   e  qmndi  nel  nostro 


caso  si  ha  per  «  '  qaest*^  espressione 

,«»"  —  1»  —  » 


i.ci5!i^±-?!L>_____,  dalla  quale  >  eseguite  le  differenziazio- 


^*      B(/>-»-f*) 


xrì  ,  e  mutata  la  forma  delle  costanti ,  si  ricava  <»"  =  G  (  p  h* 

.1»"  — I»'  — I  ,  M,         ,^  .  m"  — n'-»l 

g«  )  :  egualmente  troveremo  <t   ==  D  (/>-+.  50:  )  , 

c    co&ì   di   seguito   fino   ad    a  ,   che    sarà   =   P  (  p 

Facendo  ora  eguali  all'  unità  le  costanti  arbitrarfe  A ,  B , 
C  y  D  ce. ,  P  di  tutti  questi  integrali  particolari ,  e   sostituendo 

i   valori   di  a  >  «S  «'  >  a'"  ec. ,    ^t  nell'  espressioa  di  y^  si 

avrà 

j,  =  (p  H-  qx)  f{p  ^  qx)  dx/(p  ^qx)        "     ' dx^X 

per  avere  2^  *       ,  osserviamo  che  al  §.  131  si  trova  a= 
^ ,  e  che  ivi  p  ''  z=:pcm'» «  *""*  :  essendo  dunque  nel 


CALCOLO     INTEGRALE     CAF.     IIL 


SU 


nostro  caso  p  ^=  p' {p  -i-  qx)* , 


(p-H8a?r)«'=(i)H^gaf)*""'*    ',«"=(^-1-^0?)"*"** 


„f  ^  ^11^      •— II»     —  i 


2; 


=  {p  ^  qx)  ec.  >  avremo 

(»  — O  X 


Xi'  espressione  per  tanto  dell*  integrale  >  sarà 


(»— 1)       (»  — 2)     , 
/ /(PH-  2»)  dajx 

/ 


(»- 1  ) 


1* 

Qnesta  farmnla  contenendo  un  numero  n  dì  segni  integrali 
esprimerà  Y  integrale  completo ,  qualunque  siano  le  radici  m  % 
m  y  m  ec.  9  eguali  o  diseguali  fra  loro  ;  imperocché  questi  se- 
gni integrali  introdurranno  sempre  un  numero  n  di  costanti,  ar- 
bitrarie . 

Facendo  X  =  o ,  questa  formula  diviene 

j^=:A(pH-5«)^/t^H*55c)       ^      dxf{p-^qx)  dxX 

f f(p  ^  qx  )  dx ,  poiché  allora 

/ ^r=-i —  =/oc?a7  =  A  costante  arbitrai'ia. 

E  se  si  eseguissero  le  successive  integrazioni  >  senza  aver 
riguardo  ai  cofficienti  costanti  che  esse  portano  ^  considerando-* 
li  contenuti  entro  le  costanti  arbitrarie ,  avremmo 


'•  <• 


•  ^ 


-  -  5 


».  » 


'  A 


••  t 


.»  »  -f 


f«'  :      .  - 
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essendo  A  ,  B  ,  C  ec.  un  numero  ,/z  di  costanti  arbitrarie  ;  V  pj- 

(«  —  I) 
timo  termine  di  questa  foi^mula  è  L  ( jp  -4-  9^  ) 

§.  135.  Diciamo  ora  gualche  .co^a  dell'  equazioni  lineari  ,a 
più  variabili . 

Quando  fra  le  variabili  ^  >  6  ?  a?  si  hanno  due  equazioni  li- 
neari ,  si  può  sempre  per  mezzo  della  differenziazione  .elimina- 
re una  di  queste  variabili  ,  e  giungere  ,ad  una  equazione  linea- 
re fra  due  ^ole  variabili . 

Noi  applicheremo  il  metodo  a  4ue  equazioni  del  secondo 
ordine  >  potendo  «estendersi  .anche  all'  .equazioni  degli  ordini  sjOr 
periori  tutto  ciò  ,che  siamo  per  dire . 

Si  abbiano  adunque  le  due  .equazioni 

ayH.MS)H.c(0) 

(1) >  =  x 

a'flH.&'(5)-t-c'(^) 


A^-t.B(g)H.C{0)> 
(a) >  =  .X' 

Se  il  valore  di  (y\)  ^icarato  dalla  seconda  .equazione ,  si  sosti- 
tuisce  nella  prima  t  «avremo  ^u'  equazione  ,di  questa  forma 

ai,^H-.6i.(£)^ci.(g) 
(3) ^  =  Xi. 

Si  difTerenzi  adesso  l'equazione  (3)?  e  si  avrà  -un'  equa- 
zione della  forma 
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^75 


aa.J'H.5a.(^)H.ca.(g)-^ea.(0) 
(4) 5>=X3 

la  questa  equazione-  (4)  sostituendoi  il  valore  di  (f?!^)  ri- 
cavata  dair equaziont^  (a) ,,  avremo»  V  equazione  della  forma 

«3O»-i-A3(g>-hC3^(^.)H-e3.(0) 
(Sì J>=X3. 

LT  cq^aazione  (  5  )  differenziata:  r  e*  sostituito  in  essa  il  va- 
tortì-  di  (j4)^  '^^'o  dair equazioner  (?)>  divenga  di  questa  forma 

(<i) 

Per  mezza  adesso»  delle  equazioni  (3)»(5)>(6)  si  posso- 
no-  eFiminare  le-  quantità  fl  e  (  t^)^  e:  s'  avrà  allora  una  equazio- 
ne lineare  del  quarto»  ordine  fra  le  due*  sole  variabili  x  e  y . 
Si  ricaverà  da  una  tale  equazione  il  valore  di  y ,  il  quale  so- 
stituita in  due  delle'  stesse  equazioni  (3)>(5)>(6),  ed  elimi- 
nando per  mezza  di  esse  {^)y  s*'  avrà  il  valore;^  di  •  senza  nes- 

sona  integrazione.. 

Quanda  i  coefficienti  sona  costanti ,  Y  equazione  risultante 
ha   ancora  essa  i  coefficienti  costanti  ;   anzi  in  questo  caso  se 

anche  X  ,  X'  sono  nulli ,  si  può  far  subito  y  =  Ae    ,  9  =  Ae    .  J", 
«  e  ^  essendo  costanti  da  determinarsi ,    ed  A  una  costante  la 
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quale ,  come  vedremo ,  rest^  arbitraria .  Sostituendo  qnesti  valo- 
ri nelle  equazioni  (  i  )  »  (  5?  ) ,  si  avranno  per  determinare  «  e  ^  Je 
due  equazioni 


a  -^  óa  ^i-  e» 


-^-  (  a  H-  i'«  H'  e 


Ba  -^C«* 


(  A'  ^  ]B'«  H»  G 


dalle  quali  eliminando  ^  si  ha  nn'  equazione  algebraica  del  quar- 
to giado 

(aH-6»-*-c«')(A'H-B'at  H-  CV)  =  (  Ah*B»  h-  C«*) 

(  a'  H-  b'«t  H-  cV  )  )  dalla  quale  $i  ricaverà  il  valore  di  <i . 

.Questa  equazione  avrà  quattro  radici ,  e  perciò  quattro  va- 
lori per  <t  )  che  possiamo  indicare  per  « ,  n' ,  «  ' ,  «  " .  Questi  ci 
daranno  quattro  valori  per  ^  >  che  indichiamo  per  ^  >  ^'  >  ^"  ?  ^'" . 
Avremo  allora  per  y  quest*  espressione  • 


•#        . ,  «.'#        .  „  *"*        .  ,„  «."'« 


y  =  Ae    -i-  A'e     -+.  A"e      h-  A"'e      ,  e  per  fl  quest*  altra 


•  ==  Ae  ^^H.  Ae     .  3^'  h-  A'e      .  ^  H-  A' e    '.  i^' 

Le  lettere  A ,  A' ,  A"  ,  A'"  rappresentano  cjnattro  costanti  ar* 
bitrarie. 

Si  vede  come  potremmo  fare  se  il  numero  delle  equazioni 
fosse  maggiore .  Tutto  passa  nelle  equazioni  differenziali ,  come 
nelle  equazioni  a  differenze  finite . 

Osserviamo  che  se  il  numero  delle  equazioni  date  sarà  in- 
feriore al  numero  delle  variabili  y  ^  ù  ec.  funzioni  di  x  9  allora 
non  potranno  trovarsi  i'  valori  di  esse  ,  e  resteranno  tante  di 
quelle  variabili  al  nostro  arbitrio  9  quante  sono  le  equazioni  di 
meno.  Potremo,  se  ci  piace >  dar  dei  valori  particolari  ad  alcune 
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di  quelle  variabili,  o  completare  il  auoiero  delle  equazioni 9 
con  delle  altre  equazioni  ai'bitrarié  <|ualunqne  9  «ìeckè  siano  tan^ 
te  equazioni  >  «quante  variabili  da  deteraiioarst  ;  <;06Ì  se  «i  aves- 
se 1*  equazione  del  primo  ordiqe  M-i-N(^)r^L(  j?-J  =  o , 

m 

fotrebbesi  .prendere  qualunque  y.alore  per  y.  o  per  d ,  o  in  ge- 
erale  stabilire  un'altra  equazione  qualunque  tra  «^y^ì^  x)n- 
.4e  poterne  ottenere  i  vjalori  ài  y  é^  di  fl ,. 
"^  §•  136.  Se  alcune  /delle  radici  «opo  irnmagiaarie  f  fisse.  ^^ 

iranno  sempre  la  forma  A  ^t-  B\/(  —  i  )  ;  ed  è  noto  ch«  se 
yi  sarà  una  ra<fice  Ai  quella  forina  ^A>*f-^\/  (  —  i  ) ,  ve  ne 
sarà  un'  altra  della  forma  A-^Bv^(~-i)  :  >cosi  Bupponenjdo 

che  r  equazione  proposta  al  §.  127  »  abbia  .alcuke  della  radici^ 

*        ■  • 

.^ae  per  iesempio^  immaginarie)  si  avrà  ■        <•         -     : 

.«  =  A  H-  Bv^(  —  i  ), 
V  =  A  — BV(^i). 

ha.  formula  che  rappresene»  V  integrale  dS.  queD.*  equazione  «  cU- 
verrà 

y  —  -e  fé  dxfe  dxx 

/e'  «'«/ f-:^-.^-     

Ora  è  noto  , ohe   > 

^  =  fiosaìc^v{  —  I  ) .«enBrc;  dunque  sostitocti* 

do ,  avrcóio 

=  -J-e    (co«Ba?*i-y(. —  i)-^«B«)/(cosaB»— V(— ^i)X 


To/n.  //.  ""        "       B  b  b 


■  I 
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Nello  svilappo  di  qn^esta  fórinnla  alenai  degli  immaginar; 
si  4istrqggeraan(>  >  altri .  rimarranno  compresi  nelle  costanti  ar-^ 
l>itrarie  >  e  non  compariranno  che  le  quantità  trascendenti .  -Noi 
non  ci  tratterremo  ^  far  vedere  tatto  questo^  >  essendo  facile  ai 
nostri  Lettori  il  fare  un  tal  calcolo  da  se  medesimi  >  ia  specie  do- 
po avere'  compreso  ciò  che  noi  abbiamo  detto  per  ud  simile  og- 
getto nel  Gap.  Il L  del  Calcolo  delle  DifTerenze  Finite . 

Per  fare  alcun  esempio  delle  cose  dette  di  sopra  »  si  prò» 
ponga  l*equ2t2Ìone 

^~  )-ir9'jf  =f  "^^  ia  esssk  a*  è  ana  contante  >  e  X  fanzionG 

onde 

•  valori  di  pt«»«  ia      . 

y  =  ±e'7e^*'  — ^'d*/^cfar,  si  avrà 

y  ■=  e  fé  .         dxfe  ^l^x ^  ^Ckinte^na." 


•     •     • 


do  per  parti 


giungendo  ora  a  ciascua  segno  sommatorìo  una  co^t^t^  arb^ira> 
^  ria,  9tterreniji  .     .         , 

Xda? H-  '^^QÙ'J^^'^'^ "' ^'  ' ' ^*=^*  *^  mottmdo,  secondo 


»   f 
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ciò  che  si  è  detto  ^sopra  «  gV  immajg^narj  in  ig^uastità  trasceodeii' 
ti  >  si  avirà  dopo  ^averne  latta  Ja  ridazione , 

jf  =  (  jC  HÌ-  C^  )  cos  tìa?ri-{Cl'  —  1CÌ)V(  —  i).  séh  àx  — 

'JLf^fvimax .  3W«  H-  ?3J*fcos  aà  .  Xdx  ;  4°^»  espres^ 
sione  (  mntandovi  la  forma  delle  .costanti  )  >  diviene 


Acos  ax  H-  35e«<a» 


€OtMX 


a 


fsen  ax .  Xd[a? 


jg»  <*  -y 


fcos  (zx .  Xdx  i  fihe  ìs  Y  intejgrale  ^mpleto  della  proposta . 


■•• 


t        \ 


«  •  »  • 


♦       *       .       •       . 
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c 


A 


P. 


«       • 


4, ,*         il 


i     ^      ,    .    ■   .  . 


•    l 


•*  ■ 


I>«ZZ'  Integrazione   deir  Equazioni^  Lineari 


»  .'•.► 


A«  J 


ai  Differenziali  Parziali. 


§••  '3T-  ^<-^E  per  z  si  rappresenta  una^  funzione  delle  due 
Variabili  co  ^  y  ^  chiamasi  Equazione  Lineare  a  Differenziale 
Parziali  un'  equazione  nella  quale  tanta  la  funzione  z  che  le 
sne?  differenziali  parziali  non  sono*  elevate  al  di  là  della  prima 
potenza.  L'  ordine  poi  di  una  tale  equazione  è  dato  dalla  piùi 
alta  differenziale  parziale  che  in  essa'  si  trova . 

Ecca  la  forma  generale  di  un'  eq^uazione  a  differenziali  par- 

ziali  dcir  ordine  n        ,  e  lineare 


Az 


•        •        •        •        • 


V  f  dz 


^«' 


<{*s 


•<••••• 


F( 


<r« 


4fcr« 


) 


***  *    V  j«»-iv-  ) 


•      •-••*♦ 


</*"  -  Vjr' 


»         • 


•  ^ 


-t-P^-'C 


rfV 


) 


V. 
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Tratteremo  in  qu€Sto  Capitolo  dell'  integrazione  di  (ali  e- 
^nazioni . 

Incominciamo  dal  :  considerare  il  caso  9  in  cai  i  coefficienti 
sono  costanti  ed  il  secondo  membro  è  nnllo,  e  proponiamoci 
r  equazione  del  primo  ordine 

Az  H-  B(^)  H-  B'(  ~)=  a;  anderemo  in  segriito  agli  ordini 

superiori . 

Per  integrare  una  tale  equazione  facciamo^ 

z  =  Ce**     ^  y  essendo  Gra%^  costanti  da  determinarsi .  Que- 
sta supposizione  ci  dà 

Sostituiamo  ^csfi  valori  di  a>  (^)  >(^)  nella  proposta-, 

OLX  ■!'  6y 

ed  avremo,  dopo  averla  divisa  per  Ce  , 

A  H*  Bds  H^  S'^  =  o  .    La  costante  G  resterà  arbitraria  >  e  del- 

le  due  quantità  a ,  /B   se  ne    deterariaerà  una   per  V  altra  che 
rimarrà  al  nostro  arbitrio . 

Determinando  0  per  « ,  e  facendo  —  :^  =  a,  —  v-  ==  ^r 


S   / 


s?  avrà  /3  =  a  H^  &«  . 

Soddisfarà  dunque  alla  proposta  equazione 

«  =  Ce  =  tie    .e  ,   essendo  C  ed   «  due* 

costanti  arbitrarie.  Questa  espressione  di  z  è,  secondo  eia  che 
abbiamo  detto  al  §.  1 1 8. ,  V  integrale  completo  di 


Aa^B('-5)-hB'(?)  =  a. 

Ma  possiamo  invece  delle  due  costanti  arbitrarie  introdtìr- 
re  nelV  integrale  una  funzione  arbitraria  per  mezzo  delV  artifi- 
zio spiegato  al  §.  113;  avremo  allora  T  integrale  completato 
con  una  funzione  arbitraria  ^  come' abbiam  détto  al  §.  121. 

Infatti  facciamo  G  =:  ^(a);  fed*  avremo  per  determinare"  « , 
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(s)-Kv^)(S)*=e,estehdo(«.  143) 


F  =  4;  — p{0). ^^ •  /^''^'^'^ ^ùn^ùè  sóStirtjfcttao  ti«  F  il  suo 
valoTiB  safà 

ovyerp 

Quest*  tultiina  cquaziófie  ti  dice  che  èc  •^by  è  una  iuùzìè- 
ne  di  .a ,  senza  d'  altr*  onde  nulla  pronuai^iare  sopra  la  «itara 
ài  questa  /unzione:  sarà  perciò  .viceversa  ^anche  a  una  funzior 

ne  indeterminata  di  x  h*  ]by  :  ^egualmente  sarà  ^(«)  .,e 

una  funzione  ind.eterminata  T(  ^  ^  ^J'  )  di  a:  H-  hy  i  ,^arà  dfcia- 


quB  ij  =t: ,c*' '^{io  ^f>y)   V  integrale  complete  della  detta  e- 
quazione  9  e  T(.*H-^y)   indicherà  la  /unzione  arbitraria  chp 

lo  completa  • 

Si  può  giungere  a  quest' vittimo  risultato  xiori  un  altro  ttife- 
todo ,  di  cui  abbiamo  fatto  uso  nel  calcpk)  delle  diflfercHKe  fi- 
nite al  ]§.  85  jt  i^r  r  idNtgraziotie  ^deir  equazioni  «idi^èrenze  fi- 
nite e  parziali . 

Sje  noi  jn^lichiamo  per  Q  ^m  ;  C"  i  «".;  G"' ,  et"  ec.^.  altret- 
tante costanti  arbitrarie  diverse  dà  G,  A,  soddisfarà  a  i^uellVe- 
quazione  ^on  solo  '  '' 

€  =  Cj  .e    .6  ,  ma  .»icora 

ec./  .ce.  .      '    •     • 

£d  «.essendo  'lineare  f  equazione  da   integral'sì ,   àncli6  If 
.omma  di   ^aeste  espressioni .  vi  Soddisfarà  \  duiiqbe 
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sarà  r  integrale  di  Az  ^  B(g)  h-  B'(g)  =  o:  ora  abbìam  di- 


t^AU' 


mostrato  al  luogo  citato  che  T  espressione  C^  H*  Cfi'^^  G'^ 

ec.  ^  nella  qnale  C  ^  /?  >  C  ,  /&'  ec. ,,  sono  costanti  arbitrapie  >  e 
che  è  composta  dt  un  nnmero  infinito  di  termini  ^  può  sempre 
supporsi  eguale  ad  una  funzione  qualunque  arbitraria  ^^  di  «> 
dunque  potremo  sempre  j^txdeiQ  ^(x  -4*  ^  )  per 

ec.  x  ^  perciò  sarà  z  ==  e    p{x  ^.  ^.)  y  come  sopra . 

D*  ora  ìq  avanti  pertanto  >  quando  negH  integrali  detle  e- 

guazioni  lineari  troveremo  dei  termini  di  questa  forma  P  •  Ce  » 
e^oda  u  una  qu3Atit9  variabile  conps/^ipta  ed  o(.^  G  due  QO- 
stanti  arbitrarie >  porremo  inyece  di  Cfssi  P-f(2/))(  indicando 
per  ^(z^)  una  fuQ;pione  ^bitrari^r  di  zr. 

§.  138L  Per  r  e^uazioae  dcfl  sfondo  ordine 


rtl   d*te 


^Kt^) 


sostitiModot. 


do  per  Ce        '  »  ayx«Qici  &a.  «  e  ^  qpusaiC 
do  grado 


A^nlU   -*•]&»* 


B'Ph-E 


Sia  prìoiieraaxcQte  rìsolabile  ia  due  fattori  di  primo  grado  ^ 


V 

■ 
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5*  —  a ,  1^  —y-b»  —  a' ,  ed  ayreiUQ  allor?  p  =  a  «-4-  2^ ,  fl  pk 

a   -1-  O  4t  • 

Questi  due  valori  di  /3  ci  <daapo  due  valori  per  z ,  cioè 

jz;  =  Ce    .  tf  ''   ,  ;5  =  Ce     .  e  ^  ;  per  C  >  «'  mcji- 

chiamo  due  altre  costanti   arbitrarie  diverse  da  C  »  ^ . 

Anche  la  somma  di  questi  due  valori  di  z  soddisfarà  al|9 
proposta  9  e  s^ 

^  ==  e    •  ije  H*  e     •  i-i  e 

Ora  pouiaoio^  secondo  ciò  .che  abbiam  detto  al  §.  ante* 
cedente ,  . 

^{ec  H-  &j^)  ptì:  Ce  -^S  e  p  {oo  s-  />>)  pe^  Ce    .  * 

ed  avremo  T  integrale  coiupletp  della  proposta  rappresento  di 

%z=i  e    q>{x  ^  by)  h-  e     .  ({f{x  h-  b'y)^  essendo  pi^x  h-  5y )^ 

p'{x  ^b'y)  due  funzioni  arbitrarie. 

Quando  la  risoluzióne  della  suddetta  equazione  in  due  fat- 
tori di  primo  grado  non  ha  luogo ,  allora  V  integrale  non  ha 
più  quella  ìqtvì^  . 

Supponiamo  dcinque  cbe  si  ^bbìa  /^  3=  M  ;  ^  =  MS  .es- 
sendo M,  M'  due  quantità  composte  in  qualunque  maniera  di 
M  e  dei  coefficienti  dell'  equazione  >  di  modo  che  sìa  la  detta 
equazione  eguale  al  prodotto  (^  —  M)  (/3  —  M'):  avremo 
allora 

55  =  Ce**"*^  ^ !,  2;  =2  Ce**       ^^  ed  andie 

\z  =  Ce  H-  <-•  e  :  questa  espressione  di  z  contiene 

quattro  costanti  arbitrarie  diverse  ,  essendo  in  nostro  arbitrio 
prendere  le  costanti  del  secondo  termine  diverse  da  .qnelle  del 
primo . 

Se  ora  ^i  suppone  che  là  quantità  e^  ridotta  *  in  sèrie  se» 
condo  le  potenze  intiere  di  a ,  sia 

e**'  =  T  H-  Ta  H-  TV  H-  T''a'  ^  ea  ^  iiella  quale   T ,  T , 


T"  ec.  >  sonp  fqnzioni  ^ì  y  ^  avremo 
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Ce*'  •*•  *•'  =  T .  Ce*'  h-  T  .  Ce*' .  «  H-  T"  .  Ce*'  .  «'  ^  ce  ; 


ma  ponendo  <|>(a?)  invece  idi  Ce*',  dovrà  porsi  (^^)  per 
Ce**..  « ,  (^-^r^)  per  Ce**  .V  ee. ,  rdunqae 

Ce*'"*''^^.=T^(a:).-i.r(^^).H.  T"(^^)^'T"',(^)h.  ec. 
^Nella  stessa  ^maniera  .troveremo 

Ce*'"*"*'-' =Ti  ,.<p{x)  ^  T'i .  (l:^^(£)).H.T".i  ..(i^i^)  h-  ec. 

essendo  Ti  ,  T'i  ec.  >  i  coefficienti  .dello  sviluppo  ;di  .e      . 

L'  integrale  ^dunque   completato  con  ^ue  /unzioni  ;arbitra- 
rie  9  sarà 

»=    T^C»)    .H-     r(^V)-+    T' (  ^?l  )  H- ec. 
.-!•  Ti  . ^-C») -(-Ti  . (*^)  -*-  T'i.. (^-!gi')  -+  eo. 

■Questo  avrà  .iin  numero  .infinito  di  termini  ^  se  i  coefficienti  rdi 
queste  serie  non  si  annullano  dopo  un  certo  .numero  di  essi  »  o 
6e  non  si  dà  alla  funzione  una  forma  determinata  9  la  quale  .ab- 
bia i  differenziali  di  un  certo  ordine  ^eguali  a  .zero  f^<i  )  « 

70772.  //.  G  e  e 


(a)  Questo  metodo  che  è  generalizzato  in  seguito  per   qualunque  or« 

dine  ,   fu   da  me    pubblk^ato   nel   Calcolo   Integrale   dell' Equazioni  Lineari 

• 

nel  1798.  il  vi  ,ò  la  formula  dell*  integrale  .delf  ordine  h  .espresso  in  s»- 
rie  ordinate  cper  i  differc^nzìali  .delle  fuosìoni  arbitrarie .  Riguardo  a  questa 
dottrina  il  -C.  jProf•^F«aoli  in  una  sua  Memoria  inserita  .nel  Tomo  .dieci  del- 
la Società  italiana  dell*  Anno  1803  »  volendo  dimostrare  l' inesattezza  di  un 
ragionamento  di  La -Place  .relativo  all'  integrazione  dell*  Equazioni  Lineari 
a  Differenziali  Parziali  del  /secondo  ordine  ,  soggiunge  aver  osservato  poter- 
si ottenere  f  .integrale  .di  cqmlle  equazioni ,  volute  da  La -Place  inintegrìi- 
bili ,  per  mezzo  <di  .una  rSerie  che  proceda  secondo  i  differenziali  di  a- 
na  funzione  arbitraria;  ed  in  quella  Memoria»  destinata  ad  un  tale  og- 
getto »  ne  dà  degli  esempj .  11  :Sig.  La-Croix  nel  suo  terzo  Volume  pag.  580» 
cita  la  medesima  osservazione  del  Prof.  Paoli  »  che  dice  i  essere  anche  stata 
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Se  invece  di  determinare  /3  per  «  avessimo  determinato  m 
per  py  avremmo  trovati  gV  integrali  delle  equazioni  sotto  forme 
diverse  in  apparenza  y  ma  in  sostanza  le  medesime  . 

Nel  caso  infatti  in  cui  V  equazione  e  resolubilc  in  due  fat- 
tori di  primo  grado  >.  s*  avrebbe 

*  =  -f  ~-,  «  =  ~-^~-,  e  perciò 

s  =  de         .€  ,  z  =»  ij  e         .  e  ,  ovvero- 

a  =5  Ce         .e  -h Ce         .e  ,.  ch«  si  trasfor- 

ma io- 

a.  a'- 

«  =  e    *    .  Y(^  H-  t)  ^'*'        ''^  C J'  "<•  ir) >  essendo*,  *'dne- 

funzioni-  arbitrarie .. 

Ora  r  integrale  ottenuto  con* la  determinazione  di  /3*per  «  >  è- 

e'^(p(x  -j-  Sy)  -i-  e     <p'{x  -hi'j')  >   e  questo-  potrà   facil- 


z  = 

mente  ridarsi  all'  altro  . 


Facciamo.  p(.x  ^  by)=   *^*~*-^y'.  ^   ed  ir  primo   termine 


e 


dì  quest'  integrale  >  sarà 


e    (p(x  ^  by)  ==  T(a;  -h  ij^) =  Y(arH-6y:)e 

nella   stessa,  maniera   troveremo  il   secondo   termine   eguale    ad 


-T^ 


T'(arH-&>);  dunque- 


fatta  da  Diot; .  Spiacemi  che  qnel  mio  Libro  citato  altrove  dallo  stesso  La - 
Crolx  e  staaipato  a  Firenze,  non  fosse  capitato  ia  mano  di  alcuno  dei  sul- 
lodaù  Geometri  ali*  epoca  dei  loro  lavori. 
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z  =  e    *    '^{<xi^hy)^e        y' («? -j- &>),  ovvero  .dividen- 
do per  b  la  quantità  x  '^by  t 


Z> 


§.  1 39.  Facendo  egualmente  2  =  Ce  *      '''in  un*  equazio- 


ne dell*  ordine  n  '     >  avremo  fra  a  e  j3  quest*  equazione  alge- 


esim» 


braica  dell'  n        grado 


1 


0:: 


^ 


\ 


F"^/3"       I 


non  solo  dnnqne  rimarrà  indeterqiìaata  G ,  ma  ancora  nna  del- 
le due*  AB  )  |3  . 

Snpponi^mo  primier?imente  che  quest'  equazione  algebraica 
sìa  risolubile  ia  n  fattori  di  prioio  grado  ^  e  si  abbia  per  fi  que- 
sti n  valori 

p  =  i«  H-  a  ;  ^'  =  5>  H-  a' }  i3"  =  i"«  ^  a"  ec.  ;  i3^*"^^^  « 


Avremo  ancora  per  z  n  espressioni  j  cioè 

5;=  e    .  Ce  ,  i5  =  ^     .  C  e  ^c.  -, 

a  =  e  .Ce  ,  la  somma  delle 

quali  soddis&rà  alla  proposta  :  avremo-  dunque 
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=  e" .  Ce*"-*''»  H-  e*"' .  Ce*'"  ■"*>' 


Qaest'  ultima  espressione,  contiene:  un  numero,  an.  di  costan-^ 
ti  arbitrarie  diverse. 

Introducendo,  ora.  le:  fnnzìoni  arbitrarie  >.  avremo 

z>=e    ^{«-i-Jy)-i-e    ^'(«-t>5»H-e     f"(*H-6'!y)H- 


•  •   *. 


per  espcimere^  T  ìntegrale^  della  proposta  r  completato^  con  un  nu« 
xueroi  II:  di  funzioni,  arbitrarie  p^  p'yp'  ea>.  delle  quantità,  che 
sona  respettivamente  fra  le  loro:  parentesi . 

Supponiamo7  che  T  equuzione-  noa  contengai  altrot  che  le  dif- 


ferenziali.  il       .  Sia:  cioè; 


allora  1*  equazione  fra.  «  e  /3 ,  sarà; 

e  dividendo^  tutta.  V  equazione  per  «T ,  si  avrà. 

jr  -Ir  x:  —  -j- 1:    _  i^  .  . -i*  i^    — — 


=  o.. 

Siano-  b  ,  &'  ,6''  ec  9  6.*         gli  n:  valori  di  —  y  cioè;  le  «: 

radici  di  questa!  equazione  r  ed.  allora,  i.  fattori  nel  quali:  sarà, 
risolubire,  diverranno^  ^ 

Essendo^  dunque  zero  le  quantità.  ar>  a'  r^'  ec.  ^  V  integra- 
le completa  della  nostra  equazione  sarà  quello^  trovato^  sopra , 
purché  vi  si  faccia  a  =  a.  =  a'=  ec  ==  o  :.  sarà,  dunque 
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tÌtM0 


Qaando  queir  equazione-  algebraica  del  grado  n  non  è 
iisolnbìle  in  fattori  di  primo  grado  y  V  integrale  non  sì  pnò , 
generaimenté  parlando  r  avere  espressa  io.  termini  finiti  yx  ma  po- 
trà sempre  esprimersi  per  le  serie .. 

Siana  infatti  M ,  M' ^M'%  M"', M^•"'^  gli  /i  va- 

lori  qualunque,  di:  /3  datr  in.  »  dalla,  risoluzione:  delia,  suddetta 
equazione  ::  avremo>  allora. 

2i=.  Ce"'-*- "^  -4.  Ce*'' -^  **''  H-  C^'e'"'-*'''"''  H- H- 


Ce-  i, 

che  soddisfarà,  alla,  proposta  »,  e  contendi  nn:  namero'  a/r  di  co- 
santi. G ,  « ,  C ,  «  ,  C ,  «"  ec  y  arbitrarie  diverse .. 

Se;  ora.  ridociamo.  ia.  serie,  ordinate;  per  le;  potenze-  intiere 

OL  a ,  «  ec. ,.  respettivamentc  ]t,  le.  quantint  e  .  >.  e      »,  e       ec  » 
et-  SQppoaiamo; 


ef^  =  T   ^  Tu; 

* 

H- 

rV       H-ec; 

e*''  =  TiH.Ti'. 

.  »  •+ 

.TL'.«:'rt-ec^ 

• 
• 

ec: ,,  avrema 

k 

« 

a=T;   .Ce*'  H 

1.  T'" 

.  Ce       .  a  H—  T 

•  Ce       •  «* 

• 

H-Ti  .C'e*'*'H 

-Ti' 

.  Ce*"  .  »'  H-  Ti" 

• 

.de      .«. 

HT-Ta:.C''e*"'-* 

-Tar 

..C'e*"'.«:'^Ta:' 

ec. 


ec. 


ec: 


Sostituendo,  in:  seguito;  ^  («y„  (^^^)  ec.',,per  Ce**",  Ce*** ce; 
^' (a?)  ,^  (^ì ))  ec.  »;  pet:  Ce*'* ,  Ce*'* «  ec.  ».  ea ,  si  avrà 
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^  Ti  .  ^'<a?)  H- Ti' .<^^)  H- Ti"  .  (^(-^) -h  «e 


^*      '      •  ^      dx' 


T» .  (6-'(^),H-  Ta'.  {S"-iiJ)  ^  T?" .  (£?^)  H-  eq 


d*     /     '       f^       ^     <<»• 


-+T(»  -  I  ).«,'—"(«)  hI  T(»  _  .  )' .  (iìlrilifi)-^ 

e  questo  è  V  integr^ile  della  proposta  dotato  di  imi  numero  ;ri  4> 
funzioni  arbitrarie  p(x)j(p\x)éc.  \ 

Se  le  quantità  M ,  M'  ec. ,  sono  tali ,  che  nello   sviluppo 

.di  e     y  e      €C.  9   si  trovinp  le  potenze  negativje  di  a  9  allora 
nelle   serie   esprimenti   i  valori  di  Ce  ^  y  Ce  *       ^  ec.  > 

troveremo  dei  tcrmmi  come  T       .  C«      .  e    ;  T  .  Ce    X 

jT    ec.^)  i  quali  >  quando  Ce      è   rappresentato  da  ^(^)>  sa- 

ranno  rappresentati  da  x      ./<f «  •  ^  (^  )  »  T  ./dxfdx .  $  j[x) , 

ovvero  T  f*dx*.'<p{x)  ec. 

Sia  per  esempio  I*.  equazione  da  integrarsi 


•Facendo  aj  solito  z  aq^'^Ce**"*"  *'',  avremo  tra  a  e  |3  quest* 
equazione  algebraioa'  .        '  ' 

A-i-B^fi^  rf*'^*  -4- -{•  ?«"^"  =  0 

la  quale  dà  n  valori  per  a/3  :  siano  questi  valori  a  ,  a  '  >  a  "  ec 
a      ,  ed  avremo 
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p  = 

«Ir 

>   • 

sarà 

quindi 

z  = 

kC 

•-     •      •      •  •    •      •      • 


^='-. 


d" 


e  -h  ec 

— y 

Ora  rìducendo  in  serie  la  quantità  e*    ,  abbiamo 
e      =  L  -f.  <2!^|^:?-.^  H^  -^-^-7  H-  ec.  ; 

a      •    a.  et*     •    2.3.»» 

dunque  il  primo  termine  dell'  espressione  di  2; ,  sarà 

Ce  =  Ce     H-aj'.Ce    «      H — ^ .  C*e    a      H- ec; 


2* 


e  perciò 


Ce        *    =  (})(a?)  ^  ayfdx.p{x)  ^tJLf'dx' .  (p (x)  H- 


^»i;wJ 


2.3  '^  ^  ^    -^    • 

Egualmente  ogni  altro  termine  dì-  z  j  ci  darà  una  serie  si- 
mile,  e  s'  avrà  V  integrale  espresso  per  un  numero  n  di  serie, 
ciascuna  delle  quali  contiene  una  funzione  arbitraria;  e  qui  os- 
serveremo ,  che  il  numero-  delle  funzioni  arbitrarie  è  la  metà 
deir  ordine  dell'  equazione  differenziale  ;  in  generale  il  numero 
dèlie  funzioni  arbitrarie  è  eguale  al  numero  dei  valori  di  p: 

Se  alcune  delle  quantità  M ,  M'  ec.  non  contengono  u  9  al- 
lora le  serie  che  tali  quantità  portano  nel!'  integrale  >  non  han- 
no che  i  primi  termini ,  mancando  tutti  quei  che  contengono  la 
quantità  «;  tali  primi  termini  sono  della  forma  T<p( a?)  e  T  in-, 
tegrale>  rimane  sempre  completato  con  un  numero  n  di  funzio- 
ni arbitrarie  • 

Determinando  |3  per  «  si  hanno  tanti  valori  diversi  per  /3, 
quante  unità  ha  la  massima  potenza  di  /3  ;  e  determinando  «  per 
^  si  hanno  tanti  valori  diversi  per  a ,  quante  unità  contiene  la 
massima-  potenza  di  a  .  Ora  può  accadere  che   nell'  equazione 
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Va  ix  e  (3  9.  la  massima  potenza  .di  P  ^sia  .minore  della  massima 
potenza  xii  «,  (  ciò  che  segue  quando  n^ir , equazione  difFeren* 
ziale  r  ordine  della  più  dita  differenziale  di  z  per  rapporto  ad 
y  è  minore  di  quello  della  piii  alta  differenziale  rapporto  zd  x  )^ 
allora  si  hanno  per  /3  meno  valori  di  quello,  che  sia  T  ordine 
deir.equazioae^  e  nell'integrale  viene  un  minor  numero j<li  fun- 
zioni arbitrarie .  In  questo  caso  basterà  prendere  i  valori  .di  ^ 
determinati  per  |3  e  .cercare  Y  integrale  ^  .operando  per  a  ^coroe 
abbiamo  iatto  per  fi  . 

Può  accadere  non  ostante,  cbe  V  integraile  non  abbia  tante 
funzioni  arbitrarie  >  ^  quante  si  richiedono  perdessero  completo^ 
e  questo  segue  ogni  qual  volta  la  massima  potenza  di  una  del- 
le quantità  a  e  fi  h  minore  dell'  ordine  dell'  equazione  differen- 
ziale 9  ciò  che  appunto  accadeva  neir  equazione  qui  sopra  in- 


tegrata . 


tstmù 


Quando  il  secondo  membro  dell',  equazione  differenziale  in- 
vece di  essere  nullo,  fosse  X  H-  Y  ,  essendo  X  ,  Y  respetti va- 
mente  funzioni  di  a?  e  di  j^ ,  se  ne  potrebbe  egualmente  avere 
r  integrazione . 

Si  farebbe  ,in  questo  ,caso  z  =  Ce**^  '^-^  F(^)  H-  ^{yl 

essendo  F(a;).,  ^{y)  due  funzioni  di  x  e  dì  y  Ad,  determinar- 
si ;  sostituendo  in  .seguito  tanto  il  valore  di  z,  che  delle  sue 
iifferenziali  parziali  nella  proposta  ,  avremmo  fra  «  e  /3  la  stes- 
sa equazione  algebraica ,  e  per  determinar  quelle  funzionicele  due 

equazioni  .differenziali  dell'  ordine  n 

che  noi  abbiamo  insegnato  ad  integrare  nel  Capitolo  antecedente. 

L' integrale  .dunque  dell'  equazione  lineave   a  differenziali 

» 

parziali  deir  ordine  ,72  a  coefficienti, co^s^pti  col  secondo  mem- 
bro eguale  ad  X  H-  Y ,  .sarà  queHo  ^stesso  che  abbiamo  trovato 
per  il  caso , del  secondo  membro  nullo,  aumentato  di  F(a7) 

FU). 


s 


_        I  ■      M" 
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^^uest^  integrale  per  tanto  conterrà  un  numero  4n  di  costan- 
jti  arbiti:arie  >  ovvero  un  numero  n  di  funzioni  arbitrarie,  ed 
un  numero  a/z  di  costauti  »  poiché  Y  espressioni  che  troveremo 
per  F(a?),  ^{y)9  contengono  ciascuna  un  numero  n  di  co- 
ntanti arbitrarie . 

1^.  14Q.  Allorquando  alcuni  valori  di  /3  sono  eguali,  alcu-*^ 

ne  dèlie  serie  rappresentanti  e  ,  e  "^  ec.  >  hanno  i  medesimi 
coefficienti ,  e  scema  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie  che  en- 
trano neir  integrale:  supponiamo  infatti  che  M  =  M^,  i  coef- 
ficienti allora  T^TyT'  ec,.  saranno  li  stessi  che  Ti^Ti', 
Ti''  ec,  .e  perciò  le  prime  due  serie  dell' integrale 

•  * 

:p'(a?)H-Ti'.(^^)-f.  ce 
€i  ridorranao  ad  una  sola 

L'  aggregato  di  .due  funzioni  arbitrarie  non  paò  tener  luo- 
go e  rappresentare  che  una  sola  funzione  arbitraria  ;  dunque 
cangiando  la  forma  delle  funzioni.,  cioè  facendo  p{cc)  H-^'(^)  === 
Y(a7)  (  indicando  per  'V{x)  una  nuova  funzione  arbitraria  )  le 
due  serie  diverranno  una  sola 

Tt(«?)H.  T'{^^)  H.  T"(^'J)  H.  ee. 

In  questo  casp  V  integrale  conterrà  una  funzione  arbitraria  di 
meno . 

Per  ricondurre  r  integrale  a  contenere  lo  stesso  numero  di 
funzioni,  adopreremo  un  metodo  analogo  a  quello  di  cui  abbiam 
fatto  uso  ael  Capitolo  antecedente  per  i  simili  casi  delF  equa- 
zioni differenziali.. 

Avvertiamo  che  d'  ora  in  avanti,  nella  supposizione  di  2  = 

Ce  .  tralascieremo  la  costante  G ,  giacché  essa  svaniva  nel- 

la sostituzione  della  funzione  arbitraria,  e  sostituiremo  ^{x)  per 

Tom.  Il  Ddd 


/ 

/- 
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e  ;  così  la  lettera  C  che  non  compariva  nei  coefficienti  dell*  e-^ 
quazione  per  non  arrecar  confasione ,  vi  sarà  di  nnovo  ;  quan- 
do la  vorremo,  adoprare  come  costante  arbitraria,:  lo  direma. 

Sostituendo  z.  =r  e-  nell*  equazione 

r 


si  ha. 


I 

I 

t: 

',- I 


i 


1.  '* 


A  H*  Btf:  H*  C«*    H*-  .  •    •    •    -  .    .   /  .  .    -4-  Pa"  \ 


.•1 


C"^?H- H-PV    pr^ 


la  quale;  ordinatai  secondo^  le  potenze  di  /3 ,.  diyiene; 

(i)  ......  .  /3»  (  A  H-.  B«  •^  C«*  H., .  .  .  r".  .  .  .  -j.  P«'H- 


sponcnti 


(B'H-C'i-i-.  . H-P«     •)0h-.(:^"h H- 

PV*)^*  h-  .  ^  .....  .  .  H-  P«^.  =*o'. 

Se  si  moltiplicane  i  termini  di  questa,  equazione  perigli  e- 
mti  di  |3f  e  si  divìde  per  fi  tutta  T' equazione ,.  avremo 
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(a) (B  s-  C-à  H-  .... ... . .  H- PV    '3  -t-  a(G" 


•  •   • 


e  le  radici  della  prima  eqqst^óne  .{ 1  )  essendo  i  limiti  delle 
radici  dell', equazione  (a))  ne[  segue  che  nel  .caso  di  due  >valO' 
ri  per  0  egqali ,  nno  ,di  qne^fMSoddisfarà  .nel  medesimo  tempo 
a  queste  dne  ^eqnaziooi .(  i  ),i  («-)  » 

Se  ora  la  prima  .equaziome  moltiplicata  per  y  s*  raggiunge 
all'equazione  (a),  s'avrà  l'equazione  (3) 

(3)  ..  ..  .(A-:^B*^O.^H- ^POj'H-.(J3'h. 


•  •  •  "• 


f/#  «  —  3 


H-FV    '•)(^!r.H-3^')H- 


P(»),^»  -.«  —  fv 


/  . 


:«  uno  dei  valori  .egnali  di  |3  soddisfarà  nel  inedesimo  tempo  .al- 
le dae  equazioni  (i  )  v(  3  )  • 

Per  .tanto >  <qualunqne  funzione  .di  x^y  e  àixmo  di  quei  va- 
lori eguali  di  /3,  la  quale  sostituita  biella  proposta  invece  .di  Zj 
la  trasformi  neir  equazione  (3) ,  sarà  un  nuovo  integrale  cdelJa 
proposta  medesima . 

Prendiamo  :z  :=:ye         ^  ^  ed  avremo  in  generale 

•  «  •  • 

t 

6  se  si  sostituiscono  x  valori  della  ,z  e  dei  suoi  differenziali 
nella  proposta,  la  ridurremo  appunto  all' requazione  (3);  dun- 
que nel  caso  di  due  radici  regnali  >  soddisfa  alla  proposta  ancora 

z  :=  ye  9  Oltre  a  z  =  e  ;  se  dunque  ijucsto  secon- 

'  dd  valore  di  z  era  rappresentato  dalla  serie  *  * 


"*■ 


/ 
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r  altro  sarà  rappresentato  da  questa  istessa  serie  moltiplicata  per 
y\  e  prendendo  allora  una  divèrsa  funzione  arbitraria  ^'( a?) 
della  X  >  sarà  il  nuovo  integrale 

e  così  queste  due  serie  prese  in  luogo  delle  prime  due  ^  le  quar 
li  nel  caso  delle  radici  eguali  diventavano  una  sola  ^  riporteranr 
XK>  r  integrale  allo  stesso  numero  di  funzioni  arbitrarie. 

Siccome  quando  si  hanno  due  valori  di  ^  iu  «b>  eguali  tra 
loro,  se  ne.  hanno  viceversa  due  eguali  di  et  in  /3  >  perciò  or- 
dinando per  »  r  equazione  fra  #  e  j5 ,  e  facendo  il  medesimo 
ragionamento  i  si  troverà  che  soddisfa  ancora  alla  proposta  T  e- 
spressione 

j&  =  a?e  5  e  perciò  si  può  prendere  anche  per  esprimer© 

uno  degli  integrali  particolari  della  proposta ,  la  sèrie 

« 


che  potrebbe  egualmente  servire  a  ricomplet^re  V  integrale . 

S^e  i  valori  di  /3  eguali   sono  tre  di   numero,    moltiplican- 
do r  equazione  (  2  )  per  i  suoi  esponenti  >  e  dividendola  per  ^  ^ 

diviene 

2(C'  H- : H-  r/'"')^  -^ -¥ 


c  dalla  Teorìa  dei  limiti  ristilta,  che  uno  dei  tre  valori  eguali 
di  ^  soddisfa  nel  medesimo  tempo  alle  equazioni  (1)9(2),  ed 
a  quest'  ultima .  Se  ora  si  moltiplica  per  y^  T  equazione  (  i  )  r 
per-^  r  equazione  (2),  e  si  aggiungono  a  quest*  ultima  medesi- 
ma ,  avremo  una  equazione  (  4  ) 

(4) (A  H-  B«  ^  • H-  P«")/>h(B'^t. 

C«  H- H-  F/""')  (P/  ^  3j^)  ^  (  C  H- 

H-  pV"^)  ( py  H-  2^;^  -h  I  )  ^' -i* 

(^J'H'/^P        .ayH-^C'*  —  «)*^        )  =  o> 
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ed  una  delle  radici  eguali  soddisfarà  alle  equazioni  (  i  )>( 5)^(4) • 
Se  danqne  si  trova  per    z   una  tale  ej^pressione,    la   qua- 
le sostituita    nella  proposta,  la  trasformi  nell' equazione  (  4 ) , 
questa  sarà  un   nuovo  integrale,  particolare  ..  Prendiamo  z  zrz 

y'e  >  essendo  /3  una  di  quelle  radici  ^egnali  y  e  sostituiamo 

il  valore  di  z  e  delle  sue  di^erenziali  nelta  profiosta  >  essa  si 
cangierà  nella  equazione  (4);  sarà  perciò  una- tale  espressione 
di  z  un  nuovo  intejgrale  paiticolare  ^  così  nel  caso  di  tre  radi- 

ci  eguali  s^  avranno  ,'  Oltre  V  espressione  a  =^  e  **      '  ^  te  due 

■      .    •   • 

espressioni  z  =  ye  j  z.:=y  e  >le  quali  tutte  sQoat- 

sfaranno  alla  proposta  :  0  h  una  di  quelle  radici  eguali  ;  dunque 
invece  delle  prime  tre  serie  deir  integrale ,  le  quali  si  ridurreb- 
bero ad  una  sola  ^  si  prenderanno  quéste  qui 

<pix)^T    iJ^f.)^T'^    .(j^)H.ce. 


m 

e  r  integrale  rimarrà  completo  • 

Quando  si  hanno  tre  valori  eguali  di  |3  in  f?»  se  ne  han- 
no parimente  tre  eguali  di  «1  in  /3)  e  perciò  ragionando  per  a 
come  per  0  9  avremo  ancora  per  sodd^fare  all'  equazione  diffe- 

renziale^  Je  due  espressioni  z:=sare  ^2s=ìim  ile 


quali  portano  le  due  serie  '     '     j 

"Vm  ,(p'  {x)'^Tx  .(^(£Ì)H-cc., 

che  potranno  cgnalmente  servire,  per  completare  gì*  integrali  in- 
vece di  qnelle  aaoprate  snperiorhiente  :  naa  nel  caso  di  tre  ra- 
dici egaali  si  può  avere  anche  un  altro  integrale  particolare  ci- 
tre  quelli  trovati . 
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So  dopo  avere  ordinata  1*  equazione  seconda  le  potenze  4i 
» ,  si  moltiplicano  i  snoi  «termini  per  gli  esponenti  che  vi  ia 
questa  quantità,  e,  si  di  vide  peir«,  s'avrà  questa  eqnazione  (  a  Y 

W •  .  {B^;CA•^D"r  H-  .  ....  .  ,  ....  .  .  H- 

pt'^'y-'j.^g^DH-E'^H-     . ^ 


P      "^      )«*  H- ..  . .-H- yiP*     =  o. 


Se  adesso  T  equazione  (  a  )  si  ordina  secondo  le  potenze 
di  «  ,  e  moltiplicando  i  di  lei  termini  per  gliesponenti.cheyiha 
T  « ,  «i.  divide  per  «,  avremo  la  s^ucnte  equazione  (3)' 

(3)-..,  .  .  C'H-aD^H'  .  .  .  .  :.  H-(/z-i)P**""y"-*^ 


•    •    • 


H-  (  «  ^  I  )  P'fit'*    '  =  o  * 

ed  è  manifesto  che  noo  dei  valori  egoali  di  /3  ^  soddisfarà  nel 
medesimo  tempo  ,allé  quattrcr  equazioni  {  i  )  »  (a)  i  (.a)'.»  (3)'  i 


.questa  equazione 

(5)  ....  .  (i)«y  H-(3)a? -*-!(»)>  H-(3T  ==  o.. 

Così  qualutfqne  .espressione  per  2r  Ik  quale  aostituitar  nella  pro- 
posta la  trasformi  nell*  equazione  (5).>  sark.un  nuQvp  integra- 
le deir  equazione  proposta  :  è  facile  vedere  che  qnesta  espres- 

sione  .è  z  =  a?y .  e  *  .,  prendendo  per  ]3  un  dei  valori  egua- 
li 9  poiché  sostituendo  tale  espressione  e  i  di  lei  diferen^jiali  nel- 
la proposta  ^  ella  si  riduce  appunto  -air  equazione  (  5  )  • 

\Se  .dunque  la  serie  che  esprime  il  valore  dì  e  "^  si 
moltiplica  per  <xy  ,  s'  avrà  la  serie  che  ,esprirae  quest*  ultimo  in- 
tegrale particolare .  Sarà  fàcile  vedere-  come  dobbiamo  regolarci 
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quando  si  abbiano  im  maggior  ^nuniiBro  di  ràdici  eguali . 

Se  r  equazioder  fosse  nel  caso  che  abbiamo  detto  al  §p  1 30  9 
vale  a  dire  fosse  resolubile  in  fattori  di  primo  gradp ,  V  inte- 
grale 9  quando^  si  sono  tre  radici,  eguali  %  sarebbe    ' 

z=e   p {x^by ):h- e  yp' ( x-^òy)^  e    'y*<t>"(tx!  ^ by )  -^ 

che  contiene  un  numero  /z  di  funzioni  arbitrarie  -  diverse .  Pas- 
siamo adesso  ali'  equazioni   ad  un  più  gran  numero  di  variàbili . 
§,  141*  Sia  2;  una:  funzione^ J5  di  tre  variabili  a? ,  y  ^  1/ 1 

e'  si  abbia*  una  equazione  lineare  fra  z  e  le  sue  differenziali  : 
per  integrarla  sv  seguirà  il  medesimo^  metodo  >  di  cui  si  è  fat- 
to uso  qu  sopra. 

Prendiamo  T  equazione;  del  prìmo^  ordine 

A2;  H- B(^)  H- C  (f^)  H- E(?)  =  o  V 

nella  quale  i  coefficienti  vi ^Ono^  supposti:  costanti  ;  si  feccia  z  = 

e**"*^  *j  ed  avremo  in  generale 

' .  •     •     •     .        ' 

( ]  =  e  «  ^  7<  .  de  ora  si.  sostituisce   nel- 

a.  proposta  it  valore  .di  2  e  del  suoi  differenziali }.  s*  avrà  do- 

pO'  aver-  diviso*  per'  il  fattore'  comune'  e  *  *  >  fifa  le  quan- 

tità «  ,  |3  e  y  qnesta.  equazione* 


dalla   quale  se  ne.  pnÒ  determinare*  ima  per  le  altre  due  •  Si 
prenda  il  valore  di.  7  v  e  sarà 

y  =  —  -^  —  \a — -|^',  ovvero  (  facendo-  —  A  ==  <*  >  — 

B   »  0   ^  X 
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^  =  a  H*  i^  Hh  c/3  ;  sos^itaeado  questo  valore  nell*  cspressióae 
di  z ,  avremo 

z  =  e  f  che  81  ndace  a 

z  =  e      .  .  ■  ,    ■  .e    :  .  ;     . . 

per  mezzo  d\alcuao  dei  due  mietodi  citati  al  §•  i3?>  si  potrà 

dimostrare  che  alla  quantità  e*  *  y-^cu  ^  ^^jj^   quale 

a ,  /3  sono  costanti  iodeterminate  9  pnò  sempre  sostituirsi  una  fan* 
zione  Arbitraria 


^{x  ^hu^y  ^  cu)  delle  quantità  a^  H-  ^^  > J'  H*  cu  t  dunque 
avremo . 


z=^  e  ^{x^^bu^y  ^  cu)  .  U  integrale  pertanto  potrà  es- 
sere completato  con  una  funzione  arbitraria  ^  ovvero  con  tre  co 

stanti  arbitrane ,  giacche  1  espressione  e  può 

ancora  moltiplicarsi  per  una  costante  arbitraria  G . 

Se  in  vece  di  determinare  y  v  avessimo  preso  il  valore  di 
p  o  di  a  >  avremmo  avuto 

^  e  e  e 

ii  =  J-y  —  ~.|3  —  -.;  e  ragionando  per  ciascuna  dì  queste  co- 
me si  è  fatto  per  y  j  s;  avrebbero  altre  due  forme  dell'  inte- 
grale completo 


a 


a 


P'  {x  —  ^yyU'^'^y) 


ma  queste  tre  espressioni  di  s,  quantunque  in  apparenza  diver- 
se ,  sono  però  in  sostanza  la  medesima  •  Infatti  se  alla  funzione 
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arbitraria  p  dcir  integrale  completo ,  trovato  sopra ,  si  dà  que- 
sta forma 

p{x  ^bu^y  *^fiu^=s  ^  che   è 

sempre  lUna  fanzione  4i  «  H-  i«  »  e  di  y  h-  cu  ^  avrem© 
z=.e    <f>{x-¥buiy^cu)^ '-^ = 


.* 


e    '   p'{x  — *-y , .tt  «H-  — ^ ) )  cte  è  la  seconda  forma  dell*  in- 
tegrale  vCompleto.:  così  facendo 

^(a?  H-  OM  »  J  -4-.C»)  =  — =^ ^^ >  s  avrà 

•i-C*-»-**) 

moltiplicando  per  e    ^  e  ridocendo 


s  =  e    *  ^"(4***-">^  —  T-*)>  *''^®  ^  ^*  ^«'za  forma  dell* 

ìotegrale . 

§.  1 42-  Per  generalizzare  il  nostro  metodo ,  prendiamo  ad 
integrare  nna  equazione  del  terzo  ordine  ;  e  ciò  che  si  dirà  di 
qnesta  ^  servirà  di  norma  per  gli  ordini  superiori.  Una  tale  equa- 
zione ha  generalmente  ^questa  forma 


Tom.  Il  £  e  6 
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A^H-B('4)H^C(4^)-f.D 


dt 


dx 


d^n 


E  e  J^) 


D' 


D" 


D 


'f 


d*z 


F(^l)-*-H 


^jcdi» 


H' 


H" 


d*e 


-«-P(^.)H-Q 


i^lVtfjf 


Q" 


rf>2 


dx*dy 
d'z 


dxdy* 


dkdmly 
dU 


du*dy 
d*s 


dtldy' 


ì 


a 


Se  SI  fa  2  =  e  ,  e  si  sostituisce  il  valore  di  2  ,  e 

delle  sue  differenziali  parziali  in  questa  equazione,  s'avrà,  do- 
po averla  ridotta  y 
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Ca 


B'/3  H-  C'«/3 
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C"p'  H-  D"< 


H-  Ey  H-  Fy< 


I 


o . 


•^  F>*  -j.  H'«y* 


irv 


.Quando  il  primo  membro  di  questa  equazione  in  a ,  js ,  e  y  po- 
trà risolversi  in  tre  fattori  di  primo  grado ,  di  modo  che  sarà 
eguale  a  questo  prodotto 


\ 


(p 


*>~c')(|3 


a  » 


b'y-^c"){P 


/// 

u  a 


0  y 


e    ) 


avremo  allora  per  /3  questi  tre  valori 
/3  ==  d^   H-  Vy   H-  e' 

:=  a  »  ^h  y  H-  e 


e      <9 


e  quindi  per  z  queste  tre  espressioni  diverse 


e  .  e 

et  (  JT  -h  4''^  )  -t-  y  (  «  -h  *'>  )      r'> 


«iascuna  delle  quali  dà  un  integrale  particolare,  che  contiene 
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uiw  funzione  arbitraria  ;  la  loro  somma  darà  dunque  V  integrale 
completo  della,  proposta  >.  che  sarà. 

<t>  >  P   y  ^''  rappresentano^  le  tre  funzioni  arbitrarie  diverse . 

la  generale  i  valori  di  /3  non  ci  possono  esprimere  che  iir 
funzioni  irrazionali  delle  indeterminate  «•  e  y  ;  siano  dunque  M , 
M"  >  M''  r  tre  valori  di  ^  ,  ed  avremo  allora  per  z-  queste  tre 
espressioni 

otjp  H-  My  •+  >Hr 
Z  =  e  , 

ajr  H-  M'v  -4-  Yff^ 

z  =  e  r 

2;=  e  r 

le  quali  si  possono  ancora  considerare*  moltiplicate'  per  una  co- 
stante arbitraria  y  ed  allora  sommandole*  s'  avrà  per  z  questa  e- 
spressiane*  di  tre  termini 

s  =  Lie  .  e      H*  ^c  .e      H-  ^^  e  .  e       j 


in  cui  si  trovano^  nove  costanti  arbitrarie  diverse  ;  poicfeè  le  in- 
determinate a  ,  y  d'  un  termine  ,  possono  essere  diverse  da  quel- 
le di  un  altra;. ma  se  si  vorranno^  introdurre  le  tre  funzioni ar- 

bitrarie  t  ridurremo*  la  quantità  e  in  una  serie  secondo  le  po- 
tenze di  a  e  y  f  e  se  si  suppone  che  un  termine  di-  questa  se- 

rie  sia  P«  y^ ,   essendo*  m  ,  n  numeri  interi  positivi  qualunque  r 

avremo   nella  espressione  di  z  il  termine  re  •«   y  ,  11 

quale  9  facendo 

e  =  p{x9u)  ,  è  P(  ^ m'^     J  •  ^^  P°^  ^  numeri  m 

ed  n  fossero  tutti  e  due  negativi ,  allora  nell*  espressione  della 
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z ,  vi  sarà  il  termine  Pe**         .  -^ ,  che  nella  detta  supposi- 
zione ,  diviene 
Vfdxfdx fdxfduf /^(«  »  u)du  , 

prendendo  m  segni  sommatorj  rapporto  ad  a;  >  ed  n  segni  rap- 
porto ad  ui  e  se  dei  due  numeri  m ,  n  uno  è  positivo ,  1'  al- 
tro negativo,  cioè  se  un  termine  dall'espressione  h  Ve  X 
«      y* ,  si  potrà  mettere  nell'  integrale 

V/dxfdxf .fdx{2.)r 

essendo  m  di  numero  i  segni  sommatorj  :  cosr  la  serie  che  e- 

spnrae  il  valore  di  e  .e      introdurrà  una  funzione  arbi- 

traria .  Due  altre  funzioni  arbitrarie  introdurranno  le  serie  che 
esprimono  i  valori  degli  altri  due  termini  deir  integrale  >  ed  in 
questa  guisa  T  integrale  completo  sarà  dato  in  serie  9  è  conter- 
rà tre  funzioni  arbitrarie. 

Abbiamo  neir  equazione  superiore  supposto  nullo  il  secon- 
do membro  ;  esso  però  potrebbe  essere  di  questa  forma  X  H- 
Y  H-  U  ,  essendo  X  ,  Y  ,  IT  respettive  funzioni  delle  variabili 
X  ^y  ^u:  in  tal  caso  s*  aggiungerebbe  all'  integrale  che  abbìam 
trovato  >  la  quantità  co    h*  w'   h-  w*"  y  essendo  or  >  w'  ,  co'    re- 

spettive  funzioni  di  a;  >  di  y ,  e  di  u  da  determinarsi .  Avremo 
per  determinare  ciascuna  di  essey  una  di  quelle  equazioni  dif- 
ferenziali delle  quali  abbiamo  parlato  al  Capitolo  antecedente  • 

Sia  proposta  per  esempio  T  equazione  e*  (  ^  )  ==  (  ^^  )  che 
è  r  equazione  alle  corde  vibranti  di  uniforme  densità .   Pren- 

dendo  z  per  y ,  ed  y  per  t  y  essa  diverrà  c'(j^)  ==  (^)  >  la 

X 

quale  paragonata  con  T  equazione  del  §.  1 38  ,  ci  dà  questa  e- 
quazione  da  risolversi  cV  =  j3* ,  da  cui  si  ricava  |3  =  -t  Ci»  ; 
r  integrale  complèto  sarà  dunque 

2;  =  ^(a;  -{•  cjr)  •{•  ^'(o?  —  cy^y  e  perciò  rimettendo  y  per  z  > 
e  t  per  y ,  avremo 


i 
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y  =  ^(^x  -^  et)  -rh  p'(x  —  et);  le  caratterjstiqhe  tp  ,  p'  deno- 

tano  due  funzioni  arbitrarie  . 

Si  proponga  da  integrarsi  un'  altra  equazione 

Se  SI  fa  js  =  e  h-  2    H-  2;    ,  avremo  fra  «  e  fi  1  e- 

qu  azione 

j3»  —  (  3  H-  «)  ^  H-  a  H-  3»  •;—  a«*  ==  o  ,  la  quale  ai  scioglie  ia 
questi  due  fattori  fi  —  a»  —  i^^^»  —  2,  che  ci  danno 
p  =  2«^-+  i>  ^  =  2  —  ai  per  determinare  js'  ,  z'  s'  avranno 
le  due  equazioni 


."  -/'Aì"n      .         r  d'z 


»-ii 


3Z    -3(^)-t-     (l^)  =  '2/, 

dalle  qaali  ricaviamo  (  Gap.  III.  ) 


^e^ye'^'dxr-^^ 


2 

f 


—  dx 


a'  =^  e^fe^ dyf^dy  .  L*  integrale  completo  della  proposta,  sa- 
rk  dunque 

z  =^  <f>{  X  ^  ay  )€^ '^  p'(x  —  y)e^  —  4-^*A     ^   dx  X 


a 


2 

e 


§  143.  Una  equazione  a  differenza  parziali  si  considera  dai 
Geometri  come  integrata  ,  allorché  la  di  lei  integrazione  si  fa 
dipendere  da  quella  di  una  equazione   a  differenziali  ordinarie . 
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Ciò  premesso  sia  proposta  da  integrarsi  1'  equazione 


A2-f-B(J4)-i-C(^'Ì) 


dx 


dz 


w.B(2) 


<r» 


-t-C"(^)H- 


P( 


«f« 


n 
I 


dx'-'dy  ^  I 
F7       ^''       )1 


X 


i(») 


r— ^— )  ) 


nella  quale  i  coefficienti  e  il  secondo  membro  X   si  suppongo- 
no funzioni  date  della  variabile  x .  Per  riuscire  in  questa  ricer- 

ca,  supponiamo  z=^  uè     •^  z    ^  essendo  u  e  z    funzioni  di  x 

X  X 

da  determinarsi ,  e  |3'  una  costante  indeterminata .  Sostituendo  il 
valore  di  z  e  dei  suoi  differenziali  nella  proposta ,  s'  avrà 


{  (  A  -^,  B'/a  H-  C"^* 


P^-^p')« 


(BH-C'f3Hr.... 


'<-^y-')(g)_H.(G 


"^'T')('^. 


fiy 


-^ -*-P.(0)>e'"-H 


Se  adesso  supponiamo 


(O 


Ais'  ^B( 


^)H-C(0)H. H.P.(0') 


X, 


si  determinerà  2'    per  mezzo  di  questa  equazione  >  e  s'  avrà  per 
u  una  equazione  di  questa  forma 


(a) 


du>.      .     ^     ià^u 


ar.^6.(f-)H.c.(5;?jH. -i-p(^.) 


</« 


</» 


o  : 
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r  integrale  danqae  della  proposta  dipende  dall'  integrazione  del- 
le  dae  equazioni  (i),(2)  differenziali  lineari  a  coefficienti  va- 
riabili . 

Se  neir  egnazione  jion  vi  fossero ,  rapporto  all'  x ,  altre  clie 

le  differenziali  prime  (g),(£f  )  ec. ,  (—^^^),  se  cioè  l'e- 
q  a  aziona  fosse 

(F) ''  ''  ^     "'        ;i=X, 

allora  facendo  eguali  a  zero  i  coefficienti  delle  differenziali  che 
mancano ,  questa  equazione  dipenderebbe  .dall'  integrazione  ,del- 
]e  dne 


•  •  •  • 


p"~'V~")(f:)=o. 


le  quali  essendo  jdel  prkno  ordine  ^  possono  ambedue  integrarsi 
completamente  • 

Al  Gap.  III.  §.  126.  si  ha  la  formula  per  V  integrale  jdeire- 
quazioni  lineari  .del  primo  ordine  a  eoefficieuti  variabili  '. 

Paragonando  le  nostre  equazioni  coji  quella  formula ,  ab- 
biamo per  z  quest'  espressione 


z  =  e  (E'  H-/e  •  Y  rf^  )  >  e  per  u 

.      A -4- B' . /9 -«• . '. -^V^'Kfi" 

^         B-fC'./3-+ -fP<— '\0-"'^^ 

K  =  Ee 
r  integrale  dunque  della  proposta  )  sarà 
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B 


(  E'  ^  /e         .  _  da»  )  .  In  questa  -espressione  la 

quantità  jS  rimane  indeterminata  ;  e  le  E  »  £'  sono  dna  costanti 
arbitrarie . 

Se  si  nd  acesse  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  ^ , 
la  quantità 

_         A-l-B./8-t- -t-P-''\/9' 

^B-+C'./3h- ^p«-'^/3•- * 

£e  ,  e  qnesta  serie  si  sappones- 

se rappresentata  da  T  -f  Tp  h-  T"^*  h-  ec.  (  essendo  T ,  T' , 
T"  «e. ,  funzioni  conosciate  di  a?  ) ,  avremmo  così  espresso  il 
valore  di  z 

s  ==  t/-^ H- T'p/-^  H- TVe^^  H- ec.  ^  e     '     (E'h- 


•    •    « 


fé    ^      .|d«). 


ft'       /«^?(^)^    Tw.r    o^-'' 


Poniamo  ora  ^(jy)  per  «"' ,  (i^^)  per  e^'-'p,  (^^f^) 


per  e  ^p*  ec. ,  ed  avremo 


-/•f'* 


^  =  T^(j.)^T(^)H.T"(£^ÌL))H.ec.-.e  (E-. 

questa  formnia  rappresenterà  T  integrale  della  proposta ,  correda* 
to  di  una  funzione  arbitraria  p{j^'  Perchè  tale  espressione  di 
z  potesse  dirsi  T  integrale  completo ,  dovrebbe  secondo  le  idee 
ricevute  dai  Geometri  contenere  un  numero  n  di  funzioni  ar- 
bitrarie.  ^ì  veda  il  Gap.  IL  §.  122. 

Tom.  Il  Fff 
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Si  abbia  da  integrare  V  equazione  del  primo  ordine 

Paragonando  questa,  equazione  con  la  superiore  (  F  ) ,  avre- 
mo il  di  lei  integrale  rappresentato  da 

2  =  6    .E. e  H- e  ./e         .— ax,  essendo  A  = 


B 

f—dxy  6  X''  =  — f%rdx.  Sarà  pertanto 


B  '  -^    B 


e    .E. e  ri- e  /e       .  —  aa? .  Ora  al  §.  137.  abbia- 


B 

ma   veduto  che  si  può  prendere  p(y)  per  e    >  ed  in  conse* 

guenza  Ep{y  h*  X")  per  E. e    "^  ,  dunque  T integrale  com- 

pleto sarà 

z  =  Ee  <p{y  ^  X")  ^  c^/e""*'.^  dx  . 

La  costante  E  può  considerarsi  contenuta  entro  la  funzione  ar- 
bitraria . 

Sia  ora  da  integrarsi  T  equazione  del  secondo  ordine 


Paragonata  questa  equazione  con  quella  (  F  )  >  avremo  A  = 
—  3^?* ,  B  =  a;%  B'  =  —  20? ,  C  =  x* ,  X  =  o  ,  e  tutti  gli 
altri  coefficienti  saranno  zero.  Si  avrà  pertanto 

««  -»■  **/3  /3« 

a  =?=  Ee  .  e    ;  ed  integrando 

i;  =  E.e  •  e    ,  cioè 

« 

z  =  Eac'e  ^  -t-  E .  a?'e  '  ^  e  quindi 

■ 


\'Ì. 
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§.  144.  Aodìamo  adesso  a  redere  una  forma  generale  d'e- 
quazioni a  coefficienti  variabili ,  funzioni  delle  due  variabili  x 
e  y  ^  le  quali  sono  suscettibili  d'  una  integrazione  completa .  Noi 
tratteremo  una  equazione  del  terzo  ordine ,  avvertendo  che  il 
uiercdo  che  useremo  per  questa ,  sarà  adattabile  ancora  air  equa- 
zione degli  ordini  superiori.  Sia  pertanto  proposta  T  equazione. 


nella  quale  A  >  B  9  G  ec.  sonò  quantità  costanti . 

Facciamo  z  =  Ea?  j/  >  essendo   E  ,  m  >  r^  quantità  costanti 
da  determinarsi .  Sostituendo  il  valore  di  2;  e  delle  sue  differen- 


m  n 


ziali  parziali,  e  dividendo  per  Ejc  jy  ,  avremo 


A  H-  l^m  -h  Cttz  (  ot  —  1  )  H*  D772  (772  —  i)(w  —  2) 
B'/2  H-  i^mn  •  H-  D'w  (772  —  \)n 

Q"n  (  72  I  )  H-  D'Vz  (  /2  —   1  )  772 


o  : 


H-  D'";2(/2  —  i){ti  —  a) 

la  costante  E  rimane  indeterminata,  e  parimente  rimane  indeter- 
minata una  delle  due  costanti  772 ,  tz  fra  le  quali  vi  è  un'  equa- 
zione algebraica  del  terzo  grado . 

Siano  N ,  N' ,  N''  i  tre  valori  di  772  dati  per  n ,  ed  avre- 
mo per  z  queste  tre  espressioni 

z=^£iX  y  ,j5  =  Ea?  y   ,JC=i=Ea?    y  . 

Ora  la  proposta  equazione  essendo  lineare ,   soddisfarà  ad 
essa  anche  la  somma  di  quelle  tre  espressioni ,  ed  avremq 


z' 
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nella  quale   E ,  E%  K'  sono  tre  costanti  arbitrarie  ;   la   quantità 
n  è  anche  arbitraria  e  può  prendersi  diversa  in  ciascun  termine. 

Supponiamo  ora  che  B'  =  B  j  C  =  aC  ;  C  =  C  ;  D'  = 

3D  i  D"  :=  3D  ;  D^'  =  D  i  r  equazione  da  integrarsi  diverrà 


</£ 


B(«  (_?£-)  M-^(,^ 


tPc   \     .    /   d*e 


=  0 


e  r  equazione  algebraica  tra  m  ed  »  sarà 


) 


A  ^B{m  ^  n)  ^  C{m{m  —  !)-{*  o.nm^  n{n —  i)) 

D  {m{m  —  I  )  {vi  —  a)  -^  .3n.m(m  — "  1)  -f-3OT./z(/2  — 
ì)  '■h  r^irz  —  i)  {n  — •3)^=^0. 

'    Se  qnest'  cnnazioiie  risolnta  nel  suoi  fattori  è 
(m  —  gn  —  11)  {ni  —  gn  —  1i){m  —  g'n  —  h")  =  o , 
avremo  per  rappresentare  z ,  V  espressione  seguente 

-  =.T  (o;^)  .  E^Ho;    (o;^^)  .  E'h-o?    {x^ y^ .W . 

In  questo  caso  però  le  costanti  E ,  E',  E"  possono  snppor- 

si  fanzìoni  di  —  .  L' integrale  allora  è  completato  con  tre  fun- 
zioni arbitrarie;  infatti  fatta  E  =  ^(:^),  e  sostituiti  i  difFeren- 

ziali  di  z  neir  equazione ,  si  trova  che  i  coefficieati  delle  diffe- 
renziali di  E  sì  elidono  da  se  medesimi ,  e  tutto  passa  come  se 
la  E  fosse  costante .  Per  convincersene ,  osserviamo  che  fatta 
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Mi      M 

z=^x  y  <&(—))  e  supposto 

dp  (<o)  =  p'  ((0)  {{'£)dx  H-  (|)dj^> 

d^'((o)  =  <&"(«))  {{%)dx^{'^^)dy}  ec. , 
SÌ  ha  (  scrivendo  <f>  per  ^(— )  éc  ), 
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•  •  • 


-j-)z=imx       y.p-^-xy       .p 
(-^)  =  to(ot — i)a?        y   'p-\'^mx        y        -p 

tu   n  —  2       „ 

X  y         .p  9 

(  -^)  —  nxy       .p  —  nx       y       p 

(-^)  =  «('^— O*  J»        .^  — a(/2— i)a?       j^       .f 

X        y        .p  y 
(^)=:mnx       y        .p  —  mxy        .p! ^{^n — \^x  y      X 

?>    —  ^  >  •  ?>    '• 

ec.     ec. 

Se  ora  i  valori  di  questi  differenziali  si  sosti tui scotio  nella 
proposta  >  avremo  la  stessa  equazione  che  nel  caso  di  E  costan- 
te >  ma  nel  di  lei  primo  membro  vi  saranno  di  più  i  termini 
seguenti 

^  jf  .  ^     2/7Z.T  y  .p    — .  2.V  ^  .  ^ 

2{n  —  i  )  X        y         .p^^x'       y        . ^     ~  2  (  n 


\)x        y        .?)}  H-D{ec.}, 


» 

! 

1 
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ed  è  evidente  che  qnesti  termini  s*  annullano  da  se  medesimi  ; 
r  integrale  dunqne  completo  della  proposta  sarà 

J  J  J 

essendo  <p  %<p\  p"  tre  funzioni  arbitrarie  diverse . 

§.  115.  Noi  abbiamo  supposto  nullo  il  secondo  membra  dell' 
etfuazioue  integrata  al  §.  antecedente .  Sia  questo  una  funzione 

di  5c  e  di  j^  >  cioè  "^{^x^y^.  Ponendo  ^.y  invece  di  «;,  essa 
diverrà  una  funzione  di  —   e   di  j^,    prenderà   cioè   la   forma 

Per  integrare  allora  T  equazione ,  si  faccia 


m    n 


5j  =  a?  y  ^(  —  )H-Y,  essendo  Y  una  funzione  incognita  di  y , 

e  sostituendo  questo  valore  nella  proposta  9  avremo  per  deter- 
minare Y  >  quest'  equazione 

AY-^By(^)-^C/(^)M-I>y•(0)  =  F(7.J')  = 

per  integrarla  considereremo  la  quantità  — ,  che  si  txova  in  F , 

come  costante  (  poiché  i  di  lei  differenziali  sostituiti  nell*  equa- 
zione proposta  si  distruggono  da  se  medesimi  ) ,  e  trovato  il  va- 
lore di  Y ,  lo  aggiungeremo  all'  integrale  ottenuto  neir  ante- 
cedente §. 

Se  i  coefficienti  A  ,  B ,  G  ec.    fossero  funzioni  di  ^ ,  gì'  in- 

y 

tegrali  avrebbero  la  stessa  forma  ;  poiché  quantunque  X  equazio- 
ne che  allora  determina  m  ,  abbia  i  coefficienti  variabili ,  e  dia 

perciò  Vi  eguale  ad  una  funzione  di  -^ ,  pure  questo  valore  di 

m  è  come  se  fosse  costante  ,  giacche  i  di  lui  differenziali  mol- 
tipllcati per  i  coc/ScitMiti  della  proposta  s'annullano  da  se  stessi. 
Sarà  facile  persuadersene  prendendo  le  differenziali  di 


1 


\ 


.  ( 
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/(f) 


y*  •     -, 


5  =  a?         j'.^(— );(la  funzione  /(— )  esprime  il  valore  di 

m  che  è  dato  dair  equazione  fra  ot  ed  /z  )  ;  imperocché  i  ter- 
mini ,  ove  si  trovano  le  differenziali  di  /*  e  di  ^ ,  si  annulle- 
ranno da  se  medesime  .     • 

Quando  il  secondo  membro  diviene  una  funzione  qualun- 
que ò{x^y)à\x  edij^,  edi  coefficienti  funzioni  qualunque 

F'(  — ),  F"(— )  ee.  >  di  —  >  Y  equazione  del  §.  antecedente  pren- 
de la  forma 

«(«,J■)  =  F(^)^-^F•(£.){«(l•)H-J'(g)}-^F•'(i) 

3»V(£'^)-»-3«)'-(£^)H-y{^)}i 

ed  il  suo  integrale  completo  è 


/^"(f)H.Y; 


le  lettere  f^f  ^f'^  indicano  tre  funzioni  di  —  che  esprimono  i 

y 

tre  valori  di  m ,  àati  dall'  equazione  fra  ttz  ed  72 ,  che  è  del  ter- 
zo grado .  Le  funzioni  ^  >  ^S  ^'%  come  pure  la  n  9  dipendono 
dal  nostro  arbitrio .  La  Y  è  data  da  quest'  equazione 


dY  \       ^     -ri'//  r  te  \    .  »  /  d*Y  \       .      tì'///  /  x 


F(f)Y  H-  F'(j)y('^)  H.  F"(^)./(^)  -».  F"'(^)x' 


.1  fd*Y 


siccome  la  quantità  n  che  trovasi  neir  integrale ,  resta  indeter- 
minata ,  perciò  possiara  semplicizzarlo  col  supporla  nulla  ;  facen- 
do allora  /z  =  o ,  l'equazione  la  quale  determina  m,  diverrà 


p 
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A  -4-  B/n  -h  C/n(»2  —  1  )  H-  Dm^m  —  OC''*  —  a)  =  o  , 
ed  il  valore  di  z  sarà 

f(j) 

z -=  X  .^(— )  H- €C.  H*  Y . 

y 

E'  chiaro  che  il  metodo  medesimo  si  estende  aticfae  agli  or> 
dini  superiori  :  e  sì  può  dunque  concludere  che  sarà  sempre  com- 
pletamente integrabile  una  equazione  a  diiFerenziali  parziali  dell* 
ordine  n  a  coefficienti  variabili;  purché  questi  seguano  la  leg- 
ge dei  coefficienti  di  quella  di  terzo  ordine  qui  sopra  intcra- 


estae 


ta  ;  cioè  la  fila  delle  differenziali  n        sia 


d'z 


Per  farne  una  applicazione  >  abbiasi  da  integrare  V  equazione 

la  quale  è  del  secondo  ordine ,  e  conduce  perciò  alla  risoluzio- 
ne di  una  equazione  del  secondo  grado 

AH-B/a-i-Cn2(/n  —  i)  =  o.  Ora  A  =  a  - , 

B=i  —  (<2H-i)j,  C=  i;   avremo  dunque  per  determi- 
nare 772 


*» 


a—  —  (a-i-  i)j-TOH-wz*  =  o,  dalla  quale  si  ricava  m 
_- ,  m  =  a—i  perciò  Y  integrale  completo  sarà 


X  X 

—  a  — 

y     .  M  .  y 


z  =  x    ^(~)  H-  X       (p'ij)  H-  Y.  La  quantità  Y  è  data  da 
questa  equazione  lineare 
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a^.YH-(i-(«-M)7)^(u)M-/(^)  =  ^/. 

la  ionale  deve  integrarsi  supponendo  —  una  quantitìt  costante. 

li*  integrale  .di  questa  equazione  ci  è  data  dalle  formule  del 

§.  134- 

3i  tratterebbero  con  i  medesimi  metodi  l'equazioni  ad  na 

pili  gran  numero  di  variabili .  Non  ce  ne  occuperemo  ^  pia . 

§. ,  1 46.  Ancom  1'  .equazione 

in 


B'iax^by)  (g)  -h  C  {ax  ^  by) 


C''(aa?H.òy)'(:^)H-cc. 


.ammette  un  integrale ,  ma  non  completato  da  una  funzione  ar-  ; 
^bitraria  ^  almeno  facendo  uso  del  metodo  seguente . 


Sia  z  =  E(aa?H-  èy)    »  sostituendo  il  valore  idi  z  e  delle, 
sue  differenziali  parziali  nella  .equazione  ptroposta.,  ;e  .dividendi»» 

]a  per  E  (  aa?  h-  6j^  )  >  avremo 
H*  B/Tza  ^\^  Cm  {m  —  i  )  a* 
H*  B'/wft  H-  Cm  (  772  —  i)<tb 

Cm{m—  i)ò\ 


ovvero 


ec.  =  o . 


Per  mezzo  .di  questa  equazione  ^determineremo  772  ^  ed  avre- 
ipo.  per  m  tanti  valori  -particolari ,  quanto  è  il  grado  di  quell'e- 
quazione :  ciasciino  di  quei  valori  particolari  ci  darà  un*  espres- 
sione'dì  z>  e  ]a  somma  di  tutte  queste  espressioni  sarà  iLva- 

ro77z.  //•  G  g^  g 
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lore  di  z  che  soddisfarà  alla  proposta  .  Quest*  equazione  è  sta- 
ta integrata  la  prima  volta  dal  Sig.  La -Place  (  Atti  di  Pari-- 

Quando  i  coefficienti  delle  equazioni  Fineari  a  differenziali 
parziali  sono  funs^ìoni  qualunque  delle  variabili  ^9/9  ì  metodi 
spiegati  non  bastano  per  trovarne  gli  integrali  ;  e  siccome  que- 
sta ricerca  dimar,da  delle  nozioni  sopra  P  integrazione  dell'  e- 
quazioni  non  lineari ,  così  non  possiamo  trattarla  adesso  . 

§  147  Teruiiuiamo  questo  Capitolo  con  dir  qualche  cosa  del 
caso,  nel  quale  sono  date  più  equazioni  lineari  a  differenziali 
parziali  9  fra  più  funzioni  z^u  ec.  delle  variabili  x^y. 

Si  abbiana  queste  due  equazioni  a  coefficienti  costanti 

A«^B(g)-tC(0) 

1 

«'r^H.6'(g).H.c'(|)f  ""  : 

tra  le  funzioni  z,uy  e  le  loro  differeneiali  parzialr . 

Facciamo  z  =  e         •',  tt=slj.e  r  essendo  Li ,  « ,  ^ 

costanti  da  determinarsi. 

Sostituendo  e  dividendo  per  e  ,         »  abbiamo» 


o> 


A  ^  B«  -t-  C^ 


0-. 


^alle   quali  elimineremo  la  L ,  e  traveremo  allora  fra   i  e.  (B 
!  un*  equazione  algebraica  del  secondo  grado .  ■ 

Sia  |3  ==  M  una  radice  di  quell*  equazione ,  h  qnale  ci  dia 
L  =  N  ;  saranno  M  ,  N  due  funzioni  conosciute  di  «,  ed  avremo 
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Ridacìamo  ia  /serie  ordinate  per  ^  le  guantuà 

e     ,  Ne     ,  e  ^opponiamo 

e*'     =  T  H-  T*  -*•  TV  H-  T^V  -i-  «e. 


avremo  a:llora 

^  ^  Te"'  M-  T  e**«  -i-  T'e**»'  -4-  T'"/**»  H-  «e      ? 
«  ^  Y/*  ^  V'e"%  H-  V"/'**  ri-  V'"e*%'  -i-  ea 
ed  iatrodaceodo  per  e*^*  vousl  ianziooe  arbitraria  >  sarà 
a  =  Tp(«) -<.  TC^)  H- T'(^) -^  ec. 

»  =  Vp(«)  H- V'{^^)  H- V"(^) -t- eo. 

.Questi  valori  di  z  ,  i^  soddisfanno  air  equazioni  proposte . 

L*  altra  radice  ci  darebbe  due  simili  espressioni  per  js  e 
per  z^  9  e  si  potrebbero  anche  prendere  le  somme  di  queste  eoa 
le  ritrovate  >  per  averne  in  questa  guisa  i  valori  di  a  e  di  u 
con  due  funzioni  arbitrarie .  Si  vede  come  dovremmo  fare  per 
le  equazioni  degli  ordini  superiori . 

Quando  i  coefficienti  sono  funzioni  variabili  »  il  metodo  che 
abbiamo  insegnato  9  non  basta  :  e  bisogna  allora  eliminare  per 
mezzo  dell'equazioni  proposte  tutte  le  funzioni  ZyU  ec,  me- 
no una ^. ed  integrare  infine  T  equazione  a  dilferenziali  parzia- 
li, la  quale  contiene  la  funzione  non  eliminata.  Questa  equa- 
zione sarà  di  un  ordine  più  elevato  delle  proposte  ;  imperoc- 
ché y  generalmente  parlando ,  avrem  bisogno  di  ricavare  da  que- 
ste ,  per  mezzo  della  differenziazione ,  altre  equazioni ,  onde  ot- 
tenere queir  eliminazione  medesima  .  Siccome  questo  metodo  è 
compne  anche  all'  equazioni  non  lineari  >  per  questo  ne  parle^ 
remo  nei  Capitoli  seguenti . 


\ 


h    ri         ijj   .    ^   I,     I  ì  -1  I     n 


""•«       >fc  ■  ■■      ■  M      W>      .'T.mmm 


APPENDICE 

Delle  Curve  a  doppia  Curvatura  x, 
e  delie  Superficie  Curve . 


Il 
er  quanta  k  dettnna  delle  Curve  a  doppia  Cur-^ 
vatora  e  delle  Superfìcie ,  in  ciò  che  riguarda  V  applicazione  ad 
esse-  deir  Alg&bri  i  sppartengit  direttaiftente  a  quel  riamo  di-  Ana* 
lisi  chiamato  Introduzione  alla  Matematica  Sublime  y  pure 
ho  dcterminatof  di  farne  parola ,  e  perchè  queste  debbona  Ibr-^ 
mare  una  parte  del  mio  insegnamenta  e  perchè  stimo  utjje  per 
i  Lettori  di  questo  Libro,  presentare  alcune  cógnizfotii  ohe  a 
quelle  appartengono  neir  aspetto  che  può  ad  essi  in  seguito  ab^ 
bisognare .  ^       • 

Il    principio    o    1*  assioma  analitico  il   quale*  serve   come    di 

pritfla  pietra  all'  Edifizio  detl*  applicazione  del  Calcolo  alle  cur- 
ite  è  iì  sefguenté  ^,  Due  quatltità  le  quali  son  co&ranti  insieme 
ft  è  variàliili  insieme r  sono  necessariamente T una  funzione  dell'al- 
fa tra  n  cioè  se  si  hanno  due  quantità  fati ,  che  una  è  invaria- 
bile finché  r  altra  non  soffle  alcun  cangiaménto  ^  e  varia  allor- 
ché la  seconda  ia.  qualche  modo  si  cambia  ^  debbono  essere  di 
iiecessitk  Trinci  funzione  dell' altra  ;  inflitti  esse  dipeùdòno  allo- 
r.t  in  qualche  iflodo  V  una  dall*  altra  ,  ed  analiticamente  parlando  > 
questo  ràppcfrto  si  esprirtie  col  dire  V  uria  è  fiinzionp  dell  altra . 
Per  poco  che  sì  consideri  una  curva  descritta  in  un  piano, 
ad  tìti  punto  della  quale  siano  condotte  le  dùc  coordinate  x  ^yy 
si  vedrà  che  queste  quantità  x^y  sono  costanti  insieire  e  va- 
tiahìli  insieme ,  che  cioè  rimanendo  sempre  la  stessa  ascissa  x  y 
r  ordinata  anche  rimane  la  stessa  ^  e  che  variando  la  x  y  si  va- 
ria anche  subito  la  y  :  ne  concluderemo  allora  che  in  una  cur- 
tra  qualunque,  T ordinata  è  una  certa  funzione  dell'  ascissa,  o  vi- 
ceversa r  ascissa  è  una  certa  funzione  delF  ordinata  f  così  per 
y  ==  (f>{x)y  ovvero  a?  =  'i'(^)  rappresenteremo  analiticamente 
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qualanque  cnrVa  piana  ;  la  naturai  poi  della  funzione  che  eguàr 
glia  r  ordinata  o  V  ascissa ,  sarà  determinata  o  dalla  genesi  stes- 
sa >  onde  è  fonnata  la  curva  >.  o  dalla  dipendenza  che  costante- 
mente deye  regnare  tra  le  due  coordinate  corrispondenti  a  qualun^ 
que  di  lei  punto .  Io  non  mi  fermo  a  considerare  le  curve  pia- 
ne ;  e  solo  rammenterò  alcune  nozioni  sopra  V  equazioni  alle  li- 
nee rette  situate  in  ud  piano. 

Siano  AC  y  AB  due  assi  ad  angolo  retto  in  A:  sìa  disegna- -oj 
ta  nel  piano  CAB  la  linea  retta  EP:  sia  AB  Tasse  degli  Xy  ^'  ^* 
AC  quello  degli  j^  :  se  è  dato  il  punta  E  e  T  angolo  FEB , 
è  data  anche  di  posizione  la  retta  EP ,  imperocché  non  vi  può 
essere  un^  altra  retta  y  la  quale  passi  per  il  punto  E,  faccia  con 
AB  un  angolo  eguale  ad  FEB  ^  e  non  cada  sopra  EP  ;  se  poi 
fosse  dato  'T  angolo  FEB  e  non  il  punta  E  y  ove  essa  deve  se- 
gare T  asse  degli  07,  allora  non  h  intieramente  data  di  posizio- 
ne la  nostra  retta ,  poiché  invece  di  EF  potremmo  prendere  qua- 
lunque altra  F'E^  che  facesse  con  AB  un  angolo  F'E'B  =  FEB; 
e  sarebbe  questa  F'E'  una  parallela  ad  EP  :  osserviamo  che  di 
queste  parallele  ve  ne  ha  un  numero  infinito  ;  e  sé  fissato  il  pun- 
to E,  non  fosse  stabilito  T  angolo  FEB,  sotto  cui  la  retta  EP 
deve  tagliare  T  asse  AB,  non  sarebbe  anche  in  questo  caso  in- 
tieramente data  di  posizione  la  nostra  retta;  noi  potremmo  inve- 
ce di  EF  prendere  una  qualunque  altra  linea  EL  che  soddisfa- 
rebbe alla  condizione  di  si^re  in  E  T  awc  delle  ascisse  ;  osser- 
viamo egualmente  che  di  queste  rette  ve  ne  ha  un  numera  io- 
finito  . 

E  quando  non  fosse  determinato  ne  il  luogo  ove  la  retta 
dee  tagliar  V  asse ,  uh  V  angolo  delf  intersezione  y  non  si  cono- 
scerebbe allora  in  alcun  modo  la  posizione  della  retta . 

Questo  premesso  y  facciamo  AE  =^  a ,  tangFEB  =  ò  y  AP  = 

scy  PM  ==  y,  ed  avremo  ^  ==  tangFl^By  ^  =  by  y=: 

bx  —  ab  y  e  questa  è  Y  equazione  della  retta  riferita  agli  assi 
CA , AB . 

Se  le  quantità  a  y  b  saranno  date ,  questa  equazione  sarà 
quella  della  retta  EP;  se  la  quantità  a  sarà  incognita,  la  no- 
stra equazione  rappresenterà  qualunque*  parallela  E'P';  e  se  sa- 
rà incognita  by  T  equazione .  sarà  quella  di  una  retta  qualunque 
EL  ;  se  poi  saranno  incognite  amendue ,  da  queir  equazione  sa- 
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rà  rappresentata  qualunque  linea  retta  HG . 
t  ig.  29.  Un'  equazione  lineare  Ay  h*  Ba?  -+  C  =  o  qualunque  tra 

X  ed  y  può  seinpl'e  ridursi  alla  forma  ^  =  «a?  H*  /3  9  e  questa 
paragonata  con   V  equazione  ^lla  linea  retta  y  z=  bx  —  ciò  ^  ci 

dà  n  =  &  9  /3  =  T—  a6  ,  e  quindi  «  =  6  ,  —  A  :=2  a:  dunque 

r  equazione  y  t=z  ax  ^  gi  rappresenta  una  linea  ratta  disegnata 
in  un  piano ,  e  riferita  a  due  assi  ortogonali  presi  nello  stesso 
piano  9  per  mezzo  delle  eoordinate  x  ^y  y  la  quale  fa  con  V as< 
se  degli  X  un  angolo  di  cui  la  tangente  è  a ,  e  sega  quest'  zs- 
se  iu  uo  punto  distante  dall'  origine  delle  ^sciss^  di'  una  quan^ 

tita  —  — . 

Spiegato  il  signilicato  di  quest-  equazione  y  =  àx  ^  fi^noì 
la  terremo  sempre  per  rappresentare  una  retta  descritta  in  un 
piano .  Facciamo  alcune  considerazioni  riguardo  alla  medesima , 
1*.  I  ragionamenti  fatti  qui  sopra  per  a?  ed  j^  gli  avremmo  po- 
tuti fare  per  y  e  per  x  1  e  saremmo  giunti  a  stabilire  che  an^ 
che  r  equazione  x  =  ay  h-  ^  ci  rappresenta  una  linea  retta  ; 
che  a  è  la  tangente  dell'  angolo  da  essa  fatto  con  V  asse  degli 

y  ;  e  che  —  ^  è  la  distanza  del  puato  d*  intersezione  di  questa 

retta  con  lo  stesso  asse  dall'  origine  delle  ascisse  • 

a\  Se  neir  equazione  y  =1  ax  ^  fi  facciamo  /3  =  o  >  si  ha 
y  :=L  ax  i  G  questa  è  V  equazione  di  una  retta  9  la  quale  passa 
per  r  origine  delle  ascisse  9  e  fa  con  Y  asse  degli  x  un  angolo 
la  cui  tangente  è  « . 

3\  Se  nella  stessa  equazione  facciamo  ^  =  09  si  ha  y  =  fii 
e  quest'equazione  è  quella  di  una  linea  retta  parallela  all'  as- 
se degli  ^90  che  fa  con  quest'  asse  un  angolo  la  cui  tangente 
è  nulla  :  la  distanza  di  questa  retta  dal  medesimo  asse  è  =  |3  . 
Nella  stessa  maniera  un'  equazione  x  =  fi'  rappresen»-  una 
retta  parallela  all'  asse  degli  y  9  e  distante  da  quest'  asse  di  una 
quantità  fi' . 

4*.  Diventi  nulla   la  distanza  fi  9   e   sarà    allora  ^  =  o    1'  e- 
quazione  di  una   parallela  all'  asse  degli  x  9  e  distante   da  esso  * 
"  di  una  quantità  j3  =  o  :  questa  parallela  coinciderà  con  lo  stes- 
so asse  ;  ed  in   conseguenza  isarà  j/  =  o  1'  espressione  analitica 
dell'  asse  degli  x  . 
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Sarà  così  x=:  o  V  equazione  che 'rappresenta  Y  asse  degli  ^. 
5*.  Supponendo  indeterminati  i  doc  coefficienti  costanti  « ,  fi 
deir  equazione  alla  linea  retta  j^  =  ^wV  -+  |8 ,  proponiamo  di  de- 
terminarli in  modo,  che  essa  passi  per  due  dati  pumi  ;  siano  le 
coordinate  per  il  primo  punto  dato  di  posizione  a?  =  772 ,  y  ?:=  n^ 
e  quelle  del  secondo  punto  x  =s  ftj  j^  =  jr ,  e  determineremo 
«  y  fi  per  mezzo  di  queste  due  equazioni  n  =?  ^/tz  h«  ^ ,  p  = 

*(*  '^  ^  i  «Jalle  quali  ottiensi  «  =  ^—^  »  |5  ==  ^^-  >  e  1*  equa- 
zione  della  retta  che  passa  per  quei  due  punti  diviene 

6*.  Se  la  retta  fosse  stata  assoggettata  a  passare  per  un  solo 
punto  dato  di  posizione ,  sarebbe  bastata  la  determinazione  di 
uno  dei  due  coefficienti  a  ^fi^  e  ne  sarebbe  restato  uno  per  sod- 
disfare ad  un*  altra  condizione . 

Così  supponiamo  che  si  cerchi  V  equazione  di  una  retta 
che  deve  passare  per  un  punto  fisso  dato ^  e  segare  un'altra  ret^ 
ta  data  sotto  un  dato  angolo. 

Sia  y  :=  ax  *i^  fi  V  equazione  data  di  una  retta;  sia  la  tan- 
gente di  questo  dato  angola  ==  e  ;  siano  m  y  n  le  coordinate  del 
punto  parimente  dato  ;  e  sia  ^  =  y^  H*  a  V  equazione  della  ret- 
ta ricercata  :  tutto  si  ridurrà  alla  determinazione  dei  due  coeffi- 
cienti y  e  X  .  ^ 

Per  ottenerla ,  supponiamo  cfce  sia  E'f'  la  linea  data ,  M' il  ~ 
punto  dato,  HM'G  la  linea  cercata,  e  sarà  AF  =  m;  FM'  =,^^5-^9* 


y\  AH  =  -^A:  ora  tó/2^  FE'B  ==  tó/2^  (  GHB  h- HKE' )  = 

i^r^^J^^'  '  ^  sostituendo,  si  avranno  qucst'  equazioni  per 

determinare  y  e  x , 

«  =  — ^  >  7»  =  y/2  H-  ^  >  dalle  quali  si  ricava  y  ===  -^^-^^  t 

A  =3  «z  —  (  ■—--.)  n .  La  dimandata   equazione   sarà   per  tanto 

y  =  (  pT-^  )  X  -^  m  —  (  --^11^  )  n  i  questa  ci  rappresenterà  la  ret- 
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p.  ta  GH,  la  qnale  passa  per  ij   dato  punto  M',  «  taglia  l'altra 

*^g  29-  iJQea  retta  E'F'  sotto  uij  angolo  HKE'  che  ha  per  tangente  e. 

Quando  il  punto  M'  dovesse  ^essere  nella  retta,  H'F'  :  cioè 
quando  fosse  dato  il  punto  nel  quale  la  retta  cercata  dee  segU' 
re  la  data  <e  1'  angolo  d' intersezione  «  allora  si  farebbe  pella 
qui  ritrovata  jetjaazione  ttz  =  «  tz  h*  0  »  ed  avremmo 


y  s=  (— — —)  X  ^  etn^  ^  —  — — —  ra,  che  si  riduce  alla  segaente 


^  H-  {P(i  H-  ^^)  H-e/2(a*H-  0}-('  ^^*) 


7*.  Se  la  seconda  retta  della  quale  si  è  ricercata  V  equazio- 
ne >  dovesse  esser  parallela  alla  prima  ET' ,  e  passare  per  il  pon- 
to M' ,  la  tangente  e  sarebbe  allQra  nulla  >  e  la  sua  equazione 
diverrebbe  y  ^=  ax  ^  m  —  fi^n. 
Così  le  due  equazione 

y  =^  ax^^ y  yz=^aX!^m  —  «72,  ovvero  y  —  m=:,a{x  —71) 

rappresenterebbero  due  linee  parallele  tra  di  loro;  è  inutile  av- 
vertire che  X ,  y  non  sono  le  stesse  in  ciascuna  di  queir  equa- 
zioni: esse  sono  però  le  .coordinate  della  retta  rappresentata  daire- 
quazione  .cui  appartengono . 

8\  Supponiamo  che  Ja  retta  GH  deva  essere  perpendicolare  al- 
la linea  ET'  :  allora  -L  =  cotang  HKE'  =  p  ;  dunque  la  di  lei 


equazione  sarà  ,y  =  —   ~x  ^  m  '^  1-  n:  dunque  una  linea 

•  '  t  ,  * 

retta  la  cui  ^equazione  sia  j^  =  —  Lx  ^  m  ['^  —n  sarà  perpeur 

dicolare  ad  :un*  altra  che  abbia  per  equazione  ^  =  a^c  h-  /3 ,  e 
passerà  per  un  punto  M'  le  cui  coordinate  sono  a?  =  /2 ,  j^  =  ot; 
così  il  sistejjia  di  queste  ,due  .equazioni 

y  z=^jM  1^  fi  y  y  z^  ^^  —X  ^  mri^  —n  ci  rappresenterà  due  li- 

nee  perpendicolari  tra  di  loro  9  ed  una  delle  quali  passerà  per 
un  punto  dato  M'. 

9*.  In  generale  il  -sistema  di  .queste  due  ^^equazioni  y  ±=:  ax  ^h 
j3  ,  j^=  ao?  H*  ?^  ci  rappresenterà  due  {parallele  ;  ed  il  sistema  di 

quest'  altre  due  y  =  aoe  ^  ^j  y  = x  ^  7^  ci  rappresenta 

«ni 

due  perpendicolari  ì*  una  all'  altra . 
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Se  dunque  si  avranno  dae  qualnnqne  equazioni  y  =1  doo' 
^  ;  j^  =  7bc  -+.  >c ,  queste  ci  significlieranno  due  parallele  quan- 
do «  à=:  y ,  e  dtie  perpendicolari  quando  «y  *>  «  =  o  • 

Avverto  di  nuovo  che  le  còordiuate  di  una  e<|aazione  eoo 
sono  le  stesse  èhè  quéHe  dell*  altra . 

H.  Abbiamo  sin  ora  considerata  k  retta  disegnata  io  un  cer- 
to piauo  y  vediamo  adesso  come  possa  •analiticamente  determinar- 
si la  posizione  di  una  retta  condotta  uello  spazio. 

Attesa  la  difficoltà  cfi  rappresentare  in  \m  piano  le  ctìse  ehc 
tanno  rilievo ,  o  che  sono  staccate  da  quello  9  io  mi  contente- 
rò il  più  deile  volte  di  descrivere  le  %ure ,  piuttosto  che  dise- 
gna rfe ,  e  cosi  mi  dirigerò  piiì  alla  immaginazione  che  ali*  oc- 
dhio  dei  miei  Lettori  ;  d*  altronde  uua  lunga  esperienza  ini  ha 
mostrata  che  sonò  talvolta  iTitese  con  maggior  facilità  le  descri- 
ziorii  che  i  disegni ,  dei  quali  pare  intendo  servirmi,  allorquan-- 
do  lo  reputerò  vantaggioso . 

'Come  i  punti  situati  in  iin  ^iano  si  riportano  a-  due  assi 
ortogonali  disegnati  nel  piano  medesimo  ,  e  dei  quali  prendiamo 
'  per  conosciuta  la  posizione  ^  poiché  dipeude  dai  nòstro  arbitrio 
determinarla':  còsi  quei  ptinti  i  ijuali  sono  situati  nello  spazio 
si  riportano  a  tre  piani  pei'pendicolari  tra  loro  >  e  Is^  cui  posi- 
zione per  lo-  stesso  motivo  è  a  noi  cognita  . 

Quando  si  tratti  di  punti  in  un  plano ,  •  si  assegnano  le  di- 
stanze di  essi  da  i  due  assi  ortogonali  ;  e  quando  di  punti  nel-* 
lo  spazio  >  si  assegnano  le  distanze  dai  tre  piani  ortogonali  sud- 
delti .- Queste  distanze  non  sono  altro  che  le  perpendicolari ,  le' 
qnaìl'^  si  abbassano  da  quei  punti  o  sopra  gli  assi  9  o  sopra  i 
piani  9  ed  assegnate  che  sia&o>  determinano  la  posizione  dei  pun- 
ti,  poióhè  fissano  1  luoghi  ove  questi  si  trovano  • 

Così  per  determinare  il  punto  a  situato  nello  spazio,    l>i-*p*tr 
sogna  determinare   le  distanze  di   esso  da  tre   piani  perpendico-     ^'^^* 
lari  tra  loro  dati  di  posizione  ;  siino  questi  tre  piani  CAB  che 
tìippresenti  per  esempio  il  piano  orizzontale  della  Tavola  ;  EAB 
che  rappresenti  il  piano  verticale  avanti  agli  occhi  di  chi  <guar-* 
da;  ed  EAC  quello  verticale 'che  fa  angolo  retto  con  T  altro, 
ed  è  situai)  alla    sinistra  di  chi   guai*da  la  figura  :   si  intendano ' 
dal  punto   a  abbassate  le   perpendicolari   aQ   nel  punto   Q   sul 
piano  orizzontale  ì  aR  nel  punto  E  sdì  piano  verticale  anteriore  ; 

Tom.  Il    -  Hhh      ;      . 
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p-     ^     ed.QS  sul  piano  verticale  laterale:  queste  perpeodicolari  seno  le 
^' '^^^  distanze  determinanti  la  posizione  di  a  idi  pai  p^rliajna.  . 

Le  linee;  AB  >  AC  »  AE  che  sona  le  intersezioni  del  tre  pia- 
Ai  >  si  chiamano  ^li  assi.  Se  dai  piedi. di  qufilJ^  ti:e  perpendico- 
lari Q  ^R  ,  S  si  conducono  le  perpis^dicplaw  sopra  i  tre  assiy 
cioè  da  Q  le  due  QPyQNj  da  R  le  due  RL,RP;  da  S  le  du© 
SL  a  SN  ^  sarà  compitOi  un  parallelepipedo  rettangolo  APRLSaQN^ 
di  cui  il  punta  A  sarà  T  ìotflrsipziQnei  pooiiune  di  quei  tre  piani  j  ed 
il  di  Ijii^-opposta  a  sairà  il  pantcx  situato;  nella  spajio  del  quale  si 

-  ili  ^unto*  A  si  djce»  Totigine  delie  coordjnafei.  le  distanze  per- 
peodiifolari  aQ^  ^R 1  aS  chiaipansi  ordinate  del  punto  a.  d^  esse 
dctìerininato:  AB>.AG>.ARchiaraansi  gli  assi  delle  coordinate  i.  e. 
sicecMua  quelle  tre  eoordinater  sogliono  indicarsi  4}Qn  le  Ipt^^re  x  r 
yyZ^ii,  C06Ì  quegli  assi  si  chiamano  |1Ì  gssi  delle  a;,  deileijfj^j  p  dél^ 
le  Zi  se  r  ordinata  aS  è  indicata  per  o^y  Tasse  cri  è  fjar^Vela,,. 
cioè  AB'f  ohiajna$i  T lasse-  degli  a?  j  cosi  indicando  oR  per  j^,  AG  è 
r  asse  degli  jn  ed  AE  Y  asse  delle  z:  iF  piano  CAB  che  pas5«  per 
i  due  assi  delle  a;  e-  delle  yr  dicesi  ij*  piano  delle  Jc>ji»i.,il  piano* 
CAE-.dìcéfli:piaiw>: delle  j',;i;.j  e  quello  EAB  è  detto,  piano  deK 

le  ori à;  •     '.  .    •  ':    r  ' 

Siccome  aS'=:  AF;  aK?=2PQ.j  così  ordinariaoiente  per  coor- 

diiiatft'  del  punto  à  s'  int^hdono  Ib  Itre  rette  AP  =  a?,  VQ^=:yy 
aQ  5=:  z  ;  la  prinia  delle  quali  è  una  porzione  delV-asse  delle  {k  a^^ 
le  ohe  conducendo  alla  sua  estremità  P  una  perpendicolare  o  ona: 
pnrallelà  ad  AG^  -incontra  il  piede  J(^  della  peri^cncfeolare  aQr 
al)lMssata  dunque  la  pexpendicolare  aQ,.  se  dal  punto^  <^  si  abbas* 
Siriana  perpenàicolarifrmilV  asse  ARvi^iav-rafìno  le  tre  coordinate- 
dei  punto  a .  Le  medesime  ooasidei'azioùi  si  facciano  relativamen- 
te 'a  ciàsc UBO'  degli  altri  assi. 

Osserviamo,  cfee  quando  si  prolungassero  quei  tre  piapi  ia 
tutte  le  diirezionif  si  iformerebBero  intorno:  al  punto  A  otto  ango- 
li sòlidi^  eguali  air»angolo  solido. CABAEAG,  .che  xaccbiode  la 
spazio  da.^  uoiiquì  sopra  considerato.  Avesado^  poi  coavenuta  ch& 
preiidari$i:!f^r  positive  le  coordinate,,  fe  quali  si  Tesfònd^no!  nelle 
dii^ziotri  degli  assi  da  A  Verso  B,  verso  C,  verso  E>  ne  segue 
che  per  quei  punti ,  i  quali  si  ti'ovaiio  in  taluno  degli  altri  sette 
angoli  solidi  fatti. intorno  al  vertice  A  ^  alcune  delle  coordinate, 
o'  tutte  saranno   negative  :    saranno  negative  tutte  JielV.  angold 
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solido  opposto  direttamente  all' angolo  CAB  AE  AC,  e  che  non  ha  „. 
di  comune  con  questo  che  il  punto  A:  vi  sarà  un'ordinata  uegati-    ^^' 3o- 
va  in  quegli  angoli  i  quali  hau'di  comune  col  suddetto  unp  dei 
piani;  e  ve  ne  saranno  due  in  quei  che  hanno  di  comune  ima  linea. 

Tutto  questo  premesso  >  figuriamoci  una  linea  rjBtta  descritta 
nello  spazio:  se  da  ciascun  punto  della  medesima  ?i  abbassano  le 
perpendicolari  e  sul  piano  delle  x  ^y  supposto  da  noi  orizzontale, 
«  sopra  il  piano  delle  x»i?  supposto  verticale  anteriore,  e  sopra 
quello  delle  j^,»,  supposto  (  per  limitare  le  idee  )  verticale  e  late- 
rale sinistro  >  tutte  le  perpendicolari  che  cadono  sopra  ciascuno  di 
questi  piani  vi  segneranno  una  retta  che  si  chiama  la  proiezione 
della  nostra  linea  tirata  nello '«pazici:  qttcstx  linea  dunque  avrà  tre 
projeziorii,  ciascuna  in^in  di  quei  tre  piani,  e  queste  proiezioni 
sono  tre  linee  rette  ;  di  più  si  .concepisce  fàcilmente  4Dhe  ^e  ^  fa- 
cesse passare  un  piano  per  la  nostra  linea  condotta  nello  spazio,  e 
per  una  sua  proiezione ,  questo  sarebbe  perpendicolare  al  piano 
ove  è  segnata  quella  proiezione . 

Due  di^  queste  tre  projezioni  bastano,  a  determinare  Ja  posizio- 
ne della  linea;  infatti  facendo  passare  per  esse,  due  superficie  pia- 
ne perpendicolari  ai  piani  in  cui  quelle,  projezioni  si  trovano ,  sì 
segheranno  queste  in  una  sola  linea,  la  c^ale  sarà  in  conseguenza 
la  retta  nello  spazio ,  che  a  tali  projezioni  appartiene .  Per  questo 
motivo  noi  diciamo  che  una  linea  condotta  nello  spazio  è  analiti- 
camente de5terminata  per  il  sistèma  delle  due  equazioni ,  che  a  due 
delle  di  lei  projezioui  convengono  ;  ci  vogliono  dunqtte  due  equa- 
zioni per  rappresentare  una  linea  retta  condotta  tieilò  spazio.  Dun- 
que se  x^=^  az^b  è  V  equazione  di  una  linea  retta  nel  piano 
verticale  degli  ^  e  jc,  e  se  j^  =  a'^j  -+  />'  è  quella  di  un^ altra  ret- 
ta neir  altro  piano  verticale  degli. j^  e  js,  il  sistema  di  queste  due 
equazioni  a?  =  a^;  H-  & ,  ^  =  a  z  H-  6'  rappresfentèrà  una  linea  ret- 
ta nello  spazio  >  tale  che  essa  abbia  quelle  due  rette  per  proje- 
zioni .  / 

III.  Data  una  linea  retta  nello  spazio  >  e  parimente  dato  un 
punto  fuori  di  essai  proponiamoci  di  condurre  per  ([nel  punto  u- 
ua  retta  a  quella  parallela  ;  ciò  che  per  noi  equivale  a  dire  : 
date  le  equazioni  che  determinano  i^na  linea  retta  nello  spazio , 
e  .le  coordinate  che  determinano  vbx  punto  »  si  dimandano  le  e- 
quazioni  di  un*  altra  retta  parallela  alla  prima ,  e  che  passi  per 
quel  punto .  ,        *  . 


\ 
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Due  rette  nello  spazio  sono  parallele  qaaodo  lo  sono  le  lo- 
ro respettive  projezioni. 

Kappresentiamo  per  x^y^jZ  le  tre  coordinate  rettangolari 
tra  le  quali  al  solito  z  e  la  verticale . 


Siano  <  ^         r'  T  1'  equazioni  delle  projezioni   della 

\^y  =  a  2;  — t-  6  i 

retta  data  sopra  i  piani  verticali^  dalle  quali  eliminando  z%  n 
ha  la  relazione  tra  le  x^y  che  appartiene  alla  stessa  linea  ^  cioè 
r  equazione  della  di    lei    projexione   orizzontale  i  ay  —  ax  = 

Indichiamo  per  x\y\z'  le  coordinate  del  ponto  dato,    ^v 
Secondo  ciò  che  abbiamo  detto  al  J^[^  I.  ^  V  equazioni  delk 
retta  parallela  da  noi  voluta  %  saranno 

ct(x~^)=:a(y-'y), 

due  qualunque  delle  quali  producono  la  terza . 

Se  poi  si  volessero  tjoyare  r  ccjuazioni  di  una  retta  obbli- 
gata a  passare  per  due  punti  dati  nello  spazio  >  ecco  come  fa- 

Siano  x'yy\z'  le  coordinate  del  primo  punto,  e  x\y" j 
z^'^  quelle  del  secondo ,  «  siano  x  •==^  az  -^  h  ^  y  ^=^  dz  ^\-  b' 
r  equazioni  della  retta  cercata  :  tutta  la  difficoltà  si  riduce  alla 
determinazione  dei  coefficienti  a^h^d  ih . 

La  retta  dovendo  passare  per  il  primo  punto  ,  le  sue  equa- 
zioni sai'anno  della  forma  a?  —  x  -rì^  a{z  r—  z^^  y  —  y  ==^ 
*a'(  z  -^  a  )  :  ma  dovendo .  anche  passare  per  il  secondo  >  le  sue 
equazioni  saranno  anche  x  —  x  ==0(2;  —  ^'')>  y  —  y  7= 
d  {^z  —  z)  :  ora  eliminando  a  ,  d  .tra  queste  quattro  equazio- 
ni^ avremo  per  determinare  la  retta  voluta 

0?  (  s'  —  z"  )  =  2  (  x'  —  ^'  )  H-  ^V  —  xz 

y  ^z'  —  z  )  =  z  (/  —  / )  -4.  zY  —  zy  . 

Queste  sono  V  equazioni  delle  proiezioni  sopra  i  diie  piani 
verticali:  eliminandone  z^  si  avrebbe  T  equazione  della  proje- 


\ 
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zione  saprà  il  piano  orizzontale . 

La  lunghezza  poi  della  retta  che  unisce  quei  due  punti  dati  è 

v{{  ce'  -  X"  r  H-  (y  :^  yy  ^{z'-z-y}. 


IV.  Passiamo  alla  considerazione  del  piano  esteso  nello  spazio* 

Per  trovare  V  equazione  del  piano  9  come  per  altre  più  de- 
licate ricerche  che  verranno  in  seguito ,  faremo  uso  della  con- 
siderazione del  movimento ,  per  mezzo  del  quale  supporremo 
che  si  generino  le  superficie  ed  i  sohdi  ;  e  ciò  non  vuol  dire 
che  si  abbia  bisogno  di  ricorrere  alla  Meccanica  per  le  indagi- 
ni  Geometriche  >  imperocché  per  quanto  poco  si  voglia  riflette- 
re sopra  i  metodi  a  siilatte  considerazioni  appoggiati ,  vedremo 
non  servire  esse  che  come  un  ripiego  9  onde  instituire  più  facil- 
mente certi  ragionamenti  9  i  quali  potrebbero  anche  farsi  senza 
di  loro  ;  noi  facciamo  uso  del  moto  j  come  si  fa  nella  Geome- 
tria Elementare ,  quando  si  considera  il  circolo  generato,  del  rav- 
volgimento del  raggio  circa  nti  centro  :  si  aggiunga  a  tutto  que- 
sto 9  che  è  anche  naturale  consitlerare  il  movimento  nella  gene- 
razione delle  linee  j  delle  superfìcie  e  dei  solidi  9  perchè  effetti- 
va mente  non  può  esso  escludersi  dalla  loro  vera  descrizione  • 

Dcesi  al  Sig.  Monge  questa  maniera  di  trattare  V  applica- 
zione dell'Algebra  alle  curve   ed  alle  superficie. 

Per  poco  che  riflettiamo  ad  un  piano  condotto  nello  spa- 
zio ,  troveremo  che  egli  è  r  determinato  ;  l^  Se  è  assegnato  in 
qual  punto  es^o  sega  Y  asse  verticale  :  a"*.  Se  sono  dati  gli  an- 
goli.,  che  r  intersezioni  di  quel  piano,  con  i  due  verticali  fan^ 
no  con  r  orizzonte  ;  cosi  noi  supporremo  che  un  piano  sia  co* 
noscìuto  :  i^  Per  mezzo  deirordinata  verticale  all' origine,  or- 
dinata che  noi  rappresenteremo  per  G  :  a'*.  Per  gli  angoli  che 
le  sue  due  traccie  sopra  i  piadi  verticali  formano  con  V  oriz* 
zonte  ;  e  che  di  più  le  tangenti  di  questi  angoli  siano  A  per 
quello  che  è  nel  piano  degli  x  0  Z  i  e  'B  per  quello  che  è  ne| 
piano  degli  y  e  z . 

Per  equazione  poi  del  piano  si  infende  una  relazione  tra  x'^ 
y  >  z  tale ,  che  dato  a  piacere  un  valore  qualunque  a  dtie  di 
queste  coordinate  a;  ,  y  per  esempio  (  che  equivale  a  dire  pre- 
so a  piacere  un  qualunque  punto  nel  piano  orizzontale  )  si  ri- 
cavi dair  equazione  contenente  quella  relazione ,  un  tal  valore 
per  z  >  che  innalzando  al   piano  orizzontale  stesso ,  nel  punto 
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preso  in  lui  nna  perpendicolare  eguale  a  z  >  questa  incontri  per 
V  appunto  con  la  sua  estremità  superiore  il  piano  da  lei .  rap- 
presentato . 

Ecco  collie  troveremo  qiiest'  equazione. 

Un  piano  pnò  considerarsi  sempre  come  generato  per  mez- 
zo del  moto  di  una  linea  parallelamente  a  se  stessa  lungo  un'  al- 
tra fissa  :  ora  se  delle  due  intersezioni  di  un  piano  con  i  due 
veitical)  degli  ^  e  ;&  9  degli  y  g  z  y  fìngiamo  che  una ,  per  esem- 
pio quella  del  piano  verticale  x  ^Zj  stia  ferma  ^  e  che  Y  altra 
si  muova  €on  }a  suddetta  legge  lungo  di  lei  ^  è  evidente  che  $i 
genererà  quel  piano ,  e  non  è  difficile  a  concepire  che  Y  ordi- 
nata verticale  z  di  un  punto  preso  sopra  jdel  piano  generato  e 
corrispondente  alle  coordinate  x^y^  sarà  composta  di  tre  par- 
ti,  cioè  )^  dell'ordinata  G  all'origine;  2*.  della  quantità  Ax^ 
della  quale  la*  traccia  mobile  si  innalza  lungo  l'altra;  3^  della 
quantità  By ,  di  cui  bisogna  innalzarsi  sopra  la  traccia  mobile  9 
per  andare  dalla  traccia  fissa  al  punto;  sarà  dunque  :i^  =  Ax^^ 
By  H*  C ,  Ja  cercata  equazione  del  piano  • 

Se  il  piano  si  mnove  parallelamente  a  se  medesimo  ^  le  tan* 
genti  A,B  restano  costanti,  e  la  qtiantjtà  C  è  Ja  sola  che  va- 
ria ;  per  aver  dunque  Y  equazione  di  un  piano  parallelo  al  pri- 
mo y  e  che  passi  per  un  punto  di  cui  le  coordinate  ^iano  x\y  ^ 
z  y  bis(^na  determinar  G  in  maniera  che  nell'  equazione  del  pia- 
no dato  facendosi  pc  =s  x'  ^  y  =^yy  jabbiasi  z  =:  z'  :  Y  equazio- 
ne dunque  del  piano  parallelo  sarà 

z  —  2;'  =  A  (  5c  —  x)'^B{y  —  /  ) . 

In  generale  Y  equazione  lineare  tra  x  ^y  y  Zj 

Ax  H-  By  H-  G?;  -^  D  =  p 

è  quella  di  un  piano  ^  nel  quale  —  ^  rappresenta  V  ordinata  del 


A 


piano  air  origine  j  « —  ^  ^^  tangente  dell'  angolo  phe .  Y  intersezio- 
ne di  questo  piano  con  quello  verticale  delle  a? ,  2;  >  fa  con  Y  o- 

rizzonte  ;  —  J-  Ja  .tangente  dell'  angolo  che  l' intersezione  del 

\» 

snddetto  piano  con  J^  altro  verticale  ;  fa  egualmente  con  1'  0- 

rizzonte . 

Si  osservi  che  delle  quattro  costanti  A^B^C^D,  sole  tre 

sono  necessarie  per  determinare  la  posizione  di  un  piano . 
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Se  si  vuol  trovare  T  equazione  di  un  piano  che  passa  per 
tre  punti  dati  nello  spazio  r  supponendo  cb&  quest'  equazione  sia 

Ax  -i-  By  -t-  Gz  -4-  P  ==  o  y 

4 

tutto  si  vi^urrà  alla;  determinazione  delle  costanti  A.  y  3  r  CJ  ?  D  r 
siano  x'  i  y  ,  z>'  1<9  coordinate  del  primo  punto 

a;"  »y'  ,a" \  .  del  secondo 


^"'  >  y '  )  2»'"  .  , ,  .  del  terzo 

e  se  il  piano  passa  per  quei  tre  jpuntiy  dovroma  avere 
Aa;'  H-  By   ^  Cz^  ^  D  ==  o  ^ 
A»"  H-  By'  -4-  G&"  -i-  0.  =  o  r 
Ax"' H- B/'-i- C^T' H- D  =  o  r 


•       I 


dalle  quali  ricaveremo  i  valori  delle  tre  quantità  4-  >  J  »  ^  »  ^^^ 
che  dà 

=  a(j'    -r-y    )^z   {y    — jf)H*2    (/— ^   ); 

=  «(2;    Z^    }^  OS^    {^Zr     — Zj^-t-JO     (z Z)^ 

=  ^  (a?   — a?    )H-y  \oa    — a?)-fj'    (a?^— ^a?  ); 

valori  che  dorreoi  sostituire  nella  sijppostia:  é^^ione  del  pìapo^ 
affinchè  ei  possa  passare  per  quei  tre  punti . 

V.  Suppemamo  adesso*  che  sia  data  la  posiziooe  di  \m  pjif* 
no  nello  spazio  ^  clie  cioè  sia  data  I«i  di:  lui  ^  equazione 

Ax  H-ByH*C2;-hD  =  Oy  é  cerchiama  gli  angoli  che  egli 
forma  con  i  piani  rettangolari  delle  projezioni . 

Immaginiamoci  i  soliti   tre  piani   rettangolari^  e  fingiamo 
che  dair  origine  delle  ascisse  sia  abbassata  una  pérpeodicofare;. 
sopra  la  superficie  piana  corrispondente  alla  data  equa,;&jpDe:  que- 
sta perpendicolare  formerà  con  quei  tre  piani ,  <Iiegli  [Singoli  che 
saranno  i  complementi  di  quei  ricercati  :  per  corapreaderlo  sup- 
poniamo che  PQRS  sia  un  piano  sopra  il  quale  ne  sia  inclina- «. 
to  un  altro  ELFM>  di  cui  si  cerchi  T  inclinazione  *  Se  da  un    ^S'^'* 
punto  qualunque  A  del  primo  piano  si  abbassa  una  perpendico* 
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Piff  51  '^^  •^^  ^^P^^  ^'  secondo;  e  dal  sno  piede  B  ana  pcrpendico- 
^'     '  lare  BD  sopra  la  comnoe  intersezione  LP  ;  qnindi  si  nnisca  il 
pnnto  D  col  ponto  A ,  si  vedrà  subito  che  V  angolo  BAD  fat- 
to dalla  perpendicolare  AB  col  piano PQ,  è  il  complemento  dell'an- 
golo BUG  che  mfsnra  la  ricercata  inclinazione  del  piano. 

*     Rappresentiamo  per  P  la  grandezzji  di  quella  perpendicolo^ 
re  9  e  per  x'  ^y\^  le  coordinate '^el  suo  piede  9  e  si  ayrà 

(I).-..  *'^-+ y * -rh  a'*  =?  F 

(a)  . .  .  .  Aa?' -^  By  H- C;5' H- P  =:=  o. 

Delle  tre  quantità  de  ^y\z'  ^  contenute  nella  prima  equazione 
finpponeodo  costante  ed  invariabile  la  seconda  y  9  T  equazione 
si  manterrà  legìttima  qualunque  valore  mi  piacerà  dare  ad  ^' , 
purché  io  prenda  per  z!  un  valore  tale  che  sia  soddisfatta  tutta 
queir  jBqua;&ione  ;  ed  il  GalGolp.DifFeren^ciale  v[x\  d^rà  allora 

(3),...a;'H-2^'(è-')=<^- 


dx' 

Una  stessa  riflessione  ci  CQadarrà  a  qaest*  al^ra  equazione 


(4)...,/^z'(g;)=0. 

L*  equazione  (  »  )  poi  ci  darà 

(5)....  a-+C(£;)f=o 

(6)....  Bh-C(^)  =  o. 

Da  qticste  sei  equazioni  eliminando  (^,)#(r^)  e  jtroyando  i  va- 
lori di  a?',y,z',  P,  ricaveremo 

^  —  A*  -+  B»  -+  e» 


y 


—  BD 


m-m 


A*  H-  B»  -^  e 

-CD 


B*-hC> 
D* 


P* 

^  ~~  A»  H- B» -4- C»  ' 

.  ora  le  quantità  |^ ,  |^ ,  ^  sono  i  seni  degli  angoli ,  che  la  perpeà. 
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dìcolare  fa  con  i  tre  piani  rettangolari;  jjjinque  esse  saranno  i 
coseni  degli  angoli  dimandati  ;  così 

L'  angolo  che  il  piano  nello  spazio  forma  ^con  quello  deh 

ìe>  «,yy  avrà  il*  coseno  =  ___^j-^-^^ • 

L*  angolo  cbe  i}  detto  piano  fa  con  qnellQ  4ellip  XtZt  a- 
frk  il  coseno  =  -rrrr-A 


V  (  A*  -t-  B*  -h  e*  ) 

L*  angolo  infine  f^tto  coi  piano  delje  y  y^  ha  il  coseno 

A 


V  l  A' -♦•  B» -*■  C*  ) 

Cerchiamo  adesso  k  relazioni  che  devono  aversi  tra  i  coet 
flcienti  deir  equazione  di  un  piano,  e  quei  dell* equazioni  di  n* 
Ila  retta ,  affinchè  la  stessa  r£ttia  €d  il  piano  siano  tra  di  loro 
perpendicoliiri . 

Rappresentiamo  al  solito  per  Ax  H-  By  h*  Cz  h-  D  =  o 
r  equazione  di  un  piano  >  e  per  a?  =  <2;5  h-  «  i  y  ==z  bz^fi  le 
due  equazioni  determinanti  la  retta  normale  ad  esso . 

Facciamo  scorrere  la  retta  parallelamente  a  se  stessa  finché 
essa  passi  per  1'  origine  :  in  questo  movimento  non  cesserà  mai 
dì  esser  perpendicolare  al  piano ,  e  Ae  sue  equazioni  j  quando 
€ssa  è  giunta  airoiigine,  saranno  a?  =  a^;,  ^  =  5^; . 

Indichiamo  per  x\y\z  le  coordinate  del  punto  in  cui  la  ret- 
ta ed  il  piano  si  incontrano,  ed  avremo  per  quel  punto  x'  =  az\ 
y  =  bz  ì  ora  sostituendo  per  x  ^y\z  i  valori  trovati  al  N*.  ante- 
cedente, avremo  A  =  aC,  B  =  6G,  le  quali  equazioni  esprime- 
ranno le  relazioni  cbe  devono  avere  tra  loro  le  equazioni  del  pia- 
no e  della  retta ,  acciocché  siano  pcyrpendicolari  tra  loro  ;  con  que- 
ste possiam  determinare  i  coefficienti  a, 6  quando,  essendo  dato  il 
piano ,  è  incognita  la  pt)sizione  della  retta ,  e  possiam  trovare  due 
dei  tre  cofficienti  necessarj  neir  equazione  del  piano ,  quaudo  é  da- 
ta la  posizione  della  retta  e  non  quella  del  piano . 

Siano  dunque  dati  di  posizione  nello  spazio  un  punto  ed  uà 
piano ,  e  vogliasi  da  quel  punto  abbassare  una  perpendicolare  so- 
pra il  detto  piano . 

Per  soddisfare  a  questa  ricerca ,  converrà  trovare  V  equazioni 
della  retta ,  le  coordinate  del  punto  d' incontro  di  essa  col  piano  , 
e  la  grandezza  di  questa  medesima  retta. 

Tom*  IL  I  i  i 
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Siano  X  ^y  ^  z  le  coordinate  del  punto  dato;  A»  H*  By 
Vjz  h-  D  ==  o. r  equazioiie  del  piano^  dato ,  ed  a?  =  02;  h*  a»,  ^  = 
bz  ^  ^  quelle  della  linea  voluta  .  La  condizione  che  questa  retta 
deva  passare  per  il  data  puuto  determinerà  le:  due  costanti  a  >  p  >  a 
r  equazioni  di  quella,  retta  diverranno  allora, 

{x  —  a?')  =  a(z—  z),  {y  —  y)—b{z  —  z'). 

L'  altra  condizione  che  la  linea  deva  esser  normale:  al  piano 
determinerà  i  due  coefficienti  a, 6^  e  si  avrà. 

a  =  — ,  5=  —  ;  così  le  due  equazioni  cercate  diverranno 

C(a;  —  a?')  =  A(2;  ~  z),  C(y  — /)  =r  B(2;  —  z'). 

Le  due  equazioni  della  perpendicolare  e  quella  del  piano  do- 
i^cnda  per  il  punto  d' intersezione  sussistere  tutte  nello  stesso  tem- 
po y  potranno  trovarsi  per  mezzo  di  esse  i  valori  di  x^y  ^z  i  qua- 
li saranno  le  coordinate  di  questo  punto  ;  perciò  se  facciamo  per 
semplicità  di  calcolo  Ax  h*  Bj  H-  ^2^'  h-D  =  L,  e  diamo  aire- 
quazione  del  piana  questa  forma 

A{x  —  X')  ^  B{y  —  f)  ^C(.z  —  z')  h-  L.=  o  >, 

le  coordinate  nel  punto  d'  intersezione  saranna 


y 


z' 


A* 

-h  B*  'i^C* 

BL 

A» 

-hB'-f-C* 

CL 

A*  H-  B*  -f-  C 

Se  infine  chiamiamo  P  la  distanza  dal  punto  data  al  piano  rfff- 
to  i  si  avrà 

F  ===  {X  ^  x'Y  H-  {y  —yy  -h{z--zy,  e  perciò 

P  =  ^ 

V(A*H-B*  -+C*)* 

VI.  Bisolviamo  adesso  il  Problema  inverso  f  quello  cioè  in  cui 
si  dimanda  di  condarre  per  un  punto  dato  nello  spazio  un  piano 
perpendicolare  ad  una  retta  parimente  data  nello  spazio . 

Questo  Problema  sarà  intieramente  risoluto  quando  avrem  tro- 
vato :  i^  l'equazione  del  piano:  a''  le  coordinate  del  punto  d'in- 
contro della  retta  e  del  piano  :  3"*.  la  grandezza  della  retta  con- 
dotta dal  punto  d' incontro  al  punto  dato  ,  e  che  è  perpendicolare 
alla  retta  data  . 
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Siano  a?',y,2'  le  coocdinate  idei  punto  dato;  »  =  aaH-a> 
^  -=:  ìjc  «f  p  le  equazioni  della  retta  idata ,  e 

Aoc  •i-.Bv  H-  Cz  -i-  D  =  o  la  ricercata  (equazione  tlel  piano. 
La  condizione  che  il  piano  deva  passare  per  il  punto  dato  ci 
,  dctermiuerà  il  coefEcieote  D ,  «d  avremo 
A(a?  —  a?') -4..B(jy  — /) -h  C(.«  —  a  )  =  o. 

;I  due  coefficienti  —  >  ^  saranno  ;  determinati  .dalla  condizìo^ 
.ne  di  dovere  essere  il  piano  perpendicolare  alla  retta  idata,  la  qua- 
le ci  darà  —  =  a,  —  =  i,e  quindi T^eguazione  del  piano  diman- 

dato  sarà  .a  (  oc  —  oc)  ^b(y  — y  )  Hr  z  —  -z  =  o . 

Se  per  mezzo  di  quest'  equazione  e  delle  due  .appartenenti 
alla  retta  .data ,  troviamo  i  valori. di  a;,jy,;Z,  avremo  (.facendo  per 
.abbreviare  iLcalcolo  a («'  —  «)  H-  à{y' — p).-^-  a'.=  M} 


gè  ~~* —  •-»•  • 

y    =   *M 

M 


Z 


J  H-tf*  -i-.^*  ' 


se  infine  indichiamo  per  P  la  perpendicolare  abbassata  dal  punto 
dato  sopra  la  retta  data,  la  quale  è  la  linea  di  unione  di  questo 
punto  dato  con  quello  di  incontro  tra  la  retta  ed  il  piano,  avremo 

ove  sosfirufremo  i  valori  trovati  per  a; , j/ ,  z ,  e  faremo  le  opportu- 
ne riduzioni  >  onde  avere 

VII.  Determiniamo  adesso  le  condizioni  che  danno  r  interse- 
zione di  due  linee  .nello  spazio . 


^.         f  X  ^=^.az  H-  a  \ 


Xy  z=bz  -i-p, 

=  a'z  — {-  et  \  1» 
y  =  b'z  H-  fi'  }  '  *9"'"<^ 

ni  di  una  seconda  retta.  Se  queste  ilne  rette  devono  segarsi,  bi- 
-sogna  che  le  quattro  equazioni  sussistano  tutte  insieme  nel  punto 


{ 
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d*  intersezione  j  se  dunque  per  mezzo  di  esse  eliminiamo  le  coordi- 
nate Xjj/jZy  avremo  la  relazione  che  devono  aver  tra  loro  quei 
coefficienti  costanti  ^  acciò  abbia  luogo  T  intersezione ,  o  perchè  le 
due  linee  siano  in  uno  stesso  piano.  Questa  relazione  è  contenuta 
neir equazione  {a  —  «)  (fi'  —  à)  —  {^  —  /3)  (a'  —  a  )  =  o. 

Immaginiamo  ora  che  per  Y  origine  delle  ascisse  si  conducano 
due  rette  parallele  a  qnelle  qui  sopra  considerate. 

L'  equazioni  di  queste  due  parallele  saranno 

per  la  pnma    <      ^ 

per  la  seconda  \  ^        ,, 
^  i^y  =^  oz 

Consideriamo  adesso  un  punto  preso  nella  prima  di  cui  le  coordi-^ 
nate  siano  x^y^z;  ed  un  punto  preso  nella  seconda  riferito  ai  pia- 
ni per  mezzo  delle  coordinate  x  ^y^z  .  La  distanza  P  di  questi 
due  punti  9  sarà 

P  31=  (*  —  x'y  H-  {^y  —^  y'Y  •+•  («  -^  zy  ^  ovvero 

P  =  (a2;  —  dzy  H-  {bz  —  b'z'y  —  (2;  —  2fy  : 

ora  se  qoesta  distanza  è  perpentlicolare  alla  prima  retta,  &arà  al-' 
lora  la  più  corta  linea  che  dal  punto  delle  coordinate  x  ^y^z'  sì 

può  condarre  a  qtiella  prima  retta,  e  quindi  (^)  =  o,  ovverà 

(az  —  aV)a  h-  {bz  —  b'z')b  ^+  z  —  z'  =^  d 
z{i  ^  a*  -4-  i* )  =  i'(  i  H*  «^'  H*  &6') ;  quest'equazione  deter- 
minerà inx  il  valore  di  z  checonviensi  al  piede  della  perpendicolare. 
Se  però  la  seconda  retta  fosse  ella  medesima  perpendicolare  al- 
la prima,  il  ffuo  piede  caderebb©  air  origine:  sarebbe  allora  2;  =  0, 
e  l'equazione  diventerebbe  z{i  ^  aà  ^  bb')  =^  Qj  ovvero  1  h- 

aa'  *-{-  bb'  =  0. 

Questa  esprime  k  relazione  che  devono  avere  i  coefficienti 
deirequazionr  diquelle^due  rette;  onde  siano  ad  angoli  retti  tra  loro. 

Dato  un  punto  nello  spazio  ed  una  retta -data,  cerchiamo  le 
etiuaziotìi  di  un'  altra  retta,  la  quale  passi  per  quel  punto  e  sia 
perpendicolare  alla  prima . 

Siano  x\y\z  le  coordinate  del  punto  dato;  \  y  ^  hz  ^^  6 


{ 
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r  equazioni  della  data  retta  5  "T  ^  ^  ?.^  ]Ì  g'   quelle  della  retta 

richiesta .  La  condizione  che  la  retta  deva  passare  per  il  punto  da- 
to t  ci  determinerà  «%  |3' ,  ed  avremo  «  =  x  —  az  ,  j3'  =  y  —  b'z'. 
Le  due  equazioni  della  retta  diverranno  allora 

X  X  z=:  a  (z  —  z  ^ 

y  —  y  —b  {z  ~  z  ) 

Converrà  ora  determinare  a'  ^1/ .  Questi  due  coefficienti  saranno 
dati  dalle  altre  due  condizioni,  dal  dover  cioè  le  due  linee  segar- 
si ad  angoli  retti ,  le  quali  condizioni  sono  espresse  dall'  equazioni 

{oc  —  a)  (è'  —  b)  —  (0'  —  ^)  (a  —  a)  =  o, 

I  ^  aa  -h  hb'  =  o . 

Trovati  i  valori  di  a'  yV  si  avrà  tutto  ciò  che  è  necessario  a 
determinare  le  due  equazioni  cercate  • 

In  somma  tutto  si  riduce  ad  eliminare  a%  6%  «S /3'  tra  le  sei  e- 
quazioni  qui  sopra  trovate  >  e  fatta  questa  eliminazione  si  hanno 
(  pongo  per  abbreviare  ) 

è{«(^'  — a)-^6(y~^)M^^'}  — (y— ^)(iH-a*H-&')  =  Q 

a{x  —  «)  ^b{y  —^)^z  —zìi  H-a"^6*)  =R 

• 

dal  che  ottengo  aV  H*  &Q  h-  R  =  o  )  le  due  equazioni  della 
retta  cercata 

(a?--»')R  =  (a  — z')P 
(^-y)R  =  (z--z')Q. 

Vili.  Immaginiamoci  ora  due  piani  condotti  nello  spazio  e 

rappresentati  dair  equazioni  Ax  h-  By  h*  Ci  ^  D  ==  o 

A'a?.H-  B>  H-  Ci  H-  D'  ==  o: 

quando  questi  non  siano  paralleli)  si  segheranno  in  una  linea  retta > 
della  quale  proponiamoci  trovare  1q  equazioni . 

La  linea  d'intersezione  appartenendo  ai  due  piani,  devono  le 
due  equazioni  superiori  divenire  eguali  tra  di  loro,  o  sussistere 
nello  stesso  ,tempo  per  tutti  i  punti  dei  piani  convenienti  a  queir  in- 
tersezione; se  dunque,  supponendo  che  x^y^z  siano  le  coordinate 
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deir  intersezione ,  eliminiamo  per  mezzo  di  quelle  due  equa?ioni 
una  qualunque  di  queste  coordinate  ;  Tequazione  risultante  darà  la 
relazione  che  esiste  tra  le  due  altre  coordinate  residue  ^apparteneif- 
ti  air  intersezione:  quest'equazione  sarà  quella  di  una  delle  proie- 
zioni della  retta  d' intersezione  dei  piani;  così  eliminandfo  ve  yy  y  z 
fra  le  equazioni  dei  due  piani  >  e  facendo  per  abbreviare 

BC  —  B'G  =  Z  DA —  DA  =  x 

CA'  —  CA  =  OT  DB'  —  DB  =  f* 

AB'  —  AB  =  n  DC  —  D'G  =  f ,  segue 

Za  -h  OTfA  H-  ^'  =  ^  I 

Te  equazioni  delle  tre  proiezioni  sopra  \  piani  rettangolari  saranno 

ly   —  mx  — H  >  =  o  .| 


mz  —  /zy  H- 

720?  —  Iz 


due  delle  quali  danno  la  terza  • 

Da  1JUÌ  innanzi  terremo  sotto  questa  forma  V  equazioni  che 
determinano  la  posizione  di  una  linea  retta  data  nello  spazio  .  Si 
ritrovano  sei  coefficienti  costanti  in  queste  tre  equazioni,  cioè  l^m^ 
/z  ^  X  )  fA  ,  y ,  dei  quaH  quattro  soltanto  sono  necessaij:  uno  è  dato 
dair  equazione  di  condizione  Zx  h-  wijx  -4-  ^v  ==  o,  tiu  altro  è  ar- 
bitrario, e  per  mezzo  di  una  idonea  determinazione  possono  seni- 
plicizzarsi  certe  operazioni  di  Analisi . 

Determiniamo  l'angolo  che  fanno  tra  loro  i  due  piani  dei  qua- 
li qui  sopra  assegnata  abbiamo  V  intersezione  . 

Fingiamo  che  ^dall' origine  delle  coordinate  si  conducano  due 
piani  paralleli  ai  due  primi  :  è  manifesto  che  essi  faranno  tra  loro 
lo  stesso  angolo  che  quelli,  e  che  le  equazioni  da  cui  sono  rap- 
presentati,  saranno 

Ax  H-  'By  H-  Cz  =  o 

A'x  H-  B>  ^  Uz  =  o 

•p.^  ^  I  due  piani  di  fcuisi  parla, -siano  quei  idelIaTig-  31  ;  ELFM 

sia  il  piano  rappresentato  dalla  prima  equazione;  QRPS  quello 
della  seconda .  Da  un  punto  A  preso  a  piacere  nel  secondo  piano 
si  abbassi  una  perpendicolare  AB  sofH:a  il  primo,. e  dal  piede  B  si 
abbassi   una  perpendicolare  BG  sopra  lo  stesso  piano  "Q^PS:  ^ 


'6  6 
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vede  facilmente  che  ^  z=i  cos  BDG  =  cq&  dell'  angolo  fatto  da- 

BA 

quei  due  piani .  TuttD  dunque  si  riduce  à  trovare  le  grandezze  di 
queste  due  perpendicolari ,  le  quali  prendereina  eoa  segni  contra- 
rj  poiché  esse  si  misurano  io  sensi  diversi. 

Le  coordinate  del  punto  A  preso  ad  arbitrio,,  siano  x'^y'^z'y 
e  si  avrà  in  esso  AV  -i-  B'y  H*  GV  =r  o  .  Sia  P  1^  grandezza 
della  perjjendicolare  AB ,  ed  x'^y^z"  le  coordinate  del  suo  pie* 
de,  e  si  avrà  (N°.  V.  ) 

^' „/  AL 

/'  = 

z   = 


X    - 

A» -4.  B»  H- C»^ 

BL 

A»H-B»-J-C* 

z  - 

CL 
A»-hB'-*-C» 

L 

V(A*H-B»-*-C») 

Sia  F  la  grandezza  dell*  altra  perpendicolare  BC  ed  L' 

A'«"  H-  B'y"  -^  Gz"  i  si  avrà 


F 


u 


V  (  A'* -i- B'* -♦-€'•  y 

Sostituiamo  per  x\y'\z    t  qui  sopra  ritrovati  valori  in  L*, 
ed  osservando  che  AV  -h  B'/  H-  CV  =  o ,  troveremo 

•^ AT^B'-t-C»  ' 

e  per  conseguenza 

w  —  L  (  AA' -I- BB' -+ CC'J 


"~  (  A»  H-  B*  -+  C»  )  V l C'» -4-  B''  -+  A'») 

Sarà  dunque  B|  =  —  y,  e  quindi 

,  „,  ,  A  A' -t- BB' -+ ce 

eo5  BDG =€os  dell  angolo  cercato  =  ^^^.  ^  b»  -t-  e»  ) .  v'(  A'»  -^  b"  -+-  c^  " 

Se  i  due  piani  fanno  angolo  retto  tra  loro,  il  coseno  dell'an- 
golo d'inclinazione  di  uno  a  riguardo  dell'altro  è  nullo,  e  quindi 
AA'  -h  BB'  -i-  CG'  =  o  esprimerà  questa  circostanza  . 

Affinchè  dunque  tre  piani ,  di  cui  le  equazioni  sono 


44©  APPP«D1CE 

A'x  -h  B>  H-  C'z  H-  D'  =  o 

A"x  H-  B'>  H-  Q"z  H-  D"  =  o , 

siano  rettangoli  tra  loro ,  dovranno  aversi  le  tre  equazioni  segoenti 

AA'  -fBB'  -^CG'  ==  o 
A"A  H-  B  B  ^  C"G  =  o 

A'A"  H- FB" -h  C'G"  =  o . 

IX-  Se  consideriamo  due  linee  rette  condotte  cello  spazio*  t 
.può  proporsì  la  questione  di  determinare  l'angolo  che  fanno  tra 
di  esse  se  s' incontrano  >  e  ciò  non  succedendo  >  l' angolo  delle  lor 
proiezioni  sopra  un  piano  a  quelle  due  linee  parallelo . 

Per  risolverla  siano  l'equazioni  delle  proiezioni  delle  due  rette 

ly    - 

mz  —  ny  h-  ^  =  o  i.  per  la  prima 


nx 


Vy  —  mx  H-  V 

mz  —  /2'^  •j-  x'  =  o  ^  per  la  seconda  ? 


A* 


Se  ci  immaginiamo  che  dall'  origine  delle  coordinate  sì  con* 
ducano  due  piani  perpendicolari  a  ciascuna  di  cjueste  rette,  V  equa- 
zioni (  N^  IV*  )  di  questi  piani  saranno 

Ix  ^^  my  ^  nz  =0 

Vx  H-  my  ^  nz=z  o 

e  r  angolo  che  questi  piani  formano  tra  loro  sarà  T  angolo  doman- 
dato- Alla  spiegazione  di  questa  costruzione  si  può  applicare  la 
Fig.  si- 
li coseno  di  questo  angolo  (  W.  Vili  )  sarà  = 

Se  queste  due  rette  sono  perpendicolari  a  due  piani  rettanc^o* 
lari  tra  loro ,  ciò  che  può  accadere  senza  che  esse  si  taglino , 
avremo  II"  h-  mni  •+  «/i'  =  o  : 


avere 
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Quest*  equazione  dunque  esprime  la  relazione  che  debbono 
5  i  coefficienti  del]'  equazioni  di  due  rette ,  perchè  siano  ret- 


tangolari tra  di  loro . 

Se  infine  Y  equazipni  di  jtre  rette  sono 

ly     1 —  mx 


mz   —  ny    ^  ;i 

,720?    —  Iz     H-  I* 


^ 
9 


m'z  —  fiy    H-  h' 


y    —  m  X  ^  f    =o\ 
iiì'f^  —  n"y  -i-  ^  "  =0  >.  per  la  teresa 


// 


n  Od 


.    Z    T^lh    =0/ 


Acciò  sian  queste  lìqee  jettapgolari  tra  loro  coji.verrà  clie  ab- 
biansi  le  tre  equazioni 

r 

IL    H*  mm    — f*  ^^    =  P 
iZ   '-h  mm   ^  nn   =0. 

X.  Supponiamo  ora  dati  nello  spazio  una  retta  ed  un  piano^ 
e  cerchiamo  V  angolo  d' incidenza  di  questa  retta  col  piaao .  Siano 

Aa;  -h  By  H-  C2;  -h  D  ?=  P  V  equazióni»  del  piano 

iy    —  mx  -4*  jr  =  o  \ 

mz  —  ny  ^x=i  oy  equazioni  della  retta  • 

nx  —  Iz  H-  j*  =  e 

Se  dair  origine  delle  coordinate  si  immagina  nn  piano  pcrpen* 
dìcolare  alla  retta ,  la  sua  equazione  (N*.  IV  )  sarà 

Ix  ^  my  ^  nz  =^  o  ^ 

e  ringoio  i^he  questo  formerà  col  piano  dato,  sarà  il  complemento 
deir  angolo  dimandato;  si  avrà  dunque  il  seno  di  quest'  angolo 
Tom.  IL  Kkk  - 
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Se-  la  retta  sarà  perpendicolare,  al  piaao  %  il  sao  seno  sarà; 
r  unità  y  e  perciò 

la  quale  equazióne  si  riduce  a 

(Aot  — B0*H-(B;2— .CmrH-(Cr-~A/2)"===o^ 

ch&  noa  può  essere  soddisfatta  senza  che  sìa 

Am  —  BZ  =  o 
B/2  —  C77r=  o 

CZ       A/2    =    O  y 

delle  qnali  tre  equazioni  due*  danno»  sempre  la-  terza  ;  queste  esprì- 
mono le  relazioni  chedebbona sussistere  tra i coefficienti deir equa- 
zioni di  un  piano  e-  di  una*  retta  r  accio  la  retta:  ed  il  pfaoo^  gi  iucon— 
trino  ad  angoli  retti)  il  che^ combina  con:  quanta  abbiam^  detto  sopra  «- 
Il  problema  che^  ora  ci  propomama  appartiene  alle  Tèoiiè  dei 
massimi  e  rainimr>  ed  ivi*  nor  ne  abbiamo^  parlato;  non  ostante'  sa- 
rà utile  vedere  come  possa  risolversi  per  sieaiSQ^  d«lU  Algjulira:  ElèK 

mentare-. 

Xr.  Date  due  rette  oclJò  spazio  9,  si'  dimanda  la  più:  corta  di— 

^anza^  tra  loro . 

Siano  V  eqaazioiiit  delle  proj.«aÌQai  per  la  dofl  i^tttt: 

ty    —  mx: 

m^       itj     -T-  I  p^^  i^  prima: 


9 

r 


nx  —  Vz     H-  f*  -     =  o 


y    —  m  X  — H  » 


^  per  la  secanda: 


Pingiamo  ctie  per  queste  dne^  rette  si  conducano  dne-  piani'  paral- 
leli tra  loro;  per  la  condrziorie  di  quesfO' parallerrsmo',  r  coefficien- 
ti di  x^y^^z  neir equazioni  dei  piani y  saranno  eguali  tra  loro; 
cosi  tali  equazioni  avran  la  forma 
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Ax  ^By  ^C^  •}•  D  .=  © 
Ax  H-  By  •i-  Cz  -H  D'  .=  o 

Fingiamo  egualmente  clie  dair  origine  delle  coordinate  si  ab- 
bassi una  perpendicolare  sopra  nn  piano ,  ^t  questa  iprolungata  sarà 
anche  perpendicolare  suU'  altro  y  re  la  distanza  di  quei  Ano  piani  ou- 
surata  sopra  questa  perpendicolare  vsarà  la  piiì  corta  distaozaeercatt . 

Indichiamo  per  P  la  perpqudicjolare  sopra  il  piano  più  lontano 
dairorigine^e  sia  quello  ideila  prima  «equazione;  sia  P'  la  perpendi- 
XHìlare  sopra  Y  altro  piano  i  «  sarà  P  —  F.quella  più  |)ÌGcola  distanza . 

Ora  ahbiam  ^trorato 

^_  i> 

.p/      -w • 

y  (  A» -f  B».H- e*  )  * 

danqne ,  se  iadichiamp  per  Q  la  più  :corta  .distanza.»  si  avrà 

^         V(A*H-B*H.C')* 

•  * 

tutta  la  difficoltà  è  ora  ridotta. a  trovare  i  valori  di  A>JB,  C,D.,I>, 
Se  il  jprimo  dei  due  piani  invece  di  passare  per  la  prima  retta^ 
avesse  un  punto  d' intersezione  con  essa ,  i  valori  delle  «coordinate 
convenienti  a  questo  punto  d' intersezione^  sarebbero 

B.'-c/t'-~i>r 

Cx^^A*^  — Dm' 

y         A/' H- Bi»' H- Cu' * 

^         A/'H-B»'H-.CV 

ma  il  piano  passando  per  la  retta  ^  questo  punto  d' intersezione  non 

può  essere  determinato;  per  questo  in  un  tal  easo  i  trovati  Talori 

• 

di  XtytZ  debbono  .essere  espressioni  ind^erminate-)  «gaali  a  ~  : 
dunque  ^el  .nostro  .caso  ;dobbiai&o  av^e 

Al  -+  B/tt'  H-  Cn  =  o , 
Af»'— JBx'  —  D/i'  =so, 
a-  —  Cf*'  ^m  ==o, 
Ga'  —  a/  —  Di»'i=o. 
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Lo  stesso  ragionamento  facendosi  per  l'altro  piano >  si  avraó- 
no  altre  quattro  eq.uazioni 


M'  H-  Bnz"  - 

• 

>C«"    = 

=  0,. 

A;*"       Bx"  - 

-  D-zz  "  = 

=  0r 

B/'-  —  Ca*"  - 

-D/  = 

=  o, 

cx"  —  Ar  - 

-  D'/n"  = 

=  Or 

SÌ  osservi  che  in  ciascnna  di  queste  Serie  di  eqnaziont,le  prime  dna 
conducono  alle  altre  ;  così  sono  quattro  soltanto  le  equazioni ,  del*- 
le  quali  possiamo  far  conto  per  la  determinazione  dei  coefficienti 

Se  per  mezzo  delle  prime  equazioni  delle  due  serie»  eliminia- 
mo A  e  B,  si  trova 

A{Vm'  —  Vm)  h-  C  {nm   —  n'm)  =  ov 
B  (Tot"  —  rm)  ^  C  {Tf^'   —  tri  )  =  a. 

Ora  l'equazioni  dei  due  piani  hanno  un  coefficiente  di  piii'^ 
cTie  non  è  necessario ,  e  del  quale  disporre  possiamo  come  più  ci 
piace  ;  facciamo  dnnquc  G  =  Zm   —  fW,  e  si  avrà 

Ar  =  mn'  —  TTi'ri  ^  B  =  nV^  —  nV ,  C  =  Vui'  —  t'm  . 

lu  seguita  considerando  le  secunde  equazioni  delle  due  senSt 
SI  moltiplicherà  la  prima  per  n  »  la  seconda  per  n' ,  e  si  troverà 

(D  —  D')  rin   ==  A(ft'/z"  —  ac'V)  —  B(xV'  —  x'V), 

da  coi  si  ricaverà  (  facendo  per  abbreviatura  m'n"  —  m"Tt  =  L; 

l'm"  —  l"m'  ==  N  ;  t^'n   —  i^rnT  =  L' j  n'Z"  —  nV  =  Mi  H"  — 

v"l'  =  M'  ) 

B'-iy  ^  ^^'  -  y ^' ,  ed  iti  coosegueoz» 


e 


un 
LL'— MM' 


_ 


Se  le  cLue  linee  sì  segano  tra  loro  ^  allora  la  piii  corfa  distanza 
è  zero  :  si  avrà  in  questo  caso  LK==MM',. equazione  di  condizio- 
n«  tra  i  coefficienti  delle  due  rette,  acciò  T intersezione  abbia  luogo. 

Se  tra  due  rette  condotte  nello  spazio,  si  tira  una  retta  ciré 
sia  perpendicolare  ad  ambedue  ,  questa  sarà  eguale  a  quella  più 
corta  distanza  da  noi  qui  sopra  determinata  ;  cerchiamo  T  equazioni 
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delle  di  lei  projeziooì .  Biteniamo  li  stessi  dati  posti  qui  sopra . 
Sieoo  le  ricercate  equazioni 

ly  —  mx  ^  f  =z  o 
mz  —  /zy  -f  ^  =  o 
nx  —  Zjs   H-  A^  =  o  , 

e  tutta  la  difficoltà  sarà  ridotta  a  trovare  i  valori  di  l^rrirn^x^/i^r' 
Fra  queste  sei  quantità  abbiaiti  già  Y  equazione 

(A)  • . . .  Za  H*  firn  ^f*  /iy  =s  o  ^ 

La  retta  domandata  dovendo  esser  perpendicolare  alle  due  al- 
tre ,  si  avranno  (  N""*  IX  )  le  due  equazioni  di  condizione 

(B) IV  •j-  mm'  H-  nn    ='o 

(  G  )  .  .  •  .  Il   -+■  TOOT    H*  /il/i"  =  o . 

Infine  questa  retta  dovendo  tagliare  le  due  altre»  si  avranno 
due  altre  equazioni 

(D)  —  {finf  — fi'n  ){m'n  — irtn'  )  =  («x'  — nx)  (l'n  —  In'  ); 
(E) ,. . .  {firt"^fi"n){m"n^mn")  =  {nx"-^n"\)(l"n  —  ln"). 

Per  mezzo  di  queste  cinque  equazioni  si  troveranno  i  valori 

dei  cinque  coefficienti  nece9sar;>  e  del  sesto  ne  disporremo  a  piacere. 

Se  tra  le  equazioni  (B)  ^  (G)  eliminiamo  Z  ed  m>  troveremo 

l^trn'  ~  rm')  ^  n{nm  —  n!'ni)  =  o, 
m  ( l'm   —  l"m!)  H-  n{ln    —  tri  )  =  o  : 

Disponendo  di  /z  >  e  facendo 
n  =  Ivi    —  V'rri^  si  avranno  per  l^jrt\n  i  Valori  seguenti 

772  =3  ni     —  ni 
n  =  tiri'  —  Viri . 

In  seguito  potrebbero  trovarsi  i  valori  degli  altri  coefficienti  : 
non  vi  essendo  altra  difficoltà  che  quella  del  calcolo  9  la  tralascio 
tir  esercizio  dei  Lettori . 

XII.  Veduto  come  possono  esprimersi  analiticamente  le  circo- 
stanze tutte  dei  piani  e  delle  linee  che  si  conducono  nello  spazio , 
veniamo  a  parlare  delle  curve  a  doppia  curvatura. 
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Chiamansi  Curve  a  doppia  Curvatura^  quelle  lince  curve  3c 
quali  non  possono  essere  disegnate  in  un  piano ,  o  quelle  per  il 
continuo  tratto  delle  quali  non  si  può  far  passare  un  jpiauo^  sicché 
debbjino  giacere  in  esso- 

Queste  curve  si  determinano  analiticamente  riportando  tutti  i 
loro  punti  a  tre  piani  ortogonali  condotti  nello  spazio  • 
pjg  ^^  Siano  rappresentati  dalla  (  Fig  32  )  i  tre  piani  :  sia  XAY  il 

piano  orizzontale  degli  x  ^y:  sia  XAZ  il  piano  verticale  anteriore 
degli  a? ,  2  :  vsia  Y AZ  il  piano  verticale  laterale  -degli  y  ^  z  .  Sia  A 
r  origine  delle  coordinate  ;  AX  l'asse  degli  se  ;  .AY  V  asse  degli  y  ; 
AZ  quello  .degli  z .  Supponiamo  condotta  nella  spazio  una  <curya  a 
doppia  curvatura  qualunque  EMF,^  e  da  ciascun  punto  M  di  essa 
abbassate  la  perpendicolare  Mw  sul  piano. orizzontale;,  e  la  per- 
pendicolare M/72'  sul  piano  verticale  laterale.  Il  punto  M  sarà  .de- 
terminato dalle  due  proiezioni  rti^m  .  Nella  stessa  guisa  tutti  i  puiv 
ti  della  .cur^a  a  doppia  curvatura  EMF  saranno  determinati  dalle 
respettive  proiezioni ., 

'  Tutti  i  punti  di  proiezione  ,SQpra  il  piano  orizzontale  XAY 
formanp  la  curya  piana  di  proiezione  emf\  e  tutti  i  punti  di  proie- 
zione sopra  il  piano  verticale  YAZ  formano  T  altra  curva  piana  di 
proiezione  e'rnf .  <^este  due  curve  chiamansi  le  proiezioni  della 
EMF j  così  per  ima  curva  a  doppia  curvatura  si  hanno  tre  prajeziooi 
ciascuna  delle  quali  è  sopra  uno  dei  tre  piani  cOitogonali .  Due  sole 
però  di  queste  bastano  a  .determinare  la  cui  va  a  doppia  curi^atura. 

Per  questo  motivo  noi  intenderemo  che  sia  determinata  anali- 
ticamente una  curva  a  doppia  curvatura.,  quando  sono  analitica- 
mente .determinate  due  delle  sue  tre  proiezioni  ;  e  siccome  una  pro- 
iezione .essendo  tutta  ^situata  in  un  piano,  è  rappréseutata  da  unVe- 
quazione  tra  Je  sue  coordinate ,  così  per  rappresentare  una  curva  a 
doppia  curvatura  ci  vorranno  due  equazioni  che  saranno  quelle  le 
quali  rappresentano  due  delle  sue  proiezioni . 

5e  pertanto  considerando  il  punto  M  della  curva  a  doppia  cur- 
vatura facciamo  Mot  =  >3,  e  dal  punto  ttz  abbassando  una  perpen- 
dicolare sopra  AX ,  poniamo  otP  =  y ,  AP  =  oc ,  la  projezione 
entf^Tiiìi  data  .da  una  equazione  in  a; , ^ ,  e  sia  ^  =  ^  (a?  )  ;  la  pro- 
iezione emf  da  un'equazione  in  AQ  c.Qot  ,  cioè  y  e  js,  e  si|i 
js  =  Y  (^)  .  Il  sistema  poi  dellp  due  equazioni 

z  ^  yT^Ì  I  ^^ppresentera  la  curva  a  doppia  curvatura  EMF- 
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E  qxà  si  vede  facilmente  che  avate  T  equazioni  di  due  projc-^ 
zìoni  sopra  dne  dei  tre'  piani  oitogonaliy  si  può  addirittura  avere  ]a 
proiezione  sopra  il  terzo  piano  r  questa  profezione"  infatti  sarà  una 
corra  riferita  alle  coordinate  a? ,  s  r  e  per  ottenere  T'equazione,  ba- 
sterà eliminare'  y  dalla  seconda  equazione ,  sostituendo  il  suo-  valo- 
i^e  in  x\  avremo  allora  un^' equazione  j2^=  F(.^)  che  sarà  T  equa- 
zione della  terza  projezione  .. 

XIIJ?.  Ancora^  le-  cuTve*  a  semplice  curvatura  o  corner  diconsi 
piane  r  se  si  immaginano  condotte  nello  spazio  9  si  riferiscono  a  tre 
piani  ortogonali  tra  lovor  e  si  rappresentano^. con  un^  sistema  di  due 
equazioni,  che  sona*  quelle-  di  due'  delle  lora*  proleziontr  e"  sotto 
questo  punto  di  vista  possono  considerarsi  come^  della  stessa  classe 
(  almeno  riguardo  alla  maniera  di  esprimersi  analiticamente^  )  delle 
curve  a  doppia  curvatura  ?  la'  differenza  pero^  che'  passar  tra  queste 
e  cjuelle  si  èyche  sono  indispensabili  due  equazioni  per  rappresen- 
tare una  curva  a  doppia  curvatura  r  comunque  nello^  spazio  siano 
situati  i  tre  piani  cui  si  vuol'  riferire  ;  mentre  che  per  una;  curva  a 
semplice  curvatura  possiamo  immaginare  che  i  tre  piani  di  rerazio- 
ne siano  presi  in  tal  niodov  che  essa  tutta  si  ritrovi  ia  uno'  di  loro  > 
«d  in  conseguenza  sia  rappresentata  da  una  sofà  equazione. 

Abbiamo  detto  net  N^  antecedente  che  da  due  equazioni  di  due 
eurve  descritte  sopra  due-  dei  trcr  piani'  ortogonali  j  è  determinata 
mia  cirrva  a  doppiai  curvìatura»  della  quale  quelle  curve  piane  sono 
le  proiezioni.  Noa  vi  è  nello»  spazio  che  una-  sola  curva  a  doppia 
curvatura  che  possa  convenire  a  due  determinate  proiezioni.  Se 
però  in  una  di  quelle  dne  equazioni  si  trovasse  qualche  quantità 
arbitraria  che  ricever  potesse  tutti  i  valori  possibilir  allora  vi  sa- 
pcbbera  infinite  curve  a  doppia  curvatura  rapj[>resentate  da  quel  si- 
Btfemadidue  equazioni;,  imperocché  per  ogni  valore  dato  all' arbi- 
fraria  si  avrebbe  un  diverso»  sistema ,  e  quindi  una  diversa  curva 
nello  spazio .  Questa  osservazione  ci  sarà  interessante  in  a^tro  luogo^ 
Ancora  nelle  curve  a  doppia  curvatura  si  considerano'  le  tan- 

Sntire  dicesi  tangau te  di  una  curva  a  doppia  curvatura  EMF  iup.^ 
una  r«tta  MT,  che  avetKio  di  comune  con  la  curva  il  solo  pun-i    ^^'  ^ 
ro  M,  ha  due  proiezioni  mt  y  mtf\  che  sono  anche  tangenti  delle 
curve  di;  profezìonc  nei^  panti  m^  m^\  come  si  determini  questa  tan- 
gente JVIT,  egualmente  che  Te  altre  circostanze  dei  contatti  delle 
curve  a'  doppia  curvatura  9  la  vedremo  a  suo  luogo  . 
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XIV.  Rigoardio  alla  maniera  di  rapprieseul^are  nna  curva  a 
doppia  curyat«ra  per  mezzo  di  due  equazioni  j  diamo  qualche  ^ 
sempio. 

Supponiamo  che  si  voglia  rappresentare  analiticamente  ua^ 
spirale  circolare  condotta  nello  spazio ,  la  quale  abbia  per  asse  lo 
stesso  asse  verticale  (delle  z.  Immaginiamoci  un  cilindro  che  abbia 
questo  stesso  asse,  e  sopra  di  lui  fingiamo  disegnata  la  spirale;  è 
e»vident-e  che  «e- da  ciascun  punto  della  spirale  abbasso  delle  per- 
pendicolari sul  piano  orizzontale ,  queste  cadono  tutte  nella  circour 
fereuza  della  base  del  cilindro  :  se  danque  a  è  il  raggio  di  questo 
cilindro ,  sarà  x^  ^^  ^  =  a  V  equazione  della  proj^eziope  dell^ 
spirale  sul  piano  orizzontale. 

Per  ave^e  V  altra  equazione  per  !a  proiezione  sopra  il  piano 
degli  ^  e  »,  si  osgervi  che  questa  curva  produce  una  retta  sopra 
lo  svilup|ìo  della  superficie  del  cilindro;  così  quest'equazione  sa- 
rà z  ==  b  are  sen  (^  )  H-  e  essendo  b  ,  e  due  costanti. 

La  nostra  spirale  dunque  sarà  rappresentata  dal  sisteoia  di  (que- 
ste due  equazioni 

z  =z  b.  are  sen  (>  )  H-  ^  • 

La  costante  e  può  servire  a  determinare  il  passaggio  della  spi- 
rale per  un  dato  punto;  e  la  ^  per  determinare  V  inclinazione  del- 
la sj  arale. 

Le  curve  a  doppia  curvatura  possono  ancora  riguardarsi ,  cor 
me  nate  dalf  intersezione  di  due  su|)erficie  curve  ,  anzi  sogliono 
considerarsi  sotto  questo  punto  di  vista:. noi  perciò  tralascieremo 
qui  di  parlarne ,  e  passeremo  alle  superficie . 

X\^.  Premesso  quanto  abbiam  detto  ai  Numeri  precedenti  9 
immaginiamo  una  superficie  curva  condotta  nello  spazio.  Ciascun 
punto  di  questa  superficie  è  d^itermiuató  di  posizione  jier  mezzo 
delle  distanze  di  esso  da  tre  piani  ortogonali ,  o  per  mezzo  delle 
coordinate  x  ^y  j  z  -  Considerando  al  solito  il  piano  delle  x  ^y 
come  orizzontale,  sarà  l'asse  delle  2;  verticale,  o  le  coordinate  z 
saranno  tante  verticali  abbassate  dai  diversi  punti  della  superficie 
sopra  il  piano  orizzontale  .  Le  tre  coordinate  a? ,  ^  ,  z  ,  le  quali 
convengono  ad  un  punto  qualunque  dj  una  superficie  curva,  sono 
tali  che  due  di  es^e  x  ^y  ^  per  esempio ,  non  variando  la  t^erza  z 


K 


AffENDIGB  44^ 

neppure  varia  ;  ma  se  a:l€ana  ài  queste  tre  coorditiate  soAre  qtial- 
<:be  cangiamento ,  le  altre  diie  9  almeno  una  di  eiise  >  deve  aiK^hc 
xrjingiare^  se  vuoisi  che  le  tre  coQJrdinate  appartengano  sempre  a 
qualche  punto  della  supei^cie  cui;va  :  ^jueste  tre  quantità  dunque 
àc^y^Zj  quando  siano  senpr^  obbligate  «d  essere  coordinate  dei 
punti  di  naa^uperHcie  curva  9  hanno  tra  loro  una  qualche  dipen- 
denza per  la  quale  una  è  funzione  delle  altre  ^e  ;  per  esempio  z 
è  funzione  di  jc  e  di  ^  ohe  possiamo  esprimere  per  ^  =  p(x^y)> 

Dunque  una.saper/icìe  curva  qualunque  «ara  in  generale  rap- 
{)resentata  da  z  r=  ^{^^y)^  essendo  se  ^  y  ^  ^  le  di  Jei  ordinate 
,  Ortogonali .  Jja  forma  particolare  della  funzione  ^(xyx)>^  ^*  ™^- 
niera  particolare  con  la  quale  x^y  entrano  a  comporre  queLsècon* 
do  membro,  dipenderà  dalla  natura  particolare  della  superficie iche 
vuoisi  rappresentare* 

LV equazione  z  =  p^co^y)  può  anohe  rieevere  la  forma 

¥(xyyrz)  =  o ,  indicando  per  il  primo  membro  una  funzione 

.  qnalupque.  delle  tre  coordinate  -x  ìyjZi  cosi  tanto  T  una  che  raltrn 

,dì  queste  forme  ci.  servirà  per  esprimere  analiticamente  una  supera 

iici^  curva  riferita  a  tre  piani  ortogonali. 

Si  dice  >che  una  superficie  curva  è  espressa  ^air  equazione 
^(xyy^z)  =  o ,  pertShè  la  pM^ìamo  immaginare  come  costruitji 
per.mez;zo  di  questa  ^equazione:  infatti  dati  ad  x  ^y  due  valori  a^ 
6,  si  de  terminerà,  un  punto  nel  piano  orizzontale,  nel  quale  el&- 
yando  una  perpendicolare  eguale  al  valor  che  ci  dà  per  z  r. equa- 
zione ,F ( {z yb ^z)  T=  o  vsi  avrà  nello  spazio  un  punto  che  appar^ 
terrà  a  quei  là  superficie;  e  fingendo  d'aver  fatta  quest'operazione 
per  tutti  gli  altri  punti  del  piano  orizzontale ,  si  avranno  nello  spar 
7Ìo.  tanti  punti  corrispondenti. per  i  quali  passerà  la  supericele  curva. 
P appreijentaijido  per  ^{xyy^z)  =  o  una  superfìcie  cjirva,  sinché 
x^y  restaap  indeterminate  (  pernii  che  falp  anche  resta  ;a  )  quest'e- 
quazione {appartiene  a  ciascun  punto  jdi  quella  .superficie  ;  ma  se 
diàxpo  ad  .07  uu  valore  particolare  e  costante,  come  per  esempio 
0?  ==  ,a,  allora  r^equazione  apparterrà  a  quei  punti  soli  della  sur 
perfìcie  pe*  quali  l' ascissa  x  è  seqjpre  la  stessa  ed  egqale  ad  a .  Que- 
'  sti  fono  i  punti  di  una  sezione  ,obe  si  farebbe  ìq  qujblla  superficie , 
cpnducendo  un  p^ano  che  la  segasse  >  distante  perallelamente  dal 
piatio  yerticaie  delie  y  yz  della  quantità  a.  Sì  potrebbe  fare  una 
simile  consid«razipn,e  rapporto  agli  altri  piani . 

Toni*  IL  L 1 1 
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Supponiamo^  ora  che  abbiansi  due  ecjoazioni 

F(ar,j^,  2;)  =  o/ 

Ciascuna  di  queste  esprimerà  un»  superficie  curva  condottar 
nello  spazio  .  Queste  due  superficie  possono  essere  situate  in  modor 
che  una  non  incontri  Y  altra  r  possono  toccarsi  >  o  possono»  interse* 
carsi  vicendevolmente .  Lasciando  il  caso  del  contatto»  di  cui  do* 
vrem  parlare  iii  altra  occasione ,  se  esse  sì  tagliano  tra  di  loroi  T  in- 
tersezione sarà  in  generale  una  curva  a  doppia  curvatura;  dico  ia 
generale  r  perchè  se  una  delle  due  superiori  equazioni  rappresentas- 
se uu piano  1  la  sezione  sarebbe  una  curva'  piana. 

XVI.  Per  avere  r  equazioni  che  rappresentano  qnesta  curvar 
a  doppia  curvatura.»  cioè  le  equazioni  delle  di  lei  proiezioni  r  ecco- 
comesi  farà.  Nei  punti  dell' intersezione  le  coordinate  x^y  ^  z  ap- 
partengona  nello  stesso»  tempo^  alle  due*  superficie  curve  ;  dunque 
per  questi  punti  T equazioni  F{x  ^y  yz)=  Oy  F'(x^yjz)  =  a 
sussistono  nello  stesso  tempo . 

Se  fra  queste  due  equazioni  eliminiamo  Zy  avremo  un'  equa- 
zione della  forma  f{x^yy  =^  o,  la  quale  conterrà,  la  rek/ione* 
tra  le  x  e  ley  appaitenente  a  tutti  i' punti  di qnelJ' intersezione:  es- 
§a  ne  rappresenterà  dunque  la  proiezione  sopra  il  piano  degli  X}y: 
egualmente  diminando  y  avremo  un*  equazione  ^  (  ar  >  2;  )  =  a  che- 
sarà  quella  della  proiezione  siri  piano  verticale  delle  x^zì  ed  eli- 
minando Xf  si  avrà  la  projézione  sopra  il  terza*  piano  rappresentata; 

Siccome  la  sussistenza  simultanea  delle  due  equazioni 

'F(x  ryyz)  =  a^  F(«  ,7  ,  2)  =  o 

rappresenta  necessariamente  V  intersezione  di  due  superficie  y  o  una: 
cm'va  a  doppia  curvatura  1  e  ci  dà  per  mezzo  delle  semplici  regole 
di  eliminazione ,  le  projeziòni  di  questa:  curva  ;  quindi  è  che  pos-- 
i  siama  anche  in  generale  riguardare  una  curva  a  doppia  curvatura  »- 

i  come  nata  dairintersezione  di  due  superficie^  e  rappresentata  dal 

j  sistema  di:  due  equazioni,  ciascuna  delle  quali  sia  quella  di  una  su- 

•  perficie;1inzi  sotto  questo  .punto*  di  vista  è  esattissima  V  espressio- 

;  ne  a  doppia  curvatura ^  'poìchh  una  curvatale  trovandosi  nello^ 

j  stesso  tempo  situata  in  due  superficie  curve ,  gode  anche  nel  tcmp(> 

I  stesso  della  curvità  di  ciascuna^ 
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Abbiamo  detto  qui  sopra  che  iieir  egu azione  z  =^.pljc  jy) 
rappresentante  nna  superficie  curva ,  la. maniera  con  la  quale  .« , jy 
«ntrano  a  formare  la  funzione  f>{x^y)  dipende  dalla  natura  spe- 
,€iale  della  superficie-  Questa  .natura  ^speciale  di  una  superficie  o 
può  ricavarsi  dalla  considerazione  del  mòto  con  cui  essa  è  genera- 
ta ,  la  quale  ci  potrà  fare  scoprire  come  le  variazioni  che  risente 
la  2>  dipendano ^da  quelle  che  jisentono  le  a?,jy;,o  dalla  considera- 
zione di  alcuna  proprietà  .caratteristica  appartenente  a  ciascun  pun- 
to della  curva,  proprietà ^chc  possa  , esprimersi  per  una  .equazione 
.tra  le  coordinate  :  in  questo  secondo. caso  non  si  saprà  in  yero  a 
prióri  y  come  le  variazioni  delle  coordinate  influiscano  le  ,une  «so- 
pra le  altre,  ma  «arem  certi  che  ^  devono  ^variare  in  maniera  .da  »dar 
sempre  luogo  a  quella  proprietà.  Per, esempio,  se  si  vorrà  ir^equa- 
^one  della  superficie  ^sferica  di  raggio  ^r ,  condotta  ;iiello  rspazid ,  si 
.rifletf-erà  che  una  proprietà  caratteristica  di  ciascuno , dei  juoi  pun- 
,ti  è,  che  la  distanza  01  èssu  dal  cenau  è  cgnale  al;raggior:^e  dun- 
que chiamiamo  XyjfyZ  le  coordinate  di  un  qualunque  punto  ideila 
superficie  sferica  ,  ed  .<z ,  b  ,  e  quelle  del  .suo  centro  ,  ^ avremo 
(  N^;III  )  rappresentata  da  {x  — ^,a)\H-  (j' — .&)*  H-  (z. —  .e)* 
^11  quadrato  della  distanza  di  questi  due  punti;. sarà  dunque 

r equazione  rappresentante  la  superficie  di  una, sfera. di  raggio  rt 

,ed  avente  il  centro  in  un  punto  dello  spazio  corrispondente  ;alljB 

coordinate  a^^b^c.  "^ 

^  Scòlio. 

r Tutto  ciò. che. concerne  1*.  la  classazione .delle jsuperficie in,- 
«diversi  gradi  secondo  le  dimensioni  che  hanno  le. coordinate  .neircC- 
qnazioni:  2*.  la  considerazione  delle  diverse  falde  delle  superficie:. 
3*.  reianre  particolare  deir  intersezioni ^elle  superficie  con  i  pia-* 
ni,  e  quivi  la  considerazione  .dei  centri  e  dei  piaui  Ldiamwrali  di 
esse:  4^^ esame  particolare  delle  intersezioni  di  certe  determina-, 
te  superficie  curve;  5*.  le  permutazioni  delle  coordinate  :  e  6*,  la 
considerazione  di  certi  punti  rimarchevoli  sopra  le  superficie,  co- 
me per  esempio  delle  sommità  ec  ,  è  jda  me  tralasciato,  perchè  ap- 
Frtiene  direttamente  air^introduzione  all'  Analisi  Sublime .  ;Basta 
che  i  miei  Lettori  abbiano  letta  la  Teorìa  delle  superficie  curve $. 
che  Eulero  dà  nella  sua  Introduzione ,  o  ciò  che  scrive  qualunque 
altro  Autore  che  tratti  di  questa  materia,  e  non  avranno  alcuna 


452^  APFENDICR 

difficoftà:  per  Y  iutelligenza  del  restante  di  qnesta  Appendice  • 
Vediamo  or»  come  possano  ricavarsi  le  equazioni  di  varie: 
classi  di  superficie  curve  dalla  considerazione  della  loro  genera- 
zibne . 

Superficie    Cilindriche- 

Xvll  Data  nelTo  spazio  una  qualunque  linea  retta  ^  se  ci  im- 
maginiamo un'altra  retta,  cui  si  dà  il  nome  cK  generatrice,  la  qua- 
le si  muova  nello  spazio,  restando  però  sempre  parallela  alla  da^ 
tn  ,  e  che  lasci  iu  questo  movimenta  continua  traccia  del  suo  pas* 
saggio^  verrà  a  descriversi  una  superficie  curva  ;  e  tutte  le  super- 
ficie generate  in  questa  guisa  hanno  il  nome  di  superficie  cilìndri- 
che .  Si  tratta  di  ritrovare  Y  equazione  generale  che  ci  rappreseots 
la  Classe  o  la  famiglia  delle  superficie  cilindriche-. 

Supponiamo  che  là  data  retta  passi  per  Y  origina  >  e  se  non  vi 
passasse ,  da  quel  punto  gli  «5  v^yn^rr^hhe.  una  parallela  cbe  po- 
trebbe piendersi  invece  di  essa:  siano  T equazioni  dì  questa  retta. 

X  =  CLZ  ^  y.  zzn  hz . 

La  retta  Generatrìee  dovendo^  esser  paralleìa  alla  data ,  io  suo* 
equazioni  r  saranno 

«  =  az  H-  flt ,  y  =  6z  H*  j3 1 

uellc  qnali  a^b  sano  costanti ,  qualunque  sia  la  posizione  della  gc^ 
neratrice  ;  i>^  ^  qmantità  rr,  /3  che  sono  costanti  per  mna  medesima^ 
posizione  della  generatrice,  variano  allorché  la  generatrice  passa 
da  una  posizione  ad  uu'  altra  ;  così  per  ogni  superficie  cilindrica , 
«ITorchè  il  punto  che  si  considera,  cangia  di  posizione  senza  usci- 
re dalla  medesima  retta  generatrice,  le  due  quantità  « ,  jB,  ovvero 
i  loro  valori  «  —  a2  y  jr  —  te ,  sono  costanti ,  e  se  si  muove  ini 
snoda  da  andare  da  una  posizione  della  generatrice  ad  uu'  altra , 
qoe^te  quantità  variano  ambedue  :  dunque  queste  due  quantità  a  e 
0  son9 ciStailti  insieme  e  variabili  insieme:  esse  dunque  ^naTona 
falcone  dell'  altra;  ti  avrà  in  conseguenza  /3  =  ^(a),  ovvero» 
y  ~  hz  sss:  p{m  •*-  as). 

Quesi? cqjbazìone  y  —  ii8=  ^ («  —  a;5)  sarà  Y  equazione 
generale  delle  superficie  cilìndriGhe ,  e  la  forma  della  fiinzione  che 
ne  compone  il  secondo  membro,  dipenderà  dalla  natura  della  cur- 
va, la  quale  dirige  il  moto  della  generatrice:  se  questa  curva  non 
è  sottomessa  alla  legge  di  continuità ,  se  céoè  le  sue  projezioni  non 
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possono  esprimersi  ciascuna  per  una  equazione  >  la  forma  di  quel- 
la funzione  non  pnò  esprìmersi  analìticamente  . 
L' equazioni  poi  della  retta  generatrice  saranno 

X  —  dZ  =  » 

y  —  òz  =  ^(flf)y 

4IS  essendo  la  qaantità  che  particolarizza  k  posizione  di  questa  retta. 

Se  fosse  data  ancora  la  curva  a  doppia  curvatura ,  la  quale  di- 
rìge il  movimento  della  generatrice  »  allora  %\  potrebbe  determina- 
re la  forma  della  funzione  9(ii()i  che  conviene  a  quella  superficie 
individuale  che  si  considera  • 

Infatti  siano  F(«^J'>2;)  =  o^fi^Xyj^z^  =  o  le  due  equa- 
zioni date  della  curva  a  doppia  curvatura  ;  siccome  la  generatrice 
dee  in  tutte  le  sue  posizioni  passare  per  la  data  curva  >  bisognerà 
che  le  quattro  equazioni 

sussistano  nello  stesso  tempo  >  qualunque  sia  il  valore  di  «;  dunque 
se  da  queste  quattro  equazioni  si  eliminano  le  tre  quantità  x^y^z^ 
si  avrà  in  «  e  ^(a)  un'equazione  che  rappresenteremo  per  T(a> 
^(«))  =  09  che  determinerà  il  valore  di  <(>{%)  in  «9  cioè  la  for- 
sia  della  funzione  p. 

Rimettendo  per  «  e  ^  (le)  i  respettlvi  raion  9  si  avrà  T  equazione 

T(a?  —  »z^  y  ^ —  fc2i)  =r=  o 

per  rappresentare  qnella  particolare  superficie  Cilindrica  • 

Se  per  esempio  la  curva  direttrice  del  movimento  fosse  un  cir- 
colo tracciato  nello  spazio  9  siccome  un  circolo  risulta  sempre  dajr 
intersezione  di  una  superficie  sferica  con  un  piano  >  perciò  le  quat- 
tro equazioni  qui  topra  citate  sarebbero 

(  or  —  a'y  H- (  jf  —  5')*  ^  (z  —  e  y  —  r' =  o  , 

X  — .  a^;  3=5  a?  y 

dalle  quali  eliminando  x  ^y  yZ  ^i  si  otterrebbe  V  equazione  in  45  e 
^(#1) ,  ed  in  conseguenza  ci  sarebbe  conosciuta  la  forma  di  ^  (  «)  . 


•    •»    • 


Superficie  di  Rivoluzione. 
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XVIII.  Chii?imansi  superficie  di  rivoluzione  quelle  generatje 
dal  movimento  di  una  curva  qualunque  che^si  ravvolge  intorno  ad 
un'  asse  dato  di  posizione  *  Ecco  come  può  aversene  r  equazione 
generale .. 

Sianola  _B^^j 

le  dae  equazioni, date ^  le  quali  rappresentano  T  asse  di  posizione  • 
Dalla  legge^  con  la  quale  si  generano  queste  superficie  >  dipenda 
che  se  ^i  ^tagliano  con  un  piano  qualunque  perpendicolare  al?  asse 
di  rivoluzione 9  si  Ha  per  sezione  la  circonferenza  di  un  circolo,  il 
centro  4el  quale  è  nell  asse,  e  tutti  i  punti  del  quale  sono  ad  egua- 
li distanze  da  un  medesimo  punto  preso  nellVasse  medesimo.    * 

Ora  .essendo  ^  ZI  b-;  iT  A  l  Tequazioni  dell'  asse  di  rivolu- 

zione  >  r  equazione  di  ud  piano  perpendicolare  all'  asse  .è 

Ax  H-  B)f  H- z=  «/, 

ove  la  quantità  a  che  determina  la  posizione  di  questo  piano ,  è  co- 
stante per  uno  stesso  piano  perpendicolare^  e  variabile  da  un  pia- 
no air -altro;  inoltre  r  mw  di  rivoluzione  incontra  il  piano  delle 
X  ^y  in  un  punto ,  le  cui  coordinate  «ono  «;  =  a ,  jt  =  6 ,  z  =  o, 
e  prendendo  questo  punto  come  il  centro  comune  di  una  s^rie  di 
sfere  concentriche ,  V  equazione  generale  di  queste  superficie  sfe- 
jicne  sara 

nella  quale  il  raggio  /3  è  costante  per  una  medesima  sfera ,  e  varia 
da  una. sfera  all'altra. 

Posto. questOvse.il  punto  cTie  si  considera  sopra  la  cuperficie 
dirivoluzioncv-si  muove  senza, uscire  dal  medesimo  piano  perpen- 
dicolare-mirasse ,  ei -non  escirà  neppure  dalla  medésima  superficie 
della  sfera,  ed  allora  «  e  /3  saranno  àmendue  colanti:  ma  se  que- 
sto punto  movendosi  esce  dal  piano  per  pendicolare,  all' asse  ,ei  pas- 
serà anche  da  una  sfera  in  un' altra  ^e  le -quantità  a  e  /3  avranno 
tutte  e  due  ?varìato;.dtraque  le  superficie  di  rivoluzione  hanno  que- 
sta proprietà  caratteristica  ,,  le  due  quantità  as  e  p%  ovvero  i  loro 
„  respettivi  valori  Ax  H-By^Zy  {x  —  ^)'h-(^  —  è)*H-^* 
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jf  sono  costanti  insieme  e  variabili  insieme .  ^ 

Esse  avranno  dunque  per  equazione 

(ar—  af  ^  (y  ^  5>*^H-  2;*=  ^(  Aa? -hB/H- 2;)r  nella  qua-» 

le  il  secondo  membra  rappresenta  una  funzione  qualunque  della 
quantità  contenuta  tra  le  parentesi  ^  e  la  cui  forma  dipende  dalla 
natura  della  curva  generatrice . 

Se  r  asse  di  rivoluzione  fosse  Io  stessa  asse  verticale  delle  z  1 
le  sue  equazioni  sarebbero  or  =  o ,  j^  ==  o ,  ed  in  conseguenza 
A  =  o ,  JB  =  o  y  a=  o ,  5  =  o  ;  T  equazione  diviene  allora 

a?'H*j^*=  f>(zjì  ovvero 

Quest*^  equazione  è  egualmente  generale  che  la  prima  y  perchè 
si  possono  sempre  permutare  le  coordinate  in  modo  che  V  asse  di 
rivoluzione  sia  uno  dei  tre  assi  ortogonali. 

Quando  è  data  V  equazione  della  curva  a  doppia  curvatura  y 
che  con  la  sua  rivoluzione  produce  la  superficie  >  allora  si  può  de- 
terminare la  forma  di  quella  funzione  y  accio  T  equazione  delle  su- 
perficie cilindriche  rappresenti  appunto  la  superficie  descritta  da . 
quella  curva  a  doppia  curvatnr*  *  Siano^  infatti 

le  equazioni  della  generatrice,  e  le  equazioni  della  circonferenza 
di  un  circolo  y  descritto  da  qualunque  punto  della  generatrice  ,  sa- 
ranno 


Ax  H-  By  ^  z=s  (c 

ed  acciò  la  superficie  di  rivoluzione-  passf  per  la  curva  data ,  biso- 
gna che  la  generatrice  sia  tagliata  dalla  circonferenza  del  circolo  y 
qualunque  sìa  il  valore  di  «  j  bisogna  dunque  che  le  quattro  equa- 
zioni precedenti  possano  aver  luogo  tra  le  quattro  quantità  oc  ^y  y 
Zi»:  eliminando  dunque  le  tre  quantità  x ^y  ^z  resterà  una  equa- 
zione tra  a  e  ^(a)r  la:  quale  può  esser  rappresentata  da  W{ay 
^(a))=  o,  e  che  darà  il  valore  di  ^(«)  in  1» .  Ora  sostituiamo 
in  quest*^  equazioni  i  respcttivi  valori  per  ^  e  f>(a)y  ed  avremo 
r  equazione 


456  A    *    -P    «    «     O    I    €    B 

che  rappre«entei à  queUa  determinata  superficie  di  rivoloziorie . 

Per  fare  un  esempio:  supponiarao  che  Tasse  passi  per  rorigir 
ne  5  e  che  siji  parallelo  alle  z ,  e  cerchiamo  V  equazione  della  su- 
perficie jcji  rivoluzione  generata  per  il  mjpto  di  una  retta  qualnor 
que  data  di  posizione  . 

^.  f  X  =::  A'z  ri*  a     . 

Siano  <      .  -ri.       _.     r. 

r equazioni  date  della  retta  generatrice;  quelle  della  circonferenza 
descritta  da  ciascun  dei  suoi  punti  saranno  z  ==  «,  ic*  Hh^  =^ 
^(«)  ;  eliminiamo  oc  ^y  j  z  tra  queste  quattro  equazioni^  e  si  avrà 

che  ci  dice  come  ^  («)  è  composta  dì  a.  Rimettiamo  ì  valori  di  ^> 
e  di  (p(«)^  ed  avremo  requazipuje 


ce 


(  A'z  ^  ay^riB'z  H-  5)  =  a?*  H-/ 

per  j^appresentare  quella  superfiq^e. 

Se  in  que^tVèquazione  *si  fa  a?  c=;=  o  ovvero  y  =;=0i  il  che 
ci  dia  una  sezione  per  Tasse,  l'equazione  risultante  diviene  quel- 
la jdi  unViperbola;  dui^qqe  la  superficie  che  si  considera,  è  quella 

di  un'  ifiei-boloicle  di  rivoluzione 

Se  conscnraodo  una  delle  due  equazioni  della  netta  generatri- 
,  si  cambiano  tutti  i  segni  del  secondo  membro  delT  altra ,  Y  er 
q^iazione  delia  superficie  sarà  ancora  la  medesima  :  cjdesta  superfir 
eie  dunque  può  esser  generata  da  due  rette  differenti  j  e  siccome 
ciascuna  di  ,queste  due  i:ette  generatrici  passa  per  tutti  i  punti  del«- 
la  superficie,  ne.  ^egue  che  la  superficie  non  ha  alcun  punto  ,  pex 
il  quale  non  possano  farsi  passare  due  linee  rette  differenti ,  le  qua- 
li riposino  tQtt;e  <«  due  intieramente  ^oprp.  la  superficie  medesima . 

Altra  Famiglia  jm  Superficie  . 

XIX-  Clonsideriarao  ora  quelle  superficie  che  sonò  generate 
dal  ^movimento  di  una  linea  che  è  sempre  orizzontale ,  e  che  j^ass^ 
sempre  per  una  medesima  verticale . 

Dalla  genesi  di  queste  superficie  si  ricava  una  proprietà  ca- 
ratteristica (H  esse,  e  che  loro  appartiene,  qualunque  d'altronde  sia 
la  legge  con  la  quale  è  diretto  il  moto  della  linea  generatrice.  JE)cco 
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in  cosa  consiste  ^^  se  questa  superficie  si  taglia  con  un  qualunque 
«>  piano  che  passi  per  la  verticale  >  la  sezione  è  una  linea  retta  oriz- 
„  zontale  ,, .  Ora  supponiamo  che  la  data  verticale  passi  per  Y  origi- 
ne y  e  sia  lo  stesso  asse  delle  z  >  e  si  vedrà  che  V  equazione  di  un 

*  a 

piano  qualunque  condotto  per  la  verticale  è  ^  =  *jc,  ovvero  ^  = 

n ,  nella  quale  a  è  il*  parametro  che  determina  la  posizione  di  que- 
sto piano ,  parametro  che  è  costante  per  un  medesimo  piano  >  e  che 
varia  da  vlu  piano  verticale  ad  un  altro;  di  più  l'equazione  di  una 
linea  orizzontale  è  s  =  jS  ;  se  dunque  il  punto  che  si  considera  #  si 
muove  sopra  la  superficie  senza  uscire  dal  medesimo  piano  verti- 
cale j  il  che  suppone  «  costante,  npn  escirà  neppure  dalla  li neji  o- 
rìzzoQtale,  ed  ancor  fi  sarà  costante;  ma  se  nel  suo  movimento  egli 
cangierà  Ai  piano  verticale,  il  che  suppone  a  variabile,  passerà 
anche  in  un'  altra  linea  orizzontale ,  e  perciò  fi  sarà  ancora  esso 
variabile  :  dunque  nelle  superficie  che  consideriamo ,  le  quantità 

ft  j  fi  y  ovvero  Zy  ^  sono  costanti  insieme,  e  variabili  insieme;  so^ 

no  dunque  funzioni  una  dell'altra;  sarà  pertanto  T /equazione  ge- 
nerale di  queste  superficie  z  =  ^  (  —  )  ;  la  forma  di  ^  dipende  dal- 

la  natura  della  curva  che  dirige  il  movimento . 

Se  sarà  data  questa  curva  direttrice  ^  aUona  si  determinerà  la 
forma  di  p.  Siano 

r  equazioni  che  rappresentano  .questa  curva  a  doppia  curvatura  ; 
eliminando  tra  queste  quattro  equazioni 

F(*,jf,«)=^o, 

*  - 

le  tre  quantità  x^y  yz%  avremo  no' equazione 

f  (  <^ ,  ^  (^»  )  )  =  o  tra  «  e  ^  (  a  ) ,  che  ci  darà  1*  espressione  di  p  (•) . 

L'equazione  poi  di  questa  superficie  individuale  sarày*(i,  z)  ss  o 
Tom,  IL  M  m  m 
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Facciamo  qualche  esempio -^ 

V.  Nelle  stanze  a  volta  j  si  lacontrano  ordinariamente  delle 

volte  y  le  quali  vanno  a  terminare  in  altre  piccole  volte  parziali 

che  sono  ordinariamente  chiamate  Lunette .  Le  superficie  di  que-^ 

ste  volte  parziali  sono  della  classe  di  quelle ,  che  qui  si  considerano. 

Data  dunque  Tcquarione  della  centina  r  o  dell*  arco  che  for- 
ma la  base  della  Itraettay  si  dimanda  T  equazione  della  di  lei  sa- 

perficie^ 

Sia  X  2=  alsL  distanza  di  questa  centina  dall'^origine  :  ordina- 
riamente r  arco  che  forma  questa  centina  )  è  un  arco^  ellittico  ;  e 
aiccome  questo  arco  è  in  un  piano  parallelo  a  quello  delle  y  e  Zr 

avremo  z*  =  -!  (e*  —  y'y  per  rcquazfone  della  sua  proiezione 

sopra  il  detto  piano.  Per  by  e  sono*  rappresentati  i  ilue  semiassi 
deir  ellisse . 

Dunque  per  avere  Teqiiazione  della  superficie  della  Infletta  r 
dovremo  eliminare  x  yji  fZ  per  mezzo  di  queste  quattro  equazioni 


e  Z   ^-h  O  y   z=i  C  a  r 

e  SI  avrà 

cV ((«))* H-  h^a'ùL  =  c^*  ^  «  sosf itnendv per  ^yfi»)ì  kxo  V4r- 

]orì ,  r  equazione  dimandata  sark 


ir.  Cerchiamo  V  equazione  della  superficie  inferióre  di  una  sca- 
la a  Chiocciola^  ovvero  a  Lumaca i  supponendo  che  il  disotto  dei 
suoi  scalini  sia  ridotto  ad  una  superficie  continua . 

Si  sa  che  la  curva  a  doppia  curvatura,  la  quale  dirige  il  mo- 
vimento della  generatrice,  è  l'Elice  o  la  Spira  di  una  Vite,  di  cui 
r  asse  è  la  verticale  che  passa  per  Y  origine  # 

Qoest'  Elice  è  rappresentata  (  XIV  )  da  queste  dae  equaziofìi 


1.1         1 


b.arc  seny  h»  c; 
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dunque  si  avrà  la  dimandata  (equazione  eliminando  x  iy  t  z  per 
mezzo  di  queste  quattro  /equazioni 

z  =  b.arc  seny  -f-  ic  «  • 

Da  una  tale  eliminazione  si  riciaya 
^  ( <t  )  =  6 . arcsen  (      ^*^^,  )  H-  e  ;  e  sostitujeddp  jper  «  e  per 
,p{ct)  i  respetti  vi  valori  »  si  avrà  Ji* , equazione 
z  =  b.arc sen(  ,,  f — ^)  -t*c; 

la  quale  rappresenterà  quella  superficie . 

Questa  superficie  è  una  di  quelle  di  cui  Tarca  è  un  minimo; 
vale  a  dire,  «e  sopra  .questa  superficie  si  cirqoscrive  ji.n\area  con 
una  curva  qualunque  dipendente  o  indipendente  dalla  ;3egge  di  con»- 
tiuuità^  di  tutte  le  superficie  xurye ,  le  quali  passano  per  quella 
4:nrva  circoscrivente  >  ia  superficie  che  noi  consideriamo  ,  ,è  quella 

la  cui  porzione  jd'area  pircoecritira  ^  la  minima  . 

;XX.  Se  una  retta  si  muove  niello  spazio  in  qualunque  modo^, 
jsenza  però  cessar  mai  di  essere  parallela  ad  un  piano  dato  di  posi- 
zione ,  essa  descriverà  una  superficie  curva ,  .della  quale  vogliamo 
trovare  V  equazione . 

Se  ci  immaginiamo  nello  -spazio  due  /curye  qualunque  a  dop- 
pia curvatura  ,  e  che  una  retta  costantemente  parallela  ad\un  pia- 
no fisso  >  si  muova  appoggiandosi  sempre  a  quelle  due  curve,  jcssa 
genererà  una  superficie,  la  cui  equazione  sarà  determinata  e  dalla 
legge  ili  quel  movimento ,  e  dalla  natura  .delle  due  curve  che  Jlo 
dirigono  r 

^  Siano  X  9y^  zTiù  coordinate  di  un  punto  qualunque  di  qpella 
super^cie ,  e  consideriamo  la  retta  generatrice  quando  passa  per 
questo  punto .  Se  per  questa  retta  generatrice  si  fanno  passare  due 
piani ^  uno  parallelo  pi  piano  fisso,  T altro  che  passi  per  1'  or^^gine, 
è  evidente  .che  quan^do  il  pnnto  della  superficie  si  moverà  senza  u- 
scire  dalla  ^direttrice  ,  ei  ne  anche  uscirà  .da  quei  due  piani ,  poiché 
quella  è  la  Joro  intersezione:  ora  sia 
Ax  H-  By  H-  Cz  =  o ,  r  equazione  del  piano  fisso  condotto  per 
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r  origine ,  al  quale  la  generatrice  è  sempre  parallela ,  e  sarà  A^ 
Sy  H*  Cz  =^  »  l'equazione  di  un  piano  parallelo  a  quello >  e  che 
passa  per  il  punto  preso  in  considerazione  9  ed  in  conseguenza  per 
la  generatrice  considerata  in  quel  punto . 

Sia  z  =^  ax  '^  by  V  equazione  dell'  altro  ^  piano  che-  passa 
per  r  origine  e  per  la  generatrice .  Finché  il  punto  movendosi 
sopra  la  superficie  y  non  abbandona  il  piano  Ax  h*  By  h*  Cz  =  a  $ 
non  esce  neppure  dall'  altro  piano  z  =  ax  ^  by\  dunque  a ,  b 
sono  ambedue  costanti  j  se  è  costante  a ,  e  variabili  se  quella  ra^ 
ria  ;  dunque  a  ,  b  saranno  due  funzioni  diverse  di  «  ;  1'  equazione 
dunque  dimandata  sarà 

z  =:ixp{Ax  H-  By  H-  Cz)^y¥{Ax  h*  By  h-  Cjs), 

nella  quale  le  due  forme  p  ,  Y  sono  arbitrarie . 

Se  poi  saranno  date  due  curve  a  doppia  curvatura  qualunque 
nello'  spazio ,  e  si  vorrà  trovare  V  equazione  della  superficie  indi- 
viduale che  ad  esse  appartiene  >  converrà  determinare  le  forme  del- 
le due  funzioni  ^  ^  Y  • 

Per  questo  siano 

(A) F  (x^yyz)=iO\ 

(^\         p'/  \ jl  equazioni  per  una  di  quelle  curve; 

(G) f  i^yyiz)=^o-ì 

Se  facciamo 

(  E  )  —  Ax  ^4-  Bj^  H-  Cz  =  a ,  r  equazione  della  superficie  diverrà 
(  F  ) . .  • .  ;5  =  xpu  H-  y^u . 

-Orarla  superficie  dovendo  passare  per  k  prima  curva  ^  le 
quattro  equazioni  (A),(B),(E),(P)  debbano  sussistere  tra  le 
coordinate  di  ciascun  punto  di  questa  curva  ^  e  quindi  eliminando 
tra  queste  quattro  equazioni  le  quantità  x^y^z^  si  avrà  in  z^,^ii^ 
'Vu  una  prima  equazione 

(H) F(t^,^zf,Yi^)  =  o  cui  dovranno  soddisfare  le  due  fun- 
zioni <^^Y. 

Nella  stessa  guisa  dovendo  la  superficie  passare  per  T  altra 
curva,  se  elimineremo  x^y^z  per  mezzo  delle  quattro  equazioni 
(G)5(D),(E),(F)  avremo  un'altra  equazione 
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(G)  ^ . . .  W (u y (pu ^  vu)  =  o  a  cui  anche  le  forme  delle  funzioni 
puy'Tu  devono  soddisfare;  per  mezzo  dunque  delle  due  equazioni 
(G) ,  (H)  troveremo  i  valori  di  <puy  "fu  dati  per  u^  e  conoscere- 
mo in  conseguenza  le  forme  di  quelle  funzioni. 

Trovate  le  due  equazioni  (H),(G)  sì  può  subito  ottenere 
r  equazione  appartenente  alla  saperiicie  ,  eliminando  u^  (pu^  ^u 
dalle  quattro  equazioni  (E),(F),(H),(G);  giacché  allora  si 
otterrà  un' equazione  in  a?, j/, 2;  senza  alcun  segno  di  funzione  in- 
determinata . 

Supponiamo  ora  che  si  voglia  V  equazione  di  una  superfìcie 
descritta  dà  una  retta  che  passa  sempre  per  Tasse  degli  z.  Introdu- 
ciamo due  curve  a  doppia  curvatura  per  dirigere  il  movimento  di 
questa  retta ,  le  quali  potendo  esser  qualunque  >  non  limitano  in  con- 
seguenza il  problema  ;  se  ora  si  concepisce  che  questa  retta  passi 
costantemente  per  Tasse  degli  z,  e  nel  suo  movimento  si  appoggi 
costantemente  a  quelle  due  curve >  la  superfìcie  così  generata  avrà 
la  seguente  proprietà  .     ' 

Se  per  T  asse  degli  z  conduciamo  un  piano  9  e  consideriamo 
la  generatrice  quando  si  trova  in  questo  piano;  essa  movendosi,  u- 
scirà  da  questo  piano  e  passerà  in  un  altro,  e  così  essendo  costan- 
te la  di  lei  posizione ,  sarà  costante  quella  del  piano  in  cui  essa  si 
trova .  La  posizione  del  piano  è  determiuata  (  se  per  ce  ^  y  ^  z  rap- 
presentiamo le  coordinate  di  un  punto  della  Superficie  curva  )  dalla 

quantità  ^;  dunque  essendo  costante  la  posizione  della  retta,  è  an- 
che costante  la  quantità  ^,  e  quella  variando,  questa  anche  varierà. 

Ora  siano  s  =  ya?  -4*  |3,  2  =±:  3y  H-  |3 

T  equazioni  delle  due  proiezioni  della  generatrice  sopra  i  due  piani 
delle  !»  e  2;,  e  delTj  e  z.  Bisognerà  che  nelT  una  e.nelT  altra  di 
queste  due  equazioni  le  quantità  |3  >  y  >  ^  siano  costanti  quando 

"  è  costante:  esse  saranno  dunque  funzione  di  quest'ultima. quan- 
tità :  dunque  una  qualunque  delle  due  equazioni  seguenti 


rappresenta  la  sjiperficie  di  cui  parliamo . 
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Le  fonnc  di  qij^estP  fiinzioni  sono  indeterminate  >  e  per  dctcrr 
minarle  bisogna  ch^  Ab.qò  date  le  due  curve  a  doppia  curvatora 
che  dirigono  il  moyiinénto .  Il  tutto  passa  come  nei  casi  precedeDti. 


NOTA  AL  GAP,  IL  DEL  CALCOLO  DIFFERENZIALE 

fa  queno  Capitolo  allorché  jabbiamo  ^considerato  ^  funzione  di  due  varia. 
bili  X  ,y,  abbiamo  supposte  queste  variabili  indipendenti  tra  loro^  e  per  dx, 
dy  ne  abbiau^o  rappresautati  |;lt  auincnti  indeterminati:  allora  la  differenzia- 

le  toulo  <f a  =  ( -5  )  if  jr  .-*•  (-f  )  ày  era  composta  della  somma  dei  due  diffe- 

renziali  parziali  (  ^  )  ^-^  >  (  ;^  )  ^O'  • 

Sxippoaiamo  ora  che  delie  du^  variabili  jtf  ,jr  che  entrano  nella  compoii" 

.«iene  di  s  1  la  ^  deva  riguarda^rsi  come  fiiozione  di  x  \  allora  seguendo  le  it- 

•  •    •.      •  ,  ^  • 

gole  date  ^el  Cap.  L,  si  avrà  àz  ttl  {^-j-^^  àx  -v  [^-ir)  i^)*^^9  ^  scrivendo  dy 

dv  d£ 

sempric^mente  per  (t*)  dx^  $ì  ha  ancora  Jn  questo  x;aso  dz  =:  (7^)<l^  t 

Così,  sia  che  le  yariabili  x ^y  non  abbiano  alcnna  dipendènza  tra  loro, 
sia  che  y  dipenda  da  yr,  la  differenziale  totale  della  z  è  dz  :=^  (^-^)dx  ^ 

La  sola  ^differenza  4;pn^iste  nel  VigniiiQato  del  dy;,  nel  primo  caso  esso  è 
un  aumento  indeterminato  che  nulla  ha  che  fare  con  le  altre  quantità  ;  e  nel 
secondo  egli  jb  il  differenziale  della  y  funzione  Ai  x  . 

Acci6  dunque  una  espressione  PiJir  ^-i-  Qdy  possa  prendersi  per  una  diffe- 
renziale totale  dz  dì  una  funzione  z  composta  di  dne  variabili  x ,  y  indipen- 
denti, ovvex'o  per  una  differenziale  ^della  «tessa  funzione  quando  y  dipendo 

da  X ,  converrà  ,che  P  possa  far  le  veci  di  (  7^  )  »  ®  Q  ^^  (  5"  )  • 

Lo  stesso  succede  per  z  funzione  di  un  qualunque  numero  di  variabili 
X  y  ^Uit  ec.  La  differenziale  totale  di  ^f  quando  le  yariabili  sono  indipen- 
denti, è 

e  quando  esse  ^consiJeransi  funzioni  tutte  della  .v,  è  ancori 


La  differenza  consiste  )a  questo r  nel  primo  càio»  dx ^^y ^  da  ec,  rappreseota- 
Ba  gli  aumenti  indeterminati  ed  indipendenti  di  q:Ue.IIp  rariabiii  ;  mentre  nel 
feconda  casa  dx  è  ancora  V  alimenta  indeterm^inata  di  x,  ma  dy ,  da  ec, ,  sono 

ì  differenriali  (ir)dx ,  (  j-  ) dx  ecr,  delle  y^u  ec.^  funzioni  di  j^  % 

Conclnderemo  di  qut  che  le  condizioni  perché  ooa^  espressione 
Vdx  H-  Qdy  H-  Rrfu  -+  ea. 

sia  una  differenziale  totale  di  una  quantità  z ,  saranna  le  stesse  e  nelT  i- 
potesì  delie  variabili  indipendenti  «ed  la  qaell»  che  esse  dipendana  tutte  da 
una ,-  per  esempio  da  .v  • 

Non  è  però  così  nei  diilerenziali  deglr  ordini  superiori..  Cennderando 
quei  del  secondo ,  noi  abbiamo  veduta  che  la  dif&renziale  totale  del  secondo 
ordine  di  Zf  funzione  di  due  variabili  ;ir^^  indipendenti  tra  di  loro»  ò 

■^^ = (  s  )  ^'' *  "  (^>  ^"f>  -  (^)  «o' ' 

ove  dx  fdy  rappresentano  gli  aormentif  indefetmrinati  delle  variabili  ^  ^y. 
E  se  Consideriamo  y  come  funzione  di  x.,  essa  è  allora 

ovverà  ... 

Quivi  dx  rappresenta  V  aumenta  indeieruri^nstv  4i  x\,  il  dy  rappresenta  il 

differenziale  prima  (  ^- )  dx  della  funzione  y,  ed  il  d^y  il  dif&renziale  secon* 
do  della  stessa  funzione.  Si  vede  che  nei  due  cas\  T  espressione  di  d^z  ò  di« 

versar  nel  seconda  vi  si  trova  di  pia  il  termine  (^}à*y  '^ 

Consimili  riflesnoni  hanno  luogo  per  le  diflerenziali  dello  equazioni. 
Se  tra  un  numera  qualunque  di  variabili  x  fy^  u^t  ec.r  z,uì  ha  una  qua- 
lunque equazione  V  =:  o  »  e  se  riguardando  x^y  ^u^t  ec*  come  indipendenti 
tra  loro ,  si  considera  z  come  funzione  di  esse  j  il  differenziale  primo  totale  di 
qnest'  equazione  è 

io  ewi'dx ^dyjda  ec.r  sono  gli  aumenti  indeterminati  delle  variabili  Xty^  u  ec, 
e  dz  è  la  differenziale  totale  di  z  considerata  come  funzione  di  quelle  variabi- 
li r  essa  eioi  è 

Se  poi  nell^eqùazione  V  =o  si  riguardano  tutte  le  variabili  >!«  ec. ,  z 
come  funzioni  di  x  per  esempio,  il  differenziale  primo  di  quella  equazione  i 


4<S4 
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della  stessa  forma  che  l'altro,  ma  io  qaesta  equazione  <£x-  è  1' aainento  inde- 

terminato  di  x^dy^ia  te.  lono  i  difFerenjialì  (  Jl)  ^^'^f  (^^V^'*'  ce.,  dello 

•   •  • ,     »  » 
quantità 3^, «  ec,  funzioni  di  x,  ed  ancora  "  *•' 


essendo  4y  =  ( -^)  rfx,  rfa  =  (^)  rf*  ce. 

Pat^  dunque  una  equazione  difTerenziale  del  primo  ordine 

♦  • 

Pi jtf  -*•  Qrfy  H-  Rdu  •+ H-  Ti»  =  o 

§i  hanno  l0  medesime  relazioni  tra  i  coefficienti  P^Q^R, T  ,  acciò  ait 

essa  una  difTerenziale  esatta  di  una  equazione  V  =  o  tra  x ^y^u  te.  ìb;  sìa  che 
si  riguardi  z  come  funzione  delle  variabili  x^y^u  ec.  indipendenti  tra  loro^ 
aia  che  si  considerino  tutte  queste  variabili  jr  »  u  ec.  come  dipendenti  da  x. 

Facilmente  si  potrebbe  vedere  che  Ja  faccenda  va  diversamente  per  le 
differenziali  delle  equazioni  degli  ordini  superiori,  mentre  nel  caso  della  di- 
pendenza delle  variabili  »  r equazioni  dìflereoziali  contengono  dei  termini  di 
più ,  i  quali  non  si  troverebbero  se  le  variabili  fossero  indipendenti.  Non  vi 
trattengo  in  questo  esame,  essendo  facile  ad  instituirsi  da  chi  avrìL  ben  com* 
presele  cose  contenute  nei  jCap.  I.  e  II. 
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